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NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES. 


DÉMONSTRATION  D'l]N  THÉORÈME  DE  M.  SYL\ESTER 

comprenant  la  règle  de  IVcïïIou  sur  le  nombre  des  racines  imaginaires; 

Par  m.  a.  GENOCCHI. 

1.  Soit 

f{x)  =  o 

une  équation  du  degré  m  5  formons  avec  la  fonction  en- 
tière/(a:)  et  avec  ses  dérivées  la  suite 

(/)  /W,    f'[^),    /"(^),-..,    /'"(^). 

Formons  une  autre  suite 

(G)  0[x),      G,(x},      G,(:r),...,      G4^), 

en  posant 

G{x)  =  (/r)%      G.(a-)  =  (/^^)'-7-/'-'^-./'-^'.r, 

où  /•  désigne  les  nombres  i ,  2, .  .  . ,  m  —  i ,  et  y,,  la  frac- 
lion  ■_ — 1  y.  étant  un  nombre  lixe  quelconque  posi- 
tif ou  négatif,  mais  non  compris  entre  —  i  et  —  m.  Il 
faudra    comparer   les  signes  de    ces  deux    séries;    mais 


(  6) 

d  abord  nous  exposerons  (juelques  propiiélës  des  fonc- 
tions qui  les  composent. 

^  I.  —  Propriétés  des  fonctions  [f]  et  (G). 

2.  Les  quantités/"'"  (x),  G,„  [x)  sont  constantes 5  G,„[x) 
est  positive.  La  fonction  G(a:)  sera  aussi  positive,  tant 
qu'elle  ne  s'évanouira  pas 5  (jr{x)  sera  positive  lorsque 

f''~^[x)  et/'''"'"*  (.r)  seront  de  signes  contraires,  ou  que 
Tune  de  ces  fonctions  s'évanouira,  la  fonction  f''{x)  ne 
s'annulant  pas. 

Toutes  ces  fonctions  étant  entières  et  partant  continues, 
si  Tune  d'elles  n'est  pas  nulle  pour  une  valeur  particu- 
lière or  =  fl,  elle  conservera  dans  le  voisinage  de  cette 
valeur  le  même  signe  qu'elle  prend  lorsqu'on  fait  x  =  a. 

3.  Désignons  par  o  {x)  une  de  ces  fondions  qui  s'an- 
nule pour  X  =  a.  et  posons 


On  aura,  en  prenant  les  dérivées, 

o'(x)  =  «(x—  a)"-'-i>{x)  -\-{x  —  rt)"-/ (x), 
et,  par  conséquent, 

ou 

c!»'(a  -f-  c)  =::  //Cp  («  -r-  s), 

si  l'on  fait 


h. 


■\i\n  ^ 


Si  £  est  suffisamment  petit,  la  quantité  //  sera  finie  cl  po- 
sitive, puisqu  on  peut  supposer  cpie  ^j>  («)  soit  une  quantité 
finie  différente  de  zéro,  n  étant  un  nombre  entier  positif. 
On  déduit  de  rj-tic  formule  le   théorème  (onnu,  d'après 


(  7  ; 

lequel  les  fondions  o(r/-f-£),  ^'[a-+-e)  sont  de  même 
signe  pour  e  positif,  et  de  signes  contraires  pour  e  négatif. 

•4.  Si/'' [a]  est  nulle,  maisque^'"'  (fl)  soit  diiférenle 
de  zéro,  la  fonction  Gr{x)  aura,  dans  le  voisinage  de 
X  ^  a,  le  signe  du  produit  — /"''"'  {x)J''^^  {x),  car  on 
pourra  faire  (n"  3) 

ef'^'{a  -f-e)  —hf'[a  -t- e), 
»'l,  par  suite. 

Il  en  résulte  que  dans  le  voisinage  de  a:  ^=  a  la  fonc- 
tion G,,  (x)  changera  ou  ne  changera  pas  de  signe,  sui- 
vant que  la  fonction y"'^+'  (x)  en  changera  ou  n'en  chan- 
gera pas  elle-même. 

5.  Si  y'''"' (a)  est  nulle,  la  fonction  G^  (x)  sera  tou- 
jours positive  dans  le  voisinage  de  x  =  a.  Car,  en  faisant 

/'-'(.r)  =  (j:  — fl)"çp(x), 

on  aura 

f'  [X]  =  n[x  —  n)"~'<f{x)  +  (.r  —  ,i)"w'{x), 
/-■+'  (  X    =  rt  ( «  —  I  )  (  ./•  —  <7 )«-■■' (B  ( .V  )  +  (.7-  —  rt' )"-'  -A  f .r); 

cp  (x)  et  ^p  (x)  étant  deux  fonctions  entières  :  il  s'ensuit 

Gr{x)  ={x-  ay  \n{<fxY[n  -  {n  -  i)  7.]  H-  (.r  -  «)  F  (x)j, 

F(x)  étant  aussi  une  fonction  entière.  Mais  l'expression 
de  yr  donne 

„_  („_  17,.=:  — ~ , 

p.  -J-  r 

quantité  positive  pour  f;. -|- i  ^  o    et  pour   u-\-7n<^o, 
puisque  la  plus  petite  valeur  de  /'  est  i,  et  la  plus  grande 


(8) 
valeur  de  n  est  m  —  r  -\-  \.  Donc,  si  x  est  peu  différent 
de  fl,  la  valeur  de  G^  (x)  sera  positive. 

Le  coefficient  n  —  [n  —  i)  y^.  serait  nul  si  Ton  avait  en 
même  temps 

p=  —  m     et     n^z  m  —  r  +  i; 

dans  ce  cas  n  serait  au  moins  égal  à  2,  la  plus  grande  va- 
leur de  r  étant  m  —  i .  Mais,  de  plus,  on  aurait 

/'-'(x)  =  A(jr-«)", 
avec  A  constant,  et  il  viendrait 

Qlr{x)  =0, 

quel  que  soit  x. 

On  ne  peut  supposer  |;x  =  —  i,  car  yi  serait  infini. 

6.  En  désignant  par  G'^(j:)  la  dérivée  de  G,,  (.r),  on  a 

OU 

G;(x)  =  (2  -  7.)/^x./^-^'x  -  ^.—-[(/^r)^-  G.(x)], 

ce  qui  devient 

fr+'^X  fx 

savoir 

en  observant  que  l'expression  de  y^  satisfait  à  l'équation 
aux  différences  finies 

I 

2  —  Vr  =  • 

Soit  maintenant  x  :^  a  une  valeur  (jui  annule  Gr(x); 


(9) 
d'après  le  n*^  3  on  aura  pour  x  —  rt  -+-  e,  s  élaut  sutrisam- 
ment  petit, 

où  h,,  sera  une  quantité  positive  qui  ne  s'évanouit  pas 
avec  e.  En  faisant 


et  substituant  dans  la  formule  précédente,  il  vient 

Si  f""^^  [a]  ne  s'annule  pas,  la  quantité  H^  sera  posi- 
tive et  finie  pour  des  valeurs  sutFisamment  petites  de  £,  et 

.       1                              fia-\-t)          Qrr{a-\-t)  , 

par  suite  les  rapports    ^      -•> ; —  seront  de 

même  signe  lorsque  e  sera  positif,  de  signes  contraires 
lorsque  e  sera  négatif. 

§  U.  —  Théorème  de  M.  Sjlvester. 

7.  Nous  [dirons  que  les  suites  [f]  et  (G)  présentent 
une  ou  plusieurs  doubles  permanences^  lorsqu'à  deux 
termes  consécutifs  de  même  signe y^"""*  (a:),y'  (.r)  de  la 
première  suite  correspondent  deux  termes  G;._i  (x),  G,.(x) 
de  la  seconde,  aussi  de  même  signe,  et  que  cette  circon- 
stance se  vérifie  dans  un  ou  plusieurs  couples  de  termes. 
Le  nombre  total  des  doubles  permanences  ne  peut  varier 
que  si  une  ou  plusieurs  des  fonctions  (/)  ou  (G)  changent 
de  signes,  et  cela  ne  peut  arriver  que  si  elles  s'évanouis- 
sent. Nous  supposerons  donc  que  la  variable  x,en  restant 
réelle  et  croissant  par  degrés  insensibles,  passe  par  une 
valeur  a  qui  fait  évanouir  l'une  de  ces  fonctions,  et  dis- 
tinguerons trois  cas  : 

1°  L'une  des  fonctions  correspondantes/^''  (a:),  G^  {x) 
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change  de  signe  eu  s'annulant  pour  la  valeur  a;  =  «,  tan- 
dis que  l'autre  ne  s'annule  pas. 

Soit  f''  (a)  =o,  et  G,,  (a)  différente  de  zéro;  aucune  des 
fonctions  /'-'  (<?),  /'"^^  (fl)  ne  sera  nulle,  et  G^_i(rt), 
G,.+,  [a)  seront  positives  (n°  2). Car,  si/'"-'  («),/'"+'  («) 
sont  de  signes  contraires,  G,,  (a)  sera  positive,  et  pour  z 
positif  et  suffisamment  petit,  les  fonctions/"'—'  [a —  z)  et 
/'"(a  —  £),/'■  (fl-f-£)  et/''+'  (a  4-  e)  offriront  les  mêmes 
signes  (n°  3)  ;  donc  le  groupe 

(^j  j  /^-'(^),     /^{^),     /^^'(■^), 

I    Gr_,  (J7),       Gr(x),       Gr+,  (j^), 

présentera  une  double  permanence,  tant  pour  x  =  a- —  c 
que  pour  a:  =  rt-f-e.  Si /'— '  (a), /'"+'  [a)  sont  de  même 
signe,  Gr  [x)  sera  négative,  et  il  n'y  aura  pas  de  doubles 
permanences  dans  ce  groupe,  ni  pour  cr  =  «  -}-  e,  ni  pour 
x=  a  —  e. 

Soient,  au  contraire,  Gr(«)  =  o,  ol/''  [a)  différente  de 
zéro  :  /'"- '  (a)  et  /'"+*  (a)  seront  aussi  différentes  de  zéro, 
et  seront  affectées  du  même  signe,  car  sans  cela  on  aurait 
Gr(a)^o.  Ainsi,  dans  le  groupe  (/),  les  termes  de  la 
première  ligue  conserveront  pour  x  =  azh  t  les  signes 
qui  les  affectent  pour  x  =  a,  et  si  /'^(«)  est  d'un  signe 
contraire  à  celui  de/'^"'  (a)  et/'"'*"'  (a),  ce  groupe  n'offrira 
pas  de  doubles  permanences  dans  le  voisinage  de  x  =  a. 
Si  f"" {a)  est  du  même  signe  que  /'"*(«)  et  /'"+'(«), 
Gr(a-f-e)  et  G,.^i  (« -f- e)  seront  de  même  signe,  et 
Gr{a  —  e)  et  G^+i  («  —  e)  seront  de  signes  contraires 
(n°  B);  donc,  si  G,_i(rt)  est  de  signe  contraire  à  G,.(a  —  s), 
on  gagnera  deux  dovibles  permanences  5  si  G,._i  [a)  est  de 
même  signe  que  G^  (a  —  s),  il  y  aura  une  double  perma- 
nence pour  X  =  a  —  e,  et  une  double  permanence  pour 
x=:a-i-£.  Si  G,._,  (rt)  =  o,  les  fonctions  Gr_i  (j"),  G^  [jf) 
seront  de  même  signe  pour  x  =  a-\-  £,  et  de  signes  con  - 
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Iraircs  pourx;=rt  — s  (u"  0),  cl  l'on  gagnera  deux  doubles 

permanences  dans  cet  iniervalle. 

2°  Soient 

/'{aj  =  o     et     Gr{a)  =  o: 

il  faudra  que  l'une  au  moins  des  fonctions  f''~^[a), 
/'"+*  (a)  soit  nulle.  Soient/'"+'  (a)  =  o,  ct^  '^~'  {a)  diffé- 
rente de  zéro  :  on  aura 

G._,(a)>o  (no^)     et     G,+,  (a  li=£)  >  o  (n^^  5)  ; 

en  supposant  d'ailleurs  que/ '^  [x)  change  de  signe  tandis 
que  X  passe  par  rt,  sa  dérivée  y'^+'  {x)  n'en  changera  pas 
(u"  3),  et  il  en  sera  de  même  de  la  fonction  Gr{x)  (n°  A). 
Or,  si  Gr  (a  =t  s)  est  négative,  le  groupe  (/)  ne  présentera 
pas  de  doubles  permanences  pour  x=  azhs-^  si  Gr(adrô) 
est  positive,  ce  groupe  présentera  une  double  permanence 
tant  pour  x ^=a  —  e  que  pour  j^=:a-|-£,  lorsque  /'^~^  («) 
sera  de  même  signe  que  f'  [a  —  e),  et  présentera  deux 
doubles  permanences  pour  x  =  a  -\-  z,  aucune  pour 
X  =  a  —  c  dans  le  cas  contraire. 
Soit  maintenant 

/-(«)  =  o; 

il  n  y  aura  pas  de  doubles  permanences  dans  le  groupe  (/) 
pour  x  =  a  4- £  (n°  3).  Si  f''~^  [a)  est  nulle  aussi,  les 
fonctions  Gr_i  [x),  G^  [x],  G^+i  {x)  seront  toutes  positives 
dans  le  voisinage  de  x  =  a  (n*'5),  et  il  y  aura  deux  doubles 
permanences  pour  x  =  a-{-e.  Il  en  sera  de  même  si 
J'~-(a)  est  de  signe  contraire  à  J"""  {a -^- s) ,  puisque 
Gr_,  [a  -\-  e),  Gr  (a  -h  c),  G^+i  (a-f-  s)  seront  encore  posi- 
tives. Enfin,  s\J'^~-  [a),  différente  de  zéro,  est  affectée  du 
même  signe  quej'^  (a  -f-  e),  on  aura  encore  deux  doubles 
permanences  dans  le  cas  de  G^-i  (a  +  e)  ^  o,  et  Ion  en 
aura  une  seule  dans  le  cas  contraire,  car  Gr(a-i-f)  et 
G,+i  {(i -h  £)  seront  toujours  positives  (n'^  o).  Mais,  eu 


■     (  »2) 

supposant  que  f"^  [x)  change  de  signe  dans  le  voisinage 
de  X  =  a,  ]a.  fonction  Gr_i  [x)  changera  aussi  de  signe 
(n°  4)  5  donc,  si 

on  aura 

Gr_i(«  — s)  >o; 

d'ailleurs  Gr^^{a)  sera  positive  (n°  2),  et  f''~-  (a),  ayant 
le  même  signe  quey*"  (a  -i-  e),  sera  aussi  de  même  signe 
que/"""'  (a  d=  s)  ;  par  conséquent  les  couples  correspon- 
dants 

/'-'{^h    /^-'(■^)       et       G,_,(x),     G._,(x) 

présenteront  une  double  permanence  pour  x  =  a  —  e, 
aucune  pour  x  =  a  -j-  e,  de  manière  qu'en  ajoutant  les 
termes  f"'^  [x) ,  G^.a  {x)  au  groupe  (r) ,  on  aura  une  dou- 
ble permanence  pour  x  =  a  —  e,  et  une  pour  x  =  a-he. 
Si  f''{x)  ne  change  pas  de  signe  en  s'évauouissant  pour 
x=^a,  sa  dérivée  f'^'^^  [x)  en  changera  (n°  3),  et,  comme 
on  aura 

/^^'(fl)=o     et     G,+.  (a)  =  o, 

on  pourra  considérer  les  fonctions /''+' (je),  Gr+i(>r)  au 
lieu  àe  f''[x),  G,.[x). 

3°  Soit  x  =  a  une  racine  de  l'équation  f{x)  =^  o.  Si 
cette  racine  est  simple,  f  [a.)  sera  différente  de  zéro,  et 
Gi(a)  =:  [f'aY  sera  positive;  ainsi,  d'après  le  n°  3,  les 
premiers  deux  termes  des  suites  [f]  et  (G)  gagneront  une 
double  permanence  de  a:  =  a  —  £  à  x^=a-{~  z.  Si  cette 
racine  est  multiple  du  degré  n,  les  signes  des  n  -\-  i  fonc- 
tions 

seront  alternés  pour  jc  =  a  —  e,  et  seront  tous  égaux 
pour  x  =  a-\-  t  en  vertu  du  même  théorème;  d'ailleurs 
les  termes  correspondants  de  la  suite  (G)  seront  toujours 
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positifs  dans  le  voisinage  de  x  =  a  (n°  5)  5  il  y  aura  donc 
n  doubles  permanences  gagnées. 

Tous  ces  raisonnements  subsistent  encore  dans  le  cas 
d'exception  signalé  au  n°  5,  c'est-à-dire  lorsqu'on  prend 
u  =  — •  m  et  que  quelques-unes  des  fonctions  G^  (x)  sont 
identiquement  nulles;  il  suffit,  en  effet,  que  ces  Jonctions 
soient  censées  positives. 

8.  Il  résulte  de  tout  cela  que  si  la  variable  x  croît  de 
a  à  |j,  le  nombre  total  des  doubles  permanences  ne  change 
pas,  ou  se  trouve  augmenté  d'un  nombre  pair  par  l'an- 
nulation de  termes  autres  que/'(j:),  et  qu'il  augmente 
de  n  unités  dans  les  «  H-  1  premiers  termes  des  deux 
suites,  lorsque  la  valeur  de  x  est  n  fois  racine  de  l'équa- 
tion/^(x)  =  o.  En  conséquence,  le  nombre  des  doubles 
permanences  gagnées  par  les  suites  [f)  et  [G)  dans  le 
passage  dex==aàx  =  ^  est  égal  au  ?iombre  des  racines 
réelles  de  V équation  f[x)  =  o,  comprises  entre  ol  et  ^ 
(a  étant  <^(3),  ou  le  surpasse  d'un  nombre  pair  d'unités. 
C'est  le  théorème  de  M.  Sylvester. 

On  peut,  en  suivant  la  même  marche,  et  s'appuyant 
seulement  sur  le  théorème  du  n°  3,  démontrer  le  théorème 
de  Fourier.  Cette  démonstration  serait,  si  je  ne  me 
trompe,  la  plus  simple  de  toutes. 

Ou  a  étendu  le  théorème  de  Fourier  à  des  équations 
transcendantes,  en  supposant  que  l'une  y'"  (x)  des  déri- 
vées successives  ne  change  pas  de  signe  dans  l'intervalle 
dans  lequel  on  cherche  les  racines.  Le  théorème  de 
M.  Sylvester  est  susceptible  de  la  même  extension. 

9.  En  prenant  un  nombre  positif  L,  et  faisant  a=  — L, 
(3  =  o,  le  théorème  de  M.  Sylvester  donnera,  si  L  est 
assez  grand,  une  limite  supérieure  du  nombre  total  des 
racines  négatives  de  Téqualion  J [x]  =  o.  On  trouvera  de 
la  même  manière  une  limite  supérieure  du  nombre  total 
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des  racines  positives,  en  remarquant  que  celles-ci  sont 
les  racines  négatives  de  y{ — x)  =  o,  et  de  là  on  déduira 
une  limite  supérieure  du  nombre  total  des  racines  réelles, 
et  par  conséquent  une  limite  inférieure  des  racines  ima- 
ginaires de  léquation  f{jc)  =  0.  Cette  limite  inférieure 
sera  le  nombre  des  variations  de  la  suite  (G)  pour  0:^0. 
Si  l'on  fait  a  =  —  m,  on  parvient  ainsi  à  la  règle  de 
Nev^^ton  qui  forme  le  sujet  de  la  question  43i  des  Nou- 
velles Annales^  i""*"  série,  t.  X^  II,  p.  186  (*). 


ADDITION  A  L'ARTICLE  PRECEDENT, 
Par  m.  a.  GENOCCHI. 

M.  Sylvester  a  donné  un  nouveau  théorème  dans  le 
Philosophical  Magazine  ;  il  n'est  pas  entré  dans  les  dé- 
tails de  la  démonstration,  qu'il  jugeait  nécessairement 
fastidieux,  et  comme  on  les  simplifie  beaucoup  à  l'aide 
des  considérations  dont  nous  avons  déjà  fait  usage,  il  ne 
sera  pas  hors  de  propos  d'en  exposer  ici  la  démonstration 
complète.  jNous  la  ferons  précéder  de  celle  du  théorème 
de  Fourier,  parce  qu'on  a  besoin  de  préciser  mieux  l'é- 
noncé de  ce  théorème,  et  que,  d'ailleurs,  elle  peut  s'ache- 
ver en  peu  de  mots. 

Soit  l'équation  y  (a:)  =  o,  et  soit  x  ==  a  une  valeur 
particulière,  pour  laquelle  s'évanouit  en  changeant  de 
signe  Yiine  f"^  [x)  des  fonctions  dérivées.  Les  fonctions 
voisinesy'"~'(x)  et/'"*"'  [x)  ne  changeront  pas  de  signe  aux 
environs  de  cette  valeur;  si  elles  sont  affectées  de  signes 
contraires,  le  groupe 


(*)  J'avais  cité  le  Calcul  diffrreniicl  d'ILiiler.  Je  ne  sais  par  ([uelle  mé- 
prise on  a  imprimé  au  lien  de  cela  Introduction  nu  Calcul  infini tcsininl. 


(  ■^>  ) 

présentera  une  variation  pour  x  =^  n  —  s,  ci  une  variation 
pour  X'.=  a-\-î,  le  nombre  s  élanl  positif  et  sulTisamnifnt 
petit.  Si  les  ronclions/'-' (  r)  et/^'^+'(x)  sont  (h;  même 
signe  pour  a  =  a  d=  s,  ce  groupe  présentera  deux  varia- 
tions pour  x  =  a  —  £,  et  deux  permanences  pour  x  =  «-!-£. 
Ainsi,  dans  le  même  groupe,  il  y  aura  alors  deux  varia- 
tions perdues  et  deux  permanences  gagnées;  ce  premier 
cas  ne  donne  lieu  ni  à  une  perte  ni  à  un  gain. 

Si  la  valeur    x  =  a   est    n   fois    racine  de  Téquation 
f[x)  =  o,  les  //  -+-  1  fonctions 

offriront  des  signes  alternés  pour  a:  =^  a —  c,  et  seront 
affectées  du  même  signe  pour  x  =^  a  -h  s,  en  sorte  qu  il  y 
aura  dans  ce  groupe  ii  variations  perdues  et  n  perma- 
nences gagnées. 

On  conclut  de  là  immédiatement  le  théorème  de  Fou- 
rier.  En  effet,  nommons  A  le  nombre  des  racines  réelles 
de  Téquation  f  (x)  =  o,  comprises  entre  deux  nombres 
donnés  a  et  i^  5  nommons  u  le  nombre  de  variations  per- 
dues, p  le  nombre  de  permanences  gagnées  dans  le  pas- 
sage de  J"  =  a  à  a:=  3  (|3  ^a),  par  la  suite 

m  étant  le  degré  de  l'équation;  enfin  supposons  qu'il 
ari'ive  s  fois  dans  le  même  intervalle  qu'un  terme  de  la 
suite  [f)  s'annule  et  change  de  signe  entre  deux  termes 
de  même  signe,  en  ne  comptant  pas  les  cas  où,  avec  un 
lerme/''^  (x),  s'évanouissent  tous  les  termes  précédents 
jus([u  ày^(j:)  inclusivement.  ]Nous  avons  la  formule 

qui  exprime  le  théorème  de  Fourier  et  donne  en  outre  la 
signification  de  l'excès  y. s. 


(  i6) 
Maintenant,  avec  les  suites  {/)  et  (G),  dont  la  forma- 
tion est  connue,  formons  une  nouvelle  suite 

(F)  F(^),     F,(xj,     F,[x),...,     F„,^x), 

en  posant 

F{a:)  =:/{x)G{x)      et  généralement     Fr{x)  =/[a:)  Gr{x)  : 

les  termes  de  la  suite  (F)  ne  pourront  changer  de  signe 
que  si  l'une  des  fonctions  [f)  ou  l'une  des  fonctions  (G) 
en  change  elle-même.  Nous  pouvons  distinguer  plusieurs 
cas. 

1°  Sohf''  (x)  une  des  fonctions  [f)  qui  change  de  signe 
dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière  x  =  a-^  soient 
y'""*  {a)  elf'^'^^  [a)  différentes  de  zéro.  Si  ces  deux  fonc- 
tions sont  de  signes  contraires,  les  autres  quantités 
Gr_i  (x),  Gr  [x],  Gr+i  [x]  seront  positives  pour  j:  =  a,  et 
par  suite  aussi  dans  le  voisinage  de  cette  valeur.  Donc  le 
groupe 

F,_,(^),     F,  (^),     F,+,{x) 

offrira,  comme  le  groupe  correspondant  des  fonctions  [f), 
une  variation  pour  x  =  «  —  e  et  une  variation  pour 
x  =  a  4-  £. 

Si  les  fonctions  f""'^  [a]  el  f'"^^  [a]  sont  de  même 
signe,  parmi  les  quantités  G^.i  (x)jG,.(x),  (jr+\  {^)i  ^^ 
deuxième  sera  négative  et  les  deux  autres  seront  positives 
pour  .r  =  a,  et  aussi  pour  x  =  a  ziz  e  :  d'où  l'on  déduit 
que  dans  le  groupe  correspondant  de  trois  fonctions  (F) 
il  y  a  deux  permanences  pour  x  =  a  —  e,  aucune  pour 
X  =  a-^  t. 

Ainsi,  lorsque  l'une  des  fonctions  (/)  s'évanouit  entre 
deux  autres  qui  ne  s'évanouissent  pas,  si  celles-ci  sont  de 
signes  contraires,  le  groupe  correspondant  de  trois  fonc- 
tions (F)  n'éprouve  ni  gain  ni  perte  de  variations  ou  pcr- 


(  '7  ) 
maiiences-,  si  elles  sont  de  mé-me  signe,  ce  groupe  perd 
deux  permanences. 

2°  Si  pour  X  --~a  s'évanouissent  avec/''^  (.r)  les  n  —  i 
l'onctions  dérivées  suivantes,  les  n  quantités 

seront  positives  dans  le  voisinage  de  x  =  a,  et  par  consé- 
quent les  n  autres  fonctions 

Y  r-ir\\^)-)        1*^4-3  (  ■^j  •••  >         1*  r-(-n— I  ( -^  )  >         ^  r-^n\^]t 

présenteront  les  mêmes  signes  que  les  fonctions  i^f)  cor- 
respondantes ;  d'où  il  suit  qu'il  y  aura  n  — i  variations 
pour  x  =  a  —  e,  et  îi  —  i  permanences  pour  x  =  «  -i-  e, 
et  qu'ainsi  on  gagnera  ii  —  i  permanences. 

Remarquons,  de  plus,  quey'''"'  [a]  étant  supposée  dif- 
férente de  zéro  ,  Gr_i  [a]  sera  positive,  et  G,  [x)  aura 
dans  le  voisinage  de  x  =  a  un  signe  égal  a  celui 
de  — /'""*  i^)/'^'^^  {^)->  d'après  ce  que  nous  avons  démon- 
tré dans  le  premier  article.  Donc  Fr_i  [x)  aura  le  signe 
dey*'""'  (a:),  et  F,. (or)  aura  le  même  signe  que  le  pro- 
duit — f''~^[x)f''{x)f'"^^{x)^  c'est-à-dire  un  signe 
égal  à  celui  de  /'~*  [x]  ou  PV_,  [x)  pour  x  =^  a  —  e,  et 
un  signe  contraire  pour  x  =  a  ~{- i  \  ainsi  il  y  aura 
perte  d'une  permanence  entre  Fr_i  (x)  et  F^  [x)  5  car 
/•■  (.r  )/'■+*  (x)  est  <^  o  pour  x  =  a  —  e,  et^o  pour 
X  =:a  -h  s. 

Mais  le  nombre  n  peut  être  pair  ou  impair. 

Dans  le  cas  de  n  pair,  la  fonction^ '^(x)  ne  changera 
pas  de  signe;  si  ce  signe  est  le  même  que  celui  dey"'"^  (x), 
les  fonctions  /'""'  [x]  et  f"^^  [x]  seront  de  signes  con- 
traires pour  X  =  a  —  e,  de  même  signe  pour  x  =  a  -h  e  : 
par  conséquent  ¥r[x)  et  F^+i  (.r)  présenteront  toujours 
une  variation.  Si  le  signe  dey''(jt:)  est  contraire  à  celui 
de  y-*  (x),   les  signes  de  /'"'  {x)    et  /'"+'  [x)   seront 

Muihi'nuit.,  2*  série,  t.  VI.  '  Jai)vier  1667).  2 


(  i8  ) 
égaux  pour  X  ^^  a  —  £,  contraires  pour  x  r=  rt  -|-  c,  el  les 
fonctions  F^  {x)  et  F^^.,  {x)  présenteront  toujours  une 
permanence.  Ainsi,  dans  ce  cas.  le  groupe  de  n -r- i 
fonctions  F^_i  (.r) F;.+„  (x)  gagnera  n  —  2  perma- 
nences. 

Dans  le  cas  de  n  impair,  la  fonction  ^'^  (jc)  changera 
de  signe;,  la  dérivée  suivante  /'"^'  {x)  n'en  changera  pas, 
et  si  le  signe  de  /''+'  [x]  est  égal  à  celui  de  /'^~'  (j?), 
les  fonctions  Fr(a:)  etF.^,  (a:)  présenteront  une  perma- 
nence pour  X  ■^=^  a  —  £,  une  variation  pour  x  =:^  a  h- £, 
en  sorte  que  le  groupe  de  « -t- 2  fonctions  (F)  gagnera 
n  —  3  permanences.  Si  f'^^  (x)  etf'^~^  [x)  sont  affectées 
de  signes  contraires,  les  fonctions F^  [x)  et  F,,^.!  [x)  pré- 
senteront une  variation  pour  x  =^  a  —  s,  une  perma- 
nence pour  .X  ;=:  a  -T-  £  ;  et  il  y  aura  par  suite  n  —  i  per- 
manences gagnées  dans  le  groupe  total  de  //  -h  2  termes. 

Ce  groupe  gagnera  donc,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  un 
nombre  pair  de  permanences  (qui  pourra  aussi  être  égal 
à  o). 

3**  Sif''  [a)  est  différente  de  zéro,  mais  que  G^  {x)  s'éva- 
nouisse en  ('hangeaut  de  signe  pour  x  :=^a.  les  fonctions 
/'"'  [a)  et  /'"*"'  (a)  seront  aussi  différentes  dezéro  etoffri- 

ront  le  même  signe-,  de  plus,  les  rapports  ~^:rr. :' 


seront  de  signes  contraires  pour  x  =  a  —  £,  de  même 
signe  pour  .r  =  a -j- £,  et  par  conséquent  les  fonctions 
F,  (a:)  et  Fr4.,  (.r)  présenteront  une  variation  pour 
X  =  a  —  c,  une  permanence  pour  x  =  a  -h  £.  Mais 
Gr_i  (a)  pourra  être  nulle  aussi  :  dans  ce  cas,  on  trou- 
vera, d'une  manière  semblable,  qu'une  autre  permanence 
est  gagnée  entre  Fr_i  (x)  et  F;.(x)  \  ainsi  le  groupe 

gagnera  Heux  pernianencrs.    Dans    le    cas   contraiie,  si 


(  »9  ) 
Fr_i  {x)  a  le  signe  de  F^  (a  —  e),  «es  deux  loiiclious  of- 
friront une  permanence  pour  x  =  a  -i-  e,  qui  sera  perdue 
pour  X  =:=  rt  -f-  e;  si  elle  a  le  signe  contraire,  on  gagnera 
une  permanence  ;  donc  le  nombre  des  permanences  du 
même  groupe  ne  «changera  pas  ou  sera  augmenté  de 
deux  unités. 

4"  Enfin,  si  la  valeur  x  —-  a  est  n  fois  racine  de  l'équa- 
tion f(x)  -.—  o.  le  groupe  de  «  -f-  i  termes 

¥{x),     F,(.r),     F,(a:),...,      F„(.r) 
gagnera  n  permanences,  car  les  quantités 

G(.r),     G,  (x),     G,  (x  ),...,     G„:'.r), 

étant  toutes  positives  dans  le  voisinage  de  a:  =  a,  les 
«  -h  I  fonctions  (F)  offriront  les  mêmes  signes  que  les 
fonctions  {f)  correspondantes. 

Soient  donc  Pie  nombre  des  permanences  acquises,  Vie 
nombre  des  variations  perdues  par  la  suite  (F)  dans  le 
passage  dex=:=aàj:  =  /3;  soit  s' le  nombre  qui  exprime 
combien  de  fois  un  terme  delà  suite  [f]  s'évanouit  dans 
cet  intervalle  entre  deux  termes  différents  de  zéro  et  de 
même  signe;  soit  S  un  autre  nombre  entier  positif  ou 
nul.  On  aura  \  =P,  et,  les  autres  notations  étant  rete- 
nues, on  conclura 

(B)  Vrr^  P  A   —  as'  —  9.S. 

En   combinant    les   formules    (A)    et    (B),   et   faisant 

f  — .y  —  .y'  H-  S, 

on  déduira  une  troisième  formule  qui  exprime  le  nouveau 
théorème  de  M.  Sylvester 

(C)  =  — ^  A-+-/. 
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où  t  sera  \u\  nombre  entier  positif  ou  nul,  parce  que  s 
n'est  pas  inférieur  à  5' (*). 

L'illustre  auteur  a  remarqué  qu'on  peut  dans  son  pre- 
mier théorème  remplacer  les  doubles  permanences  des 
suites  [f]  et  (G)  par  les  variations  sur  permanences  con- 
sidérées dans  les  mêmes  suites,  ce  qui  pourra  donner  une 
limite  plus  avantageuse  du  nombre  des  racines,  et  qu'au 
lieu  de  ces  r^ariations  sur  permanences ^  on  peut  considé- 
rer les  doubles  variations,  pourvu  qu'on  les  compte  dans 
les  suites  (/)  et  (F). 

Il  insiste  sur  l'importance  du  paramètre  u.  arbitraire 
entre  certaines  limites  et  regarde  l'introduction  d'un  tel 
paramètre  dans  les  criteria  comme  un  fait  nouveau  dans 
l'histoire  de  l'Algèbre.  J'engage  le  lecteur  à  consulter  les 
exemples  que  M.  Sylvester  a  donnés,  et,  dans  un  intérêt 
purement  historique,  je  me  borne  à  observer  qu'un  Mé- 
moire d'Euler,  NoK^a  criteria  radiées  œquaiiojium  imagi- 
narias  dignoscendi^  renferme  des  règles  pour  la  décou- 
verte des  racines  imaginaires  dans  lesquelles  entre  aussi 
un  paramètre  arbitraire,  quoique  Euler  détermine  ensuite 
ce  paramètre  par  la  condition  de  rendre  le  critérium  le 
plus  avantageux  qu'il  soit  possible.  (\o\vNoi^i  Comm. 
Acad.  Pelropol.^  ^7^8,  t.  XIII,  p.  116  et  suiv.) 


(*)  Suivant  l'énoncé  de  M.  Sylvester,  le  nombre  t  exprimerait  combien 
de  fois  dans  l'intervalle  considéré  un  terme  de  la  suite  (G)  s'annule  entre 
deux  fonctions  (F)  de  même  signe.  Cela  n'est  pas  toujours  vrai,  comme 
on  peut  s'en  convaincre  par  l'examen  du  cas  expliqué  ci-dessus  au  n^a". 
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THÉORÈMES  GÉÎ^ÉRAIX  SIR  LES  ÉQIATIONS  ALGÉBRIQUES, 

Par   m.   Aug.   POULAIN,   S.  J.   {*). 


Les  questions  777 ,  778  ei  779  répondent  à  un  problème 
assez  général.  On  peut  former  avec  elles  une  suite  de  théo- 
rèmes constituant  un  ensemble,  et  donnant  certains  pro- 
cédés pour  obtenir  des  équations  ayant  au  plus,  ou  ayant 
au  moins,  autant  de  racines  réelles  qu'une  équation 
algébrique  donnée  {**).  C'est  celte  disposition  que  nous 
adopterons. 

1.  Théorème  I.  —  Soit  k  une  quantité  réelle  arbi- 
traire: r  équation 

(i)  /(x]~  /.-/'ix)-=o 

a  au  moins  autant  de  racines  réelles  que  f  [x]  ^—  o. 

Première  démonstration.  —  Soient  a,  h  deux  racines 
réelles  consécutives  de/^(x').  Substituées  dans  le  premier 
membre  de  (i),  elles  donnent  successivement 

Ces  deux  résultats  étant,  on  le  sait,  de  signes  con- 
traires, il  s'ensuit  que  l'équation  (i)  a  au  moins  une  ra- 
cine réelle  entre  deux  consécutives  de  la  proposée.  Donc, 
si  cette  dernière  a  n  racines  réelles,  l'équation  (i)  eu  a 
au  moins  n  —  i.  Donc  elle  en  a  au  moins  «•,  car,  dans 


C)  Cet  article  renferme  la  solution  des  questions  777  à  779.  11  nous  a 
été  remis  par  l'auteur,  alors  que  les  solutions  insérées  au  numéro  de  no- 
vembre i866  étaient  sous  presse.  P. 

(**)  Nous  ne  parlons  que  des  équations  algébriques  à  coefficients  réels- 


(  ^^) 

deux  équations  de  même  degré,  le  nombre  des  racines 
réelles  a  le  même  degré  de  parité. 

2.  Deuxième  démonstration.  —  Posons 

X 

nous  en  tirons 

X 

y  ei  j'  étant  continues,  on  peut  leur  appliquer  le  théo- 
rème de  Rolle.  Soit  n  le  nombre  des  racines  réelles  de 

X 

J  [x)]  e'^  ne  pouvant  s'annuler,  y  a  précisément  ti  ra- 
cines réelles.  Donc  y'  et,  par  là  même,  le  second  facteur 
de  y' .  en  a  au  moins  n  —  i .  Donc  ce  facteur  en  a  au 
moins  n,  car  il  est  de  même  degré  (\ne  f{x). 

3.  Théorème  II.  —   V équation 

(2)  Y{x)=f{x)^af'[.v)^a--f"[x)-^.     .  +  a- f" [x) , 

dans  laquelle  a  est  une  quantité  réelle  arbitraire^  a  au 
plus  autant  de  racines  réelles  que  V équation  f  [x)  =  o. 

Ce  théorème,  qui  n'est  que  la  question  777  généralisée, 
doune  une  sorte  de  contre -partie  du  théorème  I. 

Première  démonstration .  —  On  a  évidemment 

Y[x)':~-f{x)-'r-ar[x); 
d  ou 

(3)  f{x]=.¥{x)-ar{x). 

S\f[x)  an  racines  réelles,  je  dis  que  F  [x)  n'eu  a  pas 
plus  de  n.  Car  autrement  F  [x)  —  aF'(x)  en  aurait  plus 
de  /i,  d'après  le  théorème  I.  Or  cette  expression  étant 
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l)iéciséiuc'nl  égaie  à  J  (x),  en  veilu  de  l'égalilé  (3),  relie 
hypolhèse  esl  impossible. 

Deuxième  démonstration.  —  On  laisonne  comme  au 
ihéorème  I  sur  l'expression 


donl  la  dérivée  est 


/{^'    ,   /'(^     ,  ,    / 


m-t-i 


'■/{^)- 


•4.  Théorème  TII.  (Généralisation  du  ihéorèmel.)  — 
Soient 

(4)  /(^)  =  o 

une  équation  algébrique  donnée,  et 

(5)  <f  [Z)  -z^z  l  -r-  A^  Z  -r-  A-,  Z^  ^  .  .  .  -\-  kp  zP , 

une  équation  auxiliaire  en  z,  satisfaisant  à  cette  seule 
condition  que  toutes  ses  racines  soient  réelles.  Son  de- 
gré p  peut  être  quelconque  par  rapport  au  degré  m  de 
Inéquation  (4).  Je  dis  que  V équation 

(6)  ¥{:r)=.f{x)^Aj',x,^A,/"[x)^...-^ApfP{a:)  =  O, 

formée  à  Vaide  des  deux  précédentes ,  a  au  moins  autant 
de  racines  réelles  que  la  proposée 

/[X)--  G. 

Je  dis  que  le  ihéorème  est  vrai  dans  le  cas  où  l'équation 
auxiliaire  ©  [z)  =  o  est  de  degré  p,  pourvu  qu'il  soit  vrai 
lorsqu'on  prend  à  sa  place  l'équation  de  degré  p  —  i 

<p,  (z '  —  .-î-^  --  I  4-  A',  z  -H  A'  z' H-  ...  -f-  A'      zP-'  —  o, 


étant  une  des  racine.^  de  'j  [z)  -^  o. 


{  =^4  ) 

En  effet,  formons  l'expression 

(7)  F.  {x)  =f{x)  +  A'./'  (X)  +  a;/"  (:r)  +  .     .  -.-  k'^_J»- 

puis  celte  autre 

(8)  F,{a:)^'e,{x)-  k¥\{x'. 

Développée,  celle-ci  donne 

(    F,(x):-./(x)~A',   i/'(x)-,-A',    ;/"(^)-4-..    + 


/^ 


(9)  -M  -'^    i  -^ 

(  ^/(^)4^A,     /'(x)-r-A,    /"(x)-i-...+A^//'; 

car  il  est  facile  de  s'assurer  que 

1 ,     A',  —  / ,     A'^  —  /-,... ,      —  /■ 

sont  les  coefficients  successifs  de 

(p,(z)(l  —  X-Z)-    cp(2). 

Par  hypothèse,  Fj  (x)  a  au  moins  autant  de  racines 
réelles  que  f{oc).  Mais  k  étant  réel,  puisque  c{>  (z)  =  o 
n'a  que  des  racines  réelles,  l'équation  (8)  montre  que 
Fa  (x)  a  au  moins  autant  de  racines  réelles  que  Fi  {x). 
Donc — 

On  voit  donc  comment,  de  proche  en  proche,  on  est 
amené  à  démontrer  le  théorème  dans  le  cas  où  l'équation 
auxiliaire  est  du  premier  degré.  Mais  alors  l'énoncé  n'est 
autre  que  celui  du  théorème  I.  Donc... 

5.  Théorème  IV.  (Généralisation  (hi  théorème  II.)  — 
Soient 

(lo)  f{x):-^0 

une  équation  algébrique  donnée, 

(il)  (j,(z)  =  I -t- A,  :  H- AjZ'-l-.  .  .-t- A^z^— o 

une  équation  auxiliaire  en   z,  dont  toutes  les  racines 


(  ^5  ) 
sont  réelles,  mais  dont  le  degré  p  est  quelconque  par 
rapport  au  degré  m  de  f  [x)  --  o, 

(12)  •i(z) -- I -f-B,  z -t- Bjz^  — .  .  . 

le  polynôtne  obtenu  en  développant  le  quotient -, 

suivant  les  puissances  croissantes  de  z  :  je  dis  que  l'é- 
quation 

(13)  F(x)  =/(x;-t-  F,/'  ,x)  -h  R,/"[.r)  -f-...-^  B„/"'(X).-:  o, 

formée  à  Vaide  des  deux  précédentes,  a  au  plus  autant 
de  racines  réelles  que  la  proposée. 

Nous  avons  dit  que  ce  théorème  est  une  généralisation 
du  théorème  II.  En  effet,  dans  celui-ci  on  a 

■|  (z)  =  I   -r-  «z  -f-  «^  ~'  H-  .  .  .  . 

Ce  polynôme  est  le  quotient  de  1  par  1  —  oz. 

Démonstration    du   théorème.   —    Montrons    i'*  que 
l'équation 

(,4)F(x)^/(^)-+-S,/'(.r)-^S,/"(x)  +  ..    -S./"'(.r) 

a  au  plus  autant  de  racines  réelles  que  y  (.r)  =  0,  S„  étant 
le  polynôme  homogène  complet  de  p  variables  et  de  de- 
gré n,  formé  avec  les  inverses  des  racines  de  o  (2)  =  o, 
dans  lequel  tous  les  termes  distincts  ont  pour  coefficient 

l'unité.  En  un  mot,   si  on  appelle -5   ,-'••    les  racines 

'^  ^         n     b 

de  (b[z)  =^  o,  on  a 

S,:     2^' 
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Je  dis  que  la  proposition  est  vraie  dans  le  eas  où  l'é- 
quation auxiliaire  c&(z)=o  est  de  degré  p^  pourvu 
qu'elle  soit  vraie  lorsqu'on  prend  à  sa  place  l'équation  de 
degré  p  —  i . 


-j  étant  une  des  racines  de  o  (2)  =  o. 

En  effet,  S',,  S',-...  étant  déduites  de  (f,  (s)  comme  S,, 
Sa,  . .  le  sont  de  0(2),  formons  l'expression 


(i5)  F.  (x)  =/{a:)  -+-  S\/'{x)  -r-  S\J"{x) 

puis  cette  autre 

(16)  Y,{j:)=~¥,{:r)^AF',{x)-i-A^F'\(x- 

Développée,  celle-ci  donne 
F,  [x)  =f{x)  +  S',  I  /'  (X)  +  S',       /"{x 


)+...-^/5-f:(x). 

+  .  .  .  +  S',„        \  f" 
-h.  .  .-hkS^^_i  I 


=/w-i-s.  /'(x)-T-s,    /"(.r)-f-...^-sv;.w. 

Le  reste  du  raisonnement  est  tout  semblable  à  celui  du 
théorème  III. 

Maintenant  je  dis  2°  que  le  polynôme 


(•7) 


jj  (z)  r-3  I  H-  S,  z  -i-  Sj  Z- 


n'esl  autre  que  le  quotient  de  i  par  '^{z). 

Montrons  encore  que  si  la  proposition  esl  vraie  pour 


xa-i 


I  -t-  S',  z  -f-  S', 


(  '-7  ) 
par  rapport  à  a-,  (c),  il  en  est  de  même  dans  le  cas  actuel, 

I        I  I  I  S\  z 

\    <a{z)         'j|(z)(i  —  Xzj         I  —  Âz        \  —  fiz 

s',z^  s;zv  R,+, 


I  —  kz  I  —  kz        y,  (a)  (  I  —  kz ; 

<l  étant  un  nombre  quelconque,  indépendant  du  degré  p 
de  <p(^),  et  R^+i  un  reste  dont  le  terme  de  degré  le  moins 
élevé  renferme  z  à  une  puissance  au  moins  égale  à  ^H-i. 
Si  l'on  désigne  par  C  une  certaine  quantité  qui  ne  con- 
lienl  pas  r,  l'équation  (i8)  développée  donne 


»(z) 


=  1-1-8',    \  z  ■—  S'.,      1   z--.-  .  .  .  -r  S'^ 


I  —  kz 
/'S,     I         -     .  .  .  — A"S,^_i  i^y-t-i 

/•^         ■- ?(2) 


S|Z  —  SjZ-4-  .  .  ■  -+-  S„zî 


X-7 

Czî+'  R 


î+i 


I  —  kz        «p  (s) 


Si  l'on  développe  les  deux  dernières  tractions,  on 
trouve  que  tous  les  termes  du  développemejit  ont  z^"^^  en 
facteur  :  donc  elles  n'influent  pas  sur  les  coellicients  des  cj 

premiers  termes  de Donc  la  loi  est  vraie  pour  les  q 

premiers  termes.  Mais  q  est  quelconque.  Donc  — 

6.  Avant  de  continuer,  il  est  bon  de  faire  une  obser- 
vation sur  les  polynômes  (ii)  et  (12),  c'est-à-dire  sur  ç  (2) 
et  i|^  (z).  Arrêtons  ce  dernier  à  6^2'.  Si  l'on  forme  le  quo- 
tient - -■)  on  trouve  un  développement  dont  1  ensemble 

des  p  premiers  termes  est  9(2),  pourvu  que  q  ait  été 
pris  supérieur  ou  égal  à  p. 


(20)  TTT^'-? 


{     20    J 

En  effet,  R,,^!  ayant  le  même  sens  que  précédenimenf , 
nous  pouvons  poser 

d'où 

^[z)  <p(z; 

Donc,  si  l'on  pousse   le  quotient  — —  jusqu'au  terme 

en  zf,  on  retrouve  çp  {^).  On  peut  même  le  pousser  jus- 
qu'au terme  en  z^,  seulement  les  g  —  p  derniers  coeffi- 
cients seront  nuls.  A  partir  de  zf^\  des  termes  étrangers 
commenceraient  à  apparaître. 

Si  i/  a  été  pris  inférieur  à  ;?,  on  peut,  en  calculant  le 

quotient  -7-7— ?  retrouver  les  a  premieis  termes  de  9  (z). 

mais  au  delà  les  coefficients  peuvent  différer.  Cela  se  voit 
au  moyen  de  l'équation  (20). 

7.  Nous  avons  donné  pour  chacun  des  théorèmes  II 
et  III  une  démonstration  directe.  11  est  facile  de  montrer 
que  l'un  quelconque  est  la  conséquence  de  l'autre. 

Pour  cela  établissons  la  proposition  suivante  : 

8.  ^(x) ,  ^(z)i  ^(-z)  étant  des  polynômes  définis 
comme  dans  le  théorème  111,  avec  cette  seule  diffé- 
rence que  r équation  <^{^z)  =  o  nest  plus  assujettie  à 
aucune  condition,  si  Von  pose 

(21)  F(z)=i/{x) -f-A,/'(.r)-t-A,/"(x) -+-.,. -,-A„/™(xU 
on  a  inversement 

(22)  /(x)  :.-.  F(.r)  ^-  B,  F'(x)  -\-  B,  F"(.r)  -i-.  .  .  -u  B„  ^'^[x  ). 

Dans  l'expression  (21)  nous  avons  mis  eu  évidence  A,„, 
ce  qui  semblerait  indiquer  (jue  '^{z)  est  au  moins  de 
degré  m\  mais  c'est  uniquement  pour  introduire  plus  de 


(  ^9  ) 
symélrie  dans  les  calculs,  rien  nVnipèrliani  do  supposer 

que  A,„ ,  A„,_,  .  .  .  .  ,  sont  nuls. 

Démonstration.  —  De  l'égalité  (21)  nous  lirons  suc- 
cessivement 

F    [x]    ■=/[:r]-^Aj'{x)-r-A,/"[x)-^...-'~A„     /"(x), 

F'  (.r)         /'(.r)  ^A,/"{x)  -r-...  -f- A„_,/'"(xj, 

(23)   {  F"i.T,         /"(x)-^-...H-A™_,/'-(a:), 


¥'"{x)   --^ Z"*;-^). 

Considérons  ces  équations  comme  un  système  de  w  -i- 1 
équations  du  premier  degré  propres  à  donner  les  m  ->-  i 
inconnues 

/(x;,      /'{x),     /"{x),...,      /'"{x). 

Tirons  la  valeur  de  la  Tpremière  f  {x)  et  constatons  qu'elle 
est  identique  avec  celle  donnée  par  l'égalité  {22).  Pour  y 
arriver  proposons-nous  un  problème  plus  général. 

9.    On  demande  de  résoudre  le  système  suh'ant  de 
m  -f-  I  équations  à  m  -i-  i  inconnues  : 

i\_,Q  r^  Xd       A|  .r,  -T-  A 2  x-^  -j-  .  .  .  -f-  Au,  x„  , 

C,       = X,  +  A,  X.  -4-  ...  -f-  A„_,  x„  , 

/       f  \  /     ^î         — — "^î  ~^  ■   ■  •  ~^  Am — 2  •^m  » 

(  24  )  \ 


I     \jfn i .......    .....    ..     Xfj, I  "T"  Al         Xm  y 

Cot       ^^^^ •^m  • 

De  ce  système,  on  déduit  le  système  équivalent 

Xg        ^:rzz  Xd  Li(i  -|-  A,  Ci  -f-  A,  C;  -f-  .  .  .  -+-  f^m  ^m  y 
\    ,r,         r— /o  Cl   -I-  Xi  C:  -t-  .  .  .  -f-  Am— t  ^m  » 


(25 


Aq  C..  -f-  .  .      -(-  A„_2  Cm  ■, 


(X„,  _t  AoCct— 1  -i-  A|  Cm  , 
X,„      zrz: Ao  Cm- 

I.a  preniière  de  ces  équations  n'a  pas  besoin  d'être  éta- 


(  ^o  ) 
blie  ;  la  seconde  peut  l'être  ainsi.  On  peut  considérer  x\ 
comme  1  une  des  inconnues  du  système  de  m  équations 
obtenues  en  supprimant  la  première  du  système  (24). 
Or  ce  nouveau  système  peut  encore  se  déduire  de  l'ancien 
en  permutant  circulairement  les  indices  o,  i,  2,.  .  .  ni, 
dans  les  lettres  C  et  x,  et  remplaçant  Cq  par  o.  Or  cette 
permutation,  effectuée  dans  la  formule  qui  donne  Xq^ 
fournit  l'équation  cherchée. 

On  établit  de  la  même  manière  les  autres  relations. 

Il  s'agit  maintenant  de  donner  un  nioyen  simple  de 
calculer  /q,  A,,.  ,  .  X,„.  Les  expressions  de  ces  quantité^ 
en  fonction  de  Aj,  A2,  •  •  •  A,„  sont  compliquées.  Mais 
nous  allons  prouver  qu'elles  sont  égales  aux  coefficients 
i,Bo,  Bi,...  B,^de^{z). 

En  effet,  de  l'équation  (19)  nous  tirons 

(26)  I  —  Ry4.,=  a)(z)  .i!/(zi. 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  X,  prises  dans  les  deux  membres,  nous  aurons 

o  ."  B„  H-  A,  Bm..,  -\-  A2 B„,_2  H-  .  .  .  -t-  A,„     .  I , 

o  — - B„_,  +  A,  B„,_2  -J-    .  .  -J-  Am-i .  I , 

]  o  r—. B„,_..  -  - .  .  .  -;-  Am-2.  t , 


o  =-- B|  -f  A ,        I ,  ' 

\    I  H-- I . 

Si  nous  comparons  ce  système  au  système  (24)  et  que 
nous  appliquions  les  formules  (25),  nous  trouvons  im- 
médiatement, en  regardant  B,„,  B,„_i, .  .  .  B,,  i  comme  les 
inconnues, 


B„  =  ). 


m  » 


B,„_i ) 


m — 1 'm — 1  } 


B,  =   A 

I  -■=  >o 


Donc,  etc. 


(  ;^'  ) 

Avant  résolu  ainsi  le  système  {u4),  on  résout  l'acile- 
meni  le  sysiènie  (^3)  qui  n'en  est  qu'un  cas  particulier, 
el  l'on  trouve  Tégalilé  (21)  que  l'on  cherchait  à  établir. 

10.  Théorème  VI.  —  Béciproc/uenien/,  si  F(x)  est 
donne,  et  quef[x)  soit  défini  par  l'égalité  (22),  ¥{x) 
satisfait  à  l'égalité  (21). 

C'est  là  une  conséquence  du  théorème  précédent,  car 
on  a  vu  (n°  6)  que  1 ,  A, ,  A?. .  .  . ,  sont  les  coefficients  du 

développement  de  -r-rr' 

1 1 .  Ceci  posé,  il  devient  facile  de  montrer  que  le  théo- 
rème IV  est  une  conséquence  du  théorème  III.  Formons 
l'égalité  (21).  Par  hypothèse,  F [x)  a.  au  moins  autant  de 
racines  réelles  que/  (x).  Donc,  inversement,  y^(x)  en  a 
au  plus  autant  que  F  {x).  Mais,  d'après  l'égalité  (22), 

f{x)  est  précisément  égal  à  l'expression  qui  fait  l'objet 
du  théorème  IV.  Donc,  etc. 

On  démontre  de  la  même  manière  le  théorème  IV^  au 
moyen  du  théorème  III. 

12.  Les  calculs  précédents  donnent  lieu  à  quelques 
remarques  que  nous  indiquerons  rapidement. 

Remarque  1.  —  Les  équations  (2y)  nous  donnent 
sous  une  forme  très-symétrique  les  relations  qui  existent 
entre  les  coefficients  d'un  polynôme   ^ji{x)  et   ceux  du 

quotient  — — -  développé  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  X. 

Remarque  II.  - —  Tout  polynôme 

(p  (x)  =  f  +  A, .r  -f-  A2 a?=  H-  .  .  .    -+-  A,„x"' 

peut  être  mis  sous  fornio  de  déterminant  de  la  manière 


suivante  : 


{a8) 


rf{x) 


(    32    ) 


I 

B, 

B, 

B,.. 

.      B,„ 

.r 

I 

B, 

B,.. 

.      B„_, 

.r» 

o 

I 

B,.. 

.      B„_, 

a:» 

o 

o 

I   .  . 

Bm— .t 

X"-'. 

o 

o 

o  .  . 

.      B. 

x*" 

o 

o 

o  .  . 

I 

I,  Bi,  Bj, .  .  . ,  étant  les  coefficients  du  quotient 


?(^) 


En  effet,   remplaçons  les  A  par  des  B  dans  les  équa- 
tions (24),  et  posons 

Co-:::   I, 

C,       .r , 


les  formules  (25)  nous  donneront 

Xo^  l  -r-  A,  X  -!-  AjX^  -r 


<o{x] 


Or,  si  nous  étudions  directement  le  système  non  ré- 
solu, nous  voyons  que  le  dénominateur  de  Xo,  c'est-à-dire 
le  déterminant  du  système,  est  égal  à  l'unité-,  donc  Xq 
est  égal  simplement  à  son  numérateur.  C'est  un  détermi- 
nant qu'on  déduit  du  précédent  par  une  règle  connue. 
On  trouve  ainsi  l'écriture  {28). 

Remarque  III.  —  Le  dernier  calcul  du  n°  5  nous 
montre  les  relations  qui  existent  entre  les  racines  d'une 
équation  algébrique  quelconque  ^{x)  =  o,  et  les  coeffi- 
cients de  ^ ix)  = r •  Si  on  appelle  a.  h.  c.. . .  ces  ra- 


(  -^3  ) 

riiips.  Oïl  a 

Si  l'on  suppose  '•p  [x)  arrêté  au  degré  m,  et  qu'on 
appelle  a',  h',  c',.  .  .  ses  racines,  on  a,  à  cause  de  la  lé- 
ciprocité  qui  existe  entre  'fi^)  et  'l>{jc)^ 

Remarque  IV.  —  La  remarque  précédente  nous  ap- 
prend à  résoudre  le  système  suivant  de  m  équations  à  m 
inconnues,  dont  la  solution  directe  offrirait  des  difficultés: 

2  a'-t-^  (ib  =Aî, 

2«'  +  2^r2'i4-2«^c=A3, 


Les  inconnues  a,  ^,  c, .  .  .  sont  les  inverses  des  racines 
du  polynôme  obtenu  en  poussant  jusqu'au  degré  m  le 
quotient  de  l'unité  par 


I  -L- A,  X  -j-Aj-r'-f-  .  .  . 


\nn.  de  MuihpniiH.,  ■}"  scrip,  t.  W.  (.laiivicr  1867. ) 


(  M  ) 


SOLliriOXS  DE  OIESTIOXS 

rnoposÉES  u\%  les  koiyelles  AxmES. 
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^vlli^  5*  série,   loiuo  V,  pa^e  479); 

Par  m.   LAISA?vT, 

Offipipr  du  génie. 

Soient  ni  un  nombre  pair,  et  /  éqitalion 

\,.r'"  —  A  ,  ./'"-'  -h  A;  .r"-'  —  ...  —  A„,_,  .r  -f-  A,„  =-;  o  , 

OU  Ao,  A,,  Aj,...,  A,„  sont  des  nombres  positifs. 
Soient  H  le  plus  grand  des  rapports 

A,        A,        A5  A,,,_, 

Ao        A-,        A;  '  ,  A,„_., 

r/  /?  le  plus  petit  des  rapports 

A,        A,        A,;  A„ 

AT"  Â^'  AI'"""'   A„7r, ' 

r  équation  proposée  aura  toutes  ses  racines  comprises 
entre  H  et  h  si  ton  a  H  ^  /?,  et  toutes  ses  racines  imn- 
giiiaires  si  Ion  a  H  =  h  ou  <^h.  P. 

Je  réuni.s  les  termes  k^x'"  et  A,  a:'""'  en  mettant  Ao-f'""' 
en  fadeur  5  je  procède  d'une  façon  analogue  pour  tou.s  les 
autres  groupes  de  deux  ternies  consécutifs,  si  bien  ffue 
réqu;!tion  s'écrit 

A„,_,\ 

•  'm— 2/ 


(  35  ) 

Sous  celle  forme,  il  csi  évi(]eiii  cjuc  la  jjIus  grande  va- 

A     A 
leur  H  de  — ^î  — ^»  •  •  •  csl  une  limite  supérieure  des  racines 
Ao    A, 

de  l'tMjuulion,  puis([ue  toule  valeur  do  x  supérieure  à  H 

rend  le  premier  membre  positif. 

De  même  j'écris  l'équation  sous  celle  autre  furine  : 

A„  .r--  A,  .r— •■=  (r  —  ^2  j   _  A3  x"—  (^  —  ^*  )   —  •  •  • 

—  A,„_,     .r  —- r=:  o. 

\  A,„_,  / 

Toute  valeur  de  x  plus  petite  ({ue  la  plus  petite  des  va- 

A-,     A 
leurs  de —5  — >'--5  rend   le   premier  membre  positif. 

A|      A.1 

Donc  //  est  une  limite  inférieure  des  racines. 

Donc,  si  H^h,  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation 
seront  comprises  entre  ces  deux  valeurs,  si  H  <^  //,  il  n'v 
aura  pas  une  seule  racine  réelle;  et  si  H  =  A,  il  en 
sera  de  même,  car  le  résultat  de  la  substitution  de  II  ou 
de  h  dans  le  premier  membre  est  certainement  positif. 

Note.  —  Autres  solutions  de  MM.  Graindorje;  Bodemer,  professeur  au 
collège  de  Mulhouse;  Madiotti,  élève  de  M.  Genocchi;  Bessoii,  élève  du 
lycée  de  Besançon;  Touren,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Grenohle. 


Questio/i  781 

(voir  ;'  série,  l.  V,  p.  180)  ; 

Pap.    m.    LAISANT, 

Oflicior  de  génie. 

Enoncé  uectifié.  —  Soient  m  un  nombre  impair,  tt 
r  cqitalion 

A,  .r'"  —  A,  .r-^-'  -f-  A,  j  '--=  —  ...  -u  A,,,.. ,  X  —  \,„  —  o, 

o/V  Ao,  Aj  — ,  A„,  sont  des  nombres  j)ositiJs. 


(36) 
Soient  H  le  plus  ^rand  et  H'  le  plus  petit  des  rapports 


i\|  A;;  A5  Am 

Ao         Aj        A4  A„,_i 


Soit  h  le  plus  petit  des  rapports 


A. 

A. 

A.,., 

â: 

•,    •    •    • 

^              

K 

A/n_2 

r équation  n  a  aucune  racine  supérieure  à  H,  ni  infé- 
rieure à  H',  et  en  outre  elle  ne  peut  en  a^oir  quune 

seule  inférieure  à  -•  Il  en  résulte  que  5/  H  =  —  ou  <C  -■> 
2  22 

Véquntioti  n  aura  quune  racine  réelle. 

Pour  prouver  ce  que  j'avance,  j'écris  l'équation  ainsi  : 

-'  {.r '-\  -f- A^.r'"-^  f.r ^  ]  H- .  .  . 

V  A„/  V  aJ 

-i- A„,_ 


A„ 

Si  je  remplace  x  par  H  ou  une  valeur  plus  grande,  le 
premier  membre  sera  toujours  positif-,  par  H'  ou  nue  va- 
leur plus  petite,  il  sera  constamment  négatif  (les  valeurs 
positives  de  a:  sont  seules  en  question,  car  l'équation  n'a 
évidemment  pas  de  racine  négative).  Donc  toutes  les 
racines  sont  comprises  entre  H'  et  H. 

De  plus,  il  faut  montrer  qu'au-dessous  de  -  il  ne  peut 

y  avoir  qu'une  seule  racine.  Pour  cela  je  considère  Téqua- 
lion  dérivée 

/// Ag.r"— '—  [m  —  i)  A,  x"'""- -\-  [m  —  2)  Aj.r™-^ —  .  .  . 

—  2  A„,_,  :r  -+-  A„,_,  —  o. 

Pour  avoir  une  limite  inférieure  des  racines  de  cette 
é([uaUon,  il   siiDlt,  d'après  le  tliéorème  précédent  (ques- 


(3;  ) 
lion  780),  de  prendre  le  plus  petit  des  rapports 

m — 2    A,       /// — 4   ^<  '    ^m—\ 

ni  —  I    Al        m  —  3   A3  2  A„_j 

A  plus  forte  raison  pourrai-je  prendre  la  plus  petite 
des  quantités  suivantes  : 

1  A,        I    A,                 1  A,„_i 
_  __,      _,...,      — , 

2  A,        2  Aj  2  A„.-j 

pour  limite  inférieure.  Or  la  plus  petite  de  ces  ([nautiles 

est  évidemment  -  A.  Ainsi,  la  dérivée  n'a  pas  de  racine 

9.  *■ 

inférieure  à  -;  il  en  résulte  nécessairement  que  l'équa- 

2 

tion  proposée  n'en  a  pas  plus  d'une  au-dessous  de  celle 
valeui'. 

Cette  racine  inférieure  à  -  ne  peut  d'ailleurs  exister 

que  dans  le  cas  où  -  surpasse  H',  et  c'est  entre  ces  deux 
dernières  valeurs  qu'on  devra  la  rechercher  s  il  y  a  lieu. 


Ç)iiestion  788 

(Toir  2'  série,  I.  V,  p.  538); 

Pau  m.  GAYOU, 

Candidat  à  l'Ecole  Normale. 

jr, ,  j", ,  .rs ,  Xi,  ^5  désignant  les  racines,  prises  dans 
un  ordre  (jnelconque  ^  de  V équation 

.r'  -f-  px'  ~\-  qx^  -T-  rx  -t-  5  :=  o, 
on  a 

x\{.r^Xi->r  x^X-i-V-  x-^x^)-^  x\[x^Xy  -\-x^x^^  x^xC) 
-\-x\  {x^X■^-\-X■iX^-\-X^  X^)-{-x\  (Xjjr,  4- .r^.rj -t- JC^x,  ) 

4-  X \  (^3  .r,  -)-  .r,  .7-,  H-  j-,  x-,  )  ---  —  2  r. 
(1^.  Realcs.) 


(  38  ) 
Le  premier  membre  de  i'égalilé  ([ii'il  s'agit  de  démon- 
trer peut  se  mettre  sous  la  forme 

x,  .rj  .T-'i  (a-,  -i-  j-^  -t-  0:5  )  -f-  .r,  .rj  x-^  { a:,  -4-  .r_,  -+-  .1-5  ) 

-1-  ^"i  X-.  X;,  [X\   -!-  X ^  -\-  X~)  H-  X-i  X-i,  ^4  (  JTj  +  0:3  -I-  X4  ] 

H-  -T-j  .Ti  .rs  (.rj  -+-  ..--^  H-  ^•'^  j. 

Or,  dans  1  équation,  le  coefticient  de  x*  est  nul  ;  donc 

•r,  -I-  .rj  +  .rj  -!-  j-^  -1-  j-j  =  o, 

et,   pai-  suite,   on   peut  remplacer  la  somme  précédent<î 
par  la  suivante  : 

—  .r,  x^  .1-5  (.z-n  H-  X3)  —  X,  X.  X,,  [x-i  4-  x^,  )  —  a:,  x^  x^  (  .r,  H-  x^  ) 

—  ,/\  ^'3  .7-4  ^  .r,  H-  .7:j  )  —  x^Xi  x^  ^  .r,  +  x..,)^ 

En  elïbciuant  les  calculs,  et  réduisant  les  termes  sem- 
blables, on  obtient  ridenlité 

—  2  (  J"|  x,  .^-4  Xi  4-  .r,  .r.T  .V  4  ^i  +  .r,  ./'j  .rj  ,/:=,  ^ 

-+-  .r,  Xï  .rj  ^4  -\r  X2  .^3  .r^  X^)::^   —  2  /•. 

i\'o/p.  —  La  même  question  a  été  résolue,  à  peu  près  de  la  même  ma- 
nière, par  MM.  Laisant,  officier  du  génie;  J.  Palmade,  élève  du  lycée  Na- 
poléon; Louis  Mallet,  Alfred  Giard,  du  lycée  de  Douai;  Vaison,  du  lycée 
Saint-Louis;  A.Chauliac,  du  lycée  de  Bordeaux  ;  P>arnèdes,  du  lycée  Char- 
lemagne;  J.  Cliérot,  dn  lycée  INapoléon  ;  A.  Soudan  et  H.  Vivarez,  de 
Sainte-Barbe;  H.  Nouaux,  de  l'École  Sainte-Geneviève;  Anncquin,  du 
lycée  de. Grenoble.  M.  J.  Fretz,  élève  de  l'Ecole  Polytcchniiiue  de  Zurich, 
donne  une  proj'riété  analogue  pour  une  équation  d'un  degré  quelconque, 
mais  l'énoncé  en  est  trof)  lon<j  pour  pouvoir  trouver  place  ici. 


Question  789 

(  voir  2°  série,  l.  V,  p.  oi'S  )  ; 

P.Mi  M.   H.   NOUAUX, 

l'.li've  de  l'Ecole  Sainte-Geneviève  'ci.-issc  dn  P.  Joubert). 

O/i  donne  une  jJdiahole  et  un  cercle  ayui/tl  pour  cc/i- 
Ire  le  soniniei  de.  In  juindwle.   Cduujne  point  de   la  ]ui- 


(  3y  ) 
I  aboie  étant  pris  contrtic  pôle,  un  irncc  la  polaire  cor- 
respondante. Dclerrniner  Vcnvcloppc  de  celle  droite. 

(Laisaat.) 

Je  priMiils  pour  axe  des  ordonnées  la  tangente  au  som- 
met de  la  parabole,  et  pour  axe  des  abscissc-s  1  axe  de  lu 
parabole.  L'équation  de  la  polaire  d'un  point  (x,^  >i) 
sera 

Ce  [)oint  étant  sur  le  eercle,  ses  eooidonnécs  doivent 
vérilier  l'équation  du  eercle 5  donc 

Ap{)li([uant  la  méthode  générale  pour  trouver  1  enve- 
loppe d'une  droite,  je  considère  yi  comme  une  lonction 
deXi,  et  je  prends  les  dérivées  par  rapport  à  x^  des  équa- 
tions (1)  et  (2)  ;  on  a 

yj\  =/>» 

;■,  )',   -f-  .r,  z=  o. 

y    désignant  la  dérivée  de  >i  par  rapport  «'xj,  on  a 

>■,  =  -  ; 
y 

donc 

\3)  ;n,  +J.r,  =0, 

Pour  avoir  l'équation  de  la  courbe  enveloppe,  il  suffit 
d'éliminer  x,  et  >  ,  entre  les  équations  (1),  {2)  et  (3)i 
or,  les  équations  (1)  et  (3)  étant  du  premier  degié,  par 
rapport  à  Xj  et  j  ,,  on  en  conclut 

p.VY  p'.r 

'       P'  -^  >'"  '  /''H-  .>  -" 


(  4o) 

on  aura  donc 

p-'  x^y2  +  p^  J.1  —  p^2  (^,î  _|_  j:  Y^ 

ou,  supprimant  le  facteur  ;?'  4-,)  % 

hyperbole  ayant  pour  axe  transverse  le  diamètre  du  cer- 
cle, et  dont  l'autre  axe  est  le  double  du  paramètre  de  la 
parabole. 

Note.  —  Solutions  analogues  de  MM.  Soudan  et  Vivarez,  de  Sainte- 
Barbe;  Pellet,  du  lycée  de  ÎNînies;  Chérot,  du  lycée  Napoléon;  Chauliac, 
du  lycée  de  Bordeaux;  A.  Violet,  du  collège  de  Sorrcze;  E.  Martinolli,  du 
collège  Cliaptal;  Sandier,  du  lycée  de  Lyon;  Watteau,  de  l'École  Cen- 
trale; Vaison,  du  lycée  Napoléon;  Giard,  du  lycée  de  Douai;  Gayou,  du 
lycée  de  Poitiers;  Alfred  Jalouzet,  du  lycée  Louis-le- Grand;  Baer, 
Houbre,  du  lycée  de  Strasbourg;  Carriage,  du  lycée  de  Besançon;  Grain- 
dorge.  M.  Martinolli  généralise  la  question  en  considérant  un  cercle  dont 
le  centre  est  sur  une  conique  quelconque.  M.  Annequin  prend  aussi  une 
conique  quelconque,  le  centre  étant  au  sommet.  M.  Paul  Capin,  maître 
d'études  au  lycée  de  Toulouse,  trouve  une  propriété  analogue  pour  le 
paraboloïde  et  la  sphère. 


Démonstration  géométrique  et  généralisation 
de  la  même  question^ 

Par  m.  a.  DE  GROSSOUVRE, 

Elève  du  collège  Stanislas  (classe  de  M.  Gros). 

Le  lieu  cherché  est  la  polaire  réciproque  du  cercle 
par  rapport  à  la  parabole  ;  or,  la  polaire  réciproque 
d'une  courbe  du  second  degré  est  une  courbe  du  second 
degré  ^  le  lieu  cherché  est  donc  une  courbe  du  second 
degré. 

Pour  déleruiincr  cette  courbe,   je  remarque   que   ki. 


(4.  ) 

tangentes  du  cercle  ont  pour  pôles  les  points  où  l'enve- 
loppe touche  les  polaires  des  points  de  contact. 

Si  l'on  prend  les  tangentes  (A)  au  cercle  parallèles  à 
l'axe  de  la  parabole,  les  pôles  de  ces  tangentes  sont  situés 
à  l'infini  sur  les  tangentes  (B)  à  la  parabole  aux  points 
ou  cette  courbe  est  rencontrée  par  les  droites  (A).  Le 
lieu  est  donc  une  hyperbole.  Pour  avoir  ses  asymptotes, 
je  considérerai  ces  droites  comme  les  tangentes  aux  points 
situés  à  l'infini.  Ces  asymptotes  sont  donc  les  polaires 
des  points  où  les  tangentes  (A)  louchent  le  cercle,  c'est- 
à-dire  deux  droites  passant  par  le  point  O  et  parallèles 
aux  droites  (B).  Par  conséquent,  les  asymptotes  sont  per- 
pendiculaires aux  droites  (C)  qui  joignent  le  foyer  aux 
points  où  la  directrice  de  la  parabole  est  rencontrée  par 
les  droites  (A)  ;  par  suite,  l'angle  des  asymptotes  avec 
l'axe  est  complémentaire  de  l'angle  des  droites  (C)  avec 
l'axe,  de  sorte  que  si  p  et  R  représentent  le  paramètre  de 
la  parabole  et  le  rayon  du  cercle,  la  tangente  de  1  angle 

des  asymptotes  avec  l'axe  est  égale  à  -  • 

L'axe  de  la  parabole  est  évidemment  un  axe  de  l'hy- 
perbole 5  je  dis,  de  plus,  que  les  points  M  et  N,  où  le 
(  ercle  rencontre  l'axe,  sont  les  sommets  de  l'hyperbole. 
En  effet,  d'après  une  propriété  connue  de  la  parabole^  le 
point  M  étant  situé  sur  l'axe  a  pour  polaire  une  droite 
perpendiculaire  à  Taxe,  et  rencontrant  cet  axe  en  un 
point  symétrique  du  point  M,  par  rapport  au  sommet  de 
ist  parabole-,  donc  ce  point  nest  autre  chose  que  le 
point  N.  Donc  les  points  M  et  JN  sont  les  sommets  de 
l'hyperbole. 

Dans  le  cas  où  le  paramètre  de  la  parabole  est  égal  au 
rayon  du  cercle,  l'hyperbole  est  équilatère. 

Considérons  d'une  manière  générale  un  cercle  situé 
dans  le  plan  de  la  parabole  5  la  polaire  réciproque  de  ce 


{  4-^  ) 

cercle,  par  rapport  à  la  parabole,  est  une  hyperbole;  eu 
efFet,  les  tangentes  (A)  au  cercle,  parallèles  à  l'axe,  ont 
pour  pôles  des  points  situés  à  l'infini  sur  les  tangentes  (B) 
à  la  parabole,  aux  points  où  cette  coxirbe  est  rencontrée 
par  les  droites  (A),  et  les  directions  des  tangentes  (B) 
sont  les  directions  asymptotiques. 

En  second  lieu,  déterminons  le  centre  de  l'hyperbole  : 
ce  point  est  le  point  d'intersection  des  asymptotes,  c'est- 
à-dire  le  point  d'intersection  des  polaires  des  points  de 
contact  du  cercle  avec  les  tangentes  (A)  5  par  suite,  ce 
centre  est  le  pôle  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  con- 
tact des  tangentes  (A)  avec  le  cercle  :  cette  droite  étant 
perpendiculaire  à  l'axe,  son  pôle  se  trouve  sur  l'axe 5 
donc,  quel  que  soit  le  cercle  considéré,  l'hyperbole  cor- 
respondante a  son  centre  sur  l'axe  de  la  parabole,  et  si 
Ton  considère  différents  cercles  ayant  leurs  centres  sur 
une  môme  perpendiculaire  à  l'axe,  les  bypeiboles  cor- 
respondantes ont  le  même  centre. 

Tous  les  cercles  précédents  passent  par  les  points  cii- 
culaires  de  l'infini  5  donc  tontes  les  hyperboles  sont  tan- 
gentes à  un  système  de  deux  droites  imaginaires  parallèles 
à  l'axe  de  la  parabole  5  les  points  où  ces  droites  coupeni 
le  cercle  ont  pour  polaires  des  droites  imaginaires  conju- 
guées tangentes  à  l'hyperbole  et  passant  par  les  points 
circulaires  de  l'infini;  ces  droites,  par  leurs  intersec- 
tions, déterminent  donc  les  foyers  de  l'hyperbole. 

]Nous  avons  vu  que  les  directions  des  tangentes  (B) 
sont  les  directions  asvmptoliqucs-,  si  l'on  suppose  que  le 
centre  du  cercle  se  déplace  sur  un  diamètre  de  la  parabole, 
sou  rayon  demeurant  constant,  les  directions  des  asymp- 
totes des  diverses  hyperboles  que  l'on  obtiendia  en  pre- 
nant les  polaires  réciproques  de  ces  cercles  seront  con- 
stamment les  mêmes,  et,  de  plus,  toutes  ces  hyperboles 
seront  égales  ;   car,   si   l'on  déplace  le  centre  du  cercle 


(  A^>  j 

d'une  ciTtainf  longueur,  tous  ses  poinls  dciriionl  {V"> 
droites  paiallèles  et  égales,  elles  polaires  de  ces  poinl.s 
se  déplaf-eioiit  en  sens  Gontraire  de  la  mêine  longueur. 

!Sote.  —  AI.  lîarnède  donne  aussi  une  solution  [jcométrique  par  la  llicu- 
«ie  des  polaires  réciproques;  .M\l.  Niébylowski  et  Lepaye,  à  laide  de  l- 
uiémc  théorie,  (jéiiéralisenl  la  (jiiestion. 


COKUESPOMIANCE. 


1.  Asns  des  Hé d acteurs.  —  M^ous  prions  nos  Collabo- 
rateurs de  vouloir  Lien  se  conformer  aux  indications  sui- 
vantes :  i"  écrire  lisiblement  et  correctement;  2"  dis- 
poser les  calculs  avec  ordre  *,  3"^  donner  leur  nom,  leur 
qualité  et  leur  adresse,  même  lorsqu'ils  veulent  garder  " 
ranonymc  devant  le  public;  4°  mettre  chaque  article  sur 
une  feuille  séparée,  pour  que  nous  puissions  réunir  les 
articles  émanés  de  divers  Correspondants  et  relatifs  au 
inème  objet-,  5°  placer  en  tête  de  cliaque  question  réso- 
lue le  numéro  de  la  question,  le  ren\oi  à  la  page  où  elle 
a  été  proposée,  le  nom  de  rameur  de  la  solution  et 
l'énoncé  de  la  question. 

En  adoptant  ces  simples  mesures,  nos  Correspondants 
facilitei'oiit  notre  travail,  bieu  plus  considérable  qu'ils 
ne  pensent.  JNous  recevons  quelquefois  des  articles  si 
remplis  d'abréviations,  d'incorreciions,  de  ratures,  qu  il 
nous  faudrait  les  recopier  en  eiitiei^,  si  nous  voulions  en 
laire  usage.  Il  n'est  pas  raisonnable  de  nous  imposer  une 
telle  fatigue. 

l2.  M.  Mention,  prvj'esseur  à  Paris.  —  «  La  méthode 
inditpéepar  M.  Roger  Alexandre,  pour  résoudre  l'équa- 
tion du  quatrième  degré,  esl  répandtu-  depuis  longtemps. 
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\oilà  plus  de  six  ans  que  je  la  donne  aux  élèves  de  di- 
vers établissements  -,  elle  était  même  sur  mes  feuilles  d'in- 
terrogation à  Sainte-Barbe  et  à  Sainte-Geneviève. 

»  Je  n'ai  point,  contre  mon  habitude,  nommé  l'auteur 
de  cette  méthode,  parce  que  je  ne  la  tenais  de  personne. 

))  Au  surplus,  j'en  parlerai  avec  quelque  dévelop- 
pement dans  l'ouvrage  qui  m'occupe  maintenant,  un 
volume  de  Mélanges.  » 


FACILTE  DES  SCIENCES  DE  PARIS. 

LICENCE    ES    SCIENCES    MATUÉM ATIQU ES  . 


Session  de  juillet  1866.^ 


i"^*"  Question.  —  Trouver  une  courbe  plane  telle,  cjue 
la  projection  de  son  rayon  de  courbure  sur  une  droite 
fixe  située  dans  son  plan  ait  une  longueur  constante. 

2^  Question. — Trouver  dans  un  plan  vertical  la  courbe 
sur  laquelle  doit  être  assujetti  à  se  mouvoir  ini  point  pe- 
sant partant  d'un  point  donné,  avec  une  vitesse  initiale 
donnée  en  grandeur  et  en  direction,  pour  que  la  pression 
du  mobile  sur  cette  courbe  soit  à  la  composante  normale 

de  son  poids  dans  le  rapport  constant  — 

A  est  positif  ou  négatif  suivant  que  la  pression  et  la 
composante  normale  du  point  sont  dirigées  dans  le  même 
sens  ou  en  sens  contraire. 

Ou  examinera  particulièrement  les  cas  suivants  : 

/(  =1  o,      /•  =  -f-  I  ,      X  =:  H-  2,      /  r=  4-  3,      /  =  —  I . 
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CONCOIRS  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SIPERIEIRE 

(ANNÉE  1866). 


Composition  de  Mathématiques . 

Dans  une  ellipse  donnée,  on  inscrit  un  parallélo- 
gramme ayant  pour  diagonales  deux  diamètres  conjugués 
quelconques  AA',  BB'. 

Aux  sommets  de  ce  parallélogramme,  on  mène  les 
normales  à  l'ellipe  ;  ces  normales  forment  un  second  pa- 
rallélogramme MNM'jN'. 

1**  Démontrer  que  les  diagonales  de  chacun  des  deux 
parallélogrammes  ABA'B',  MjNM'lN'  sont  respectivement 
perpendiculaires  aux  côtés  de  l'autre. 

2°  Trouver  le  lieu  des  sommets  du  parallélogramme 
MjNiM'jN',  quand  on  fait  varier  les  diamètres  conjugués. 

3°  Trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  la  dia- 
gonale jNN'  et  de  la  tangente  en  M  au  lieu  précédent. 


COXCOIRS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  POLYTECUNIQIE 
(ANNÉE  1866). 


Composition  de  Mathématiques . 
Étant  données  une  parabole 

et  une  hyperbole  équilatère 

xy  zz=  m''. 


(46) 
ayant  pour  asymptotes   Taxe  et  la  tangente  au  sommet 
de  la  parabole,  on  propose  : 

i*^  De  former  l'équation  ayant  pour  racines  les  ab- 
scisses ou  les  ordonnées  des  pieds  des  normales  com- 
munes aux  deux  courbes; 

2°  De  déduire  de  cette  équation  que  le  nombre  des 
normales  communes  réelles  est  au  moins  im  et  au  plus 
irois; 

3°  De  démontrer  que  lorsque  ;;/>*  est  ^  a  m*,  il  n'y  a 
qu'une  normale  commune  réelle. 

Composition  de  GéoniéLiie  descriptive. 

On  donne  une  sphère  pleine;  on  la  coupe  par  un  cône. 
On  enlève  de  la  sphère  la  partie  c[ui  est  dans  l'intérieur 
du  cône.  On  demande  de  représenter  par  ses  projections 
la  sphère  solide  dans  laquelle  on  a  pratiqué  ainsi  une 
entaille  conique.  Le  centre  de  la  sphère  est  projeté  en 
(0\  O).  Les  points  O'  et  O  sont  à  loo  millimètres  de  la 
ligne  de  terre.  Le  rayon  de  la  sphère  a  go  millimètres 
de  longueur.  La  surface  conique  de  l'entaille  est  engen- 
drée par  la  droite  A'B'  qui  tourne  autour  de  l'axe  EF. 
Ces  deux  droites  sont  dans  le  plan  mené  par  le  centre  de 
la  sphère  parallèlement  au  plan  vertical  de  projection. 
Pour  les  déterminer,  on  donne  les  dimensions  suivantes: 

0A  =  6o""" 
OB  =  3o 
O'D'  =  3o 

o'(r  =  4r> 

iV.  B.  —  Prendre  pour  ligne  de  terre  une  droite  pa- 
rallèle aux  petits  côtés  ch>  la  i'euille  de  dessin  et  à  égale 
distance  de  ces  côtés. 


(  47  ) 
Ctt  Icu  l  tri  go  n  o  inrfrif/uc . 
Ktaiit  ilduiiés,  dans  un  triangle  ABC,  les  rôtt's,  sa\oii  : 

m 
r/  =  12418,78 

b  =  28381  ,  I  7 

c  =34218,9'; 

irouvor  les  trois  angles. 

Lavis  à  ï  encre  de  CJnne. 

Faire  le  lavis  à  l'encre  de  Chine  d'une  surface  cylin- 
drique de  10  centimètres  de  diamètre  sur  i5  centimètres 
de  hauteur.  Ce  cylindre  devra  se  détacher  sur  un  fond 
formé  d'une  teinte  plate  grise;  il  reposera  sur  un  socle 
dont  la  surface  plane  sera  indiquée  par  une  teinte  plate 
dune  très-faihle  intensité. 

Le  modelé  de  cette  surface  cylindrique  pourra  être 
lait  à  teintes  fondues  ou  adoucies,  ou  bien  à  teintes 
plates  superposées. 

On  admettra  que  le  rayon  de  lumière  a  pour  projec- 
tions horizontale  et  verticale  des  lignes  inclinées  à  45  de- 
grés sur  la  ligne  de  terre.  Le  cadre  limitant  le  dessin  aura 
24  centimètres  de  haut  sur  18  centimètres  de  large. 

Composition  française. 

L'éloquence  et  la  poésie  élèvent  des  monuments  plus 
durables  que  ceux  des  sculpteurs  et  des  peintres.  Nous 
avons  encore  les  poëmes  d'Homère,  de  ^i^gile,  les  dis- 
cours de  Démoslhènes,  de  Cicéron.  Où  sont  les  statues 
d'Achille,  d'Ulysse?  Quels  monuments  rappellent  les 
triomphes  de  Philippe  et  d'Alexandre? Où  est  le  tombeau 
de  MarcellusP 

Développer  cette  pensée. 


(48) 

QUESTIONS. 

791.  Si  £(9)  désigne  la  partie  entière  du  nombre^; 
Pli  Pi->  />'3,...  la  suitedesnombrespremiers  2,  3,  5,  7,... -, 
S,  „la  somme  des  produits  jkj  des  n  nombres  i,  2,  3,...,«  ; 
Fjo  [x)  un  polynôme  du  degré  œ  et  à  coeffieients  entiers, 

on  aura 

{n  +  i)n{n  —  \)...[n—j+i) 

^/>  = a — IT^ *^-'  ^"^ 

l'exposant  <^  d'un  nombre  quelconque  p  étant  donné  par 
la  formule 

j 


2 


E 


(Sylvester.) 

792.  Quand  on  change  deux  cercles  en  deux  autres 
cercles,  au  moyen  de  la  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciproques,  le  rapportdu  carré  de  la  tangente  com- 
mune au  rectangle  des  diamètres  est  le  même  dans  la 
figure  primitive  et  dans  la  figure  transformée. 

(J.  Casey)  (*). 

793.  Déterminer  dans  un  plan  deux  systèmes  de  neuf 
points  conjugués 

h,,    b,,...,   bs,    b^, 

jouissant  de  la  propriété  qu'étaul  pris  au  hasard  deux 
couples  de  points  correspondants  a.  et  ^,,  Oj  et  ^y,  il 
existe  toujours  un  autre  couple  de  points  correspondants 
r/i  et  &A  et  un  seul  tel,  que  les  deux  triangles  OinjOi,  et 
&,  fe,  è^  soient  semblables.  (Laguerue.) 

(')   Thr  fducalional  Times. 
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RELi\TIO^  EKTRË  LES  RAYO\S  DE  COIRBLRE  MM  COURBE 
ET  DE  SA  POLAIRE  RÉCIPUOQIE  (*); 

Pah  m.  chemin, 

Elève  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Je  dirai  que  deux  points  sont  correspondants,  quand 
l'un  sera  le  point  de  coniact  de  la  polaire  de  l'autre  avec 
son  enveloppe. 

Je  prendrai  toujours  un  cercle  pour  courbe  auxiliaire 
de  transformation. 

Soient  M  un  point  de  la  première  courbe,   M'  /'  la 

FiG.     I. 


^M) 


0 

droite  qui  lui  correspond  dans  la  transformation.  On  a, 
entre  les  points  M  et  M',  la  relation 

OM.OM'  =  a=, 
a  étant  le  rayon  du  cercle  de  transformation.  A  chaque 


(")  Voir,  sur  le  même  sujet,  un  Mémoire  de  M.  Mannheim  inséré  dans 
le  Joui  liai  de  5Ï.  LiouviUe,  2*  série,  t.  XI  (iSGfi),  p.  ig^,  intitulé  :  Trans- 
formation par  polaires  rêcipro</ucs  des  propriétés  relatives  aux  rayons  de 
courbure.  1». 

Ann,  de  Maihémai.,  a®  série,  l.  VI.  ^Février  1667).  ^ 


(  5o  ) 
point  lel  que  M  répondra  un  point  M',  et  le  lieu  géomé- 
trique de  tous  ces  points  sera  }a  transformée  par  rayons 
vecteurs  réciproques  de  la  courbe  lieu  des  points  M.  Sup- 
posons, pour  un  moment,  que  nous  ayons  déterminé  cette 
transformée;  alors  nous  pouvons  facilement  voir  que  la 
courbe  polaire  réciproque  de  la  courbe  (IM)  pourra  être 
engendrée  de  la  manière  suivante  :  ce  sera  l'enveloppe  du 
côté  M'/'  d'un  angle  droit,  se  mouvant  de  manière  que 
l'un  de  ses  côtés  passe  constamment  au  point  O,  centre 
du  cercle  de  transformation,  tandis  que  son  sommet  se 
meut  sur  la  courbe  (M').  La  considération  du  centre  in- 
stantané de  rotation  nous  donne  immédiatement  le  point 
de  contact.  Pour  cela,  menons  en  M'  la  normale  à  la 
courbe  (M'),  en  O  la  perpendiculaire  à  OM',  et  de  leur 
point  de  rencontre  c  abaissons  la  perpendiculaire  ci-,  le 
point  t  est  le  point  de  contact  de  M'/'  avec  son  enveloppe. 
Les  deux  points  /  et  M  sont  deux  points  correspondants, 
d'après  la  définition  donnée  plus  haut.  Notre  but  est  de 
déterminer  la  relation  qui  existe  entre  les  rayons  de  cour- 
bure des  deux  courbes  en  ces  points,  relation  qui  s'ex- 
prime, ainsi  qu'on  va  le  voir,  par  une  formule  d'une 
remarquable  simplicité. 

Dans  le  cours  de  cette  recherche,  nous  représenterons 
constamment  par  : 

V  l'angle  formé  par  la  tangente  et  le  prolongement  du 
rayon  vecteur,  cet  angle  étant  compté  dans  le  sens  des 
angles  croissants; 

n  la  normale  polaire  ; 

p  le  rayon  de  courbure; 

fis  l'élément  de  courbe; 

dQ  l'angle  de  contingence; 

r/w  l'élément  d'angle  polaiie. 

Chacune  des  quantités  aura  l'indice  (i)  quand  elle  se 
raj)poriera  à  la  c(mrbe  Al',   l'indice  (2)  pour  la  courbe 


(  5i  ) 
lieu  des  points  t-^  quant  à  la  couibc  M,  les  cpianlités  qui 
en  dépendent  ne  seront  affectées  d'aucun  indice. 

Nous   ferons   ronstamment   usage   des   formules    sui- 
vantes : 

(1)  dQ -.  da -+- df, 

(2)  ds  r=:  ndm  =^  pdO, 

(3)  t'-t-c,  =^ni; 

leur  démonstration  étant  connue,  nous  nous  dispensons 
de  la  rapporter. 

Soient,  sur  la  courbe  (M'),  m  et  m'  deux  positions  in- 

FlG.    2. 


finiment  voisines  du  sommet  de  l'angle  droit  dont  on  a 
parlé  plus  haut;  soient  (x  et  [j.'  les  points  de  contact  avec 
leur  enveloppe  des  deux  côtés  correspondants  ///fz,  '«'p'? 

soient  a  l'angle  |uOm,  «i  l'angle  ^'Ç)m\  nous  avons 
immédiatement 


Mais 
Or 


f/w,  =z  (/w;      d'où      ^/wj  =:  a,  —  a.  -\-  do). 
a  = V, ,      a,  = (  (',  -f-  d(\  )  ; 


(  52  ) 
donc 

(4)  d(ùi  =  d(ù  —  dv,. 

L'inspection  de  la^^.  2  montre  immédiatement  que 

msm'  :=  dd-i  =  doi. 
Maintenant  cherchons  «2  :  c'est  la  lougueur  comprise 

FiG.  3. 


entre  le  point  jjx   et  la  perpendiculaire  00  à   Of/.    Le 
triangle  rectangle  [kOB  donne 

Otx  =  p.9  X  pc^>     on  hien     «,  =  «, .  r; 
d'où 

(5)  n,^"l 

De  la  formule  (2)  nous  déduisons 


duii 
dF, 


Toutes  les  quantités  qui  entrent  dans  le  second  membre 
de  cette  relation  sont  connues  j  nous  avons  donc 

/  /»>  ^t         doi  —  di', 


pi=  —  X 


(  53  ) 
Mais  de  la  lornmlc  (3)  nous  lirons 

dv  -+-  dv^  =z  o, 

et  portant  dans  (6) 


Mais 


n,         dcù  -h  d(f        n,        dO 

p,=  -  X  — -. —  =  -  X  -— 

r,  «w  r,         dut 


riO         fi         ,  n,     n 

— -  =  -  5      donc     p,  =  —  •  — 
du         p  '"i     P 


Or  on  a  facilement 


n  I 

■  ?      — 


r,         sini*!         r         siDP 
Substituant  et  remarquant  que  ri'i  =  «s,  nous  arrivons  à 

p-2  =:  — : >     ou  bien     oo,  sin^  t>  =  a^. 

p  sm'  i> 

D'où  ce  théorème  remarquable  : 

Théorème.  —  Le  produit  des  rayons  de  courbure  aux 

points  correspondants  de  deux  courbes  polaires  réci- 
proques l'une  de  l'autre,  multiplié  par  le  cube  du  sinus 
de  l'angle  formé  par  la  tangente  avec  le  prolongement 
du  rayon  vecteur  (angle  compté  comme  on  l'a  dit  plus 
haut),  est  égal  au  carré  du  rayon  du  cercle  de  transfor- 
mation. 

.Cette  relation  est  réciproque  :  on  voit  facilement  que 
langlc  v^  en  ^  est  égal  à  l'angle  p-i,  et  comme  \^^-\-v=-cs^ 
il  en  résuite  que 

ij -1- 1^  =  o     ou     siiu',  =  sin<'. 

En  pailant  du  point  u  tt  en  déduisant  par  polarilc  réci- 


(  54  ) 
proquc  !e  point  M,  on  obtiendrait  la  lelaiioii 

p■JO^  sin^Cj  =  a% 

ou,  d'après  ce  qu  on  vient  de  dire, 

pp,  sin'  V  =  a'. 

On  pourrait  arriver  à  cette  relation  d'une  manière 
moins  directe,  mais  presque  aussi  simple,  en  procédant 
comme  il    suit.   Soit  ma   la    droite   qui    correspond  au 

FiG.   4. 


point  M  de  la  courbe  donnée;  menons  la  tangente  MA, 
nous  obtiendrons  le  point  de  contact  de  ma^  en  prenant 
son  intersection  avec  la  perpendiculaire  OA  abaissée  du 
point  O  sur  MA.  Or  on  a,  par  les  triangles  semblables, 


Om.OM  =  Oa.OA. 


Me 


Om.OM. 


2^-     donc     Or/.OA=:rt'. 


Donc  la  courbe  polaiie  réciproque  par  rapport  à  un  cercle 
d'une  courbe  donnée  est  la  transformée  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  de  la  podaire  de  cette  même  courbe  par 
rapport  au  centre  du  ci-rcle  de  transformation. 

A  propos  de  la  démonstration  de  la  formide  qui  lie  les 
rayons  de  courbure  aux  points  correspondants  de  deux 


(  ^5  ) 

courbes  réciproques, 

f  i)  1 =  2,  (jNicolaidks 


j'ai  énoncé  [Nouvelles  Annales,  t.  V,  a'' série,  p.  170) 
une  formule  analogue  pour  les  courbes  podaiics 


(-) 

I 

0, 
r 

_  Î-. 
rn 

Celle 

forniule 

se 

ramène 

aisément 

à 

i 

2 

P? 

. 

— 

9 

P' 

r 

T'' 

p  étant  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
l'origine  sur  la  tangente  à  la  couibe  donnée.  Ces  deux 
formules  vont  nous  résoudre  la  question.  Entre  les  rayons 
de  courbure  p  et  p,  en  M  et  A,  nous  avons 

L  —  -—^. 

^,  r  r^ 

Mais 

l>         .                          120  sin  i> 
—  =  sine;      donc      —  =:  — ^ — 

r  P'  '■  '■■ 

La  formule  (i)  donne 


n,         n-. 

1 

=  1. 

P'         P^ 

Mais 

/?,  =  Art,  =  MO  =1^:  r, 

d'après  les  propriétés  des  podaires^  donc 
//,        /•.  ùsinc 

(3)  _  =  _..=^.^_r-._. 

p.  p.  r 

Mais  «2=  (^^2^  et  des  triangles  semblables  Oiiui.  0/7.;*/, 


on  déduit 


Or 


56  ) 

~  Ôm' 


O  m  ,  Ow 

Oa  = ;     d  ou     «2  =:  — 

sine  sin^f 


Et,  puisque  OM.O/?/  =  «*, 


Om  =  — : 

r 


d'où 


(4)  „,=  _,  et      ^ 


rsiu'f  Pj        pjTSin^c 


Donc 


! 2  =  o 

p.      p. 


donne,  en  substituant, 

p  sirif  /ï- 


/•  pjrsin'c 

ou  bien,  en  divisant  par  /■  et  chassant  le  dénominaleur, 

ppj  sin^  ('  =:  u^. 

C,     Q.    F.    D. 

Appliquons  à  un  cas  qui  puisse  fournir  une  ^é^iflca- 
tion.  Une  conique  étant  donnée,  si  on  la  transforme  au 
moyen  d'un  cercle  ayant  son  centre  au  foyer,  on  obtient 
un  cercle;  donc 

pj  ir:  COtlSt.; 

par  suite, 

0  sin'  f  =r  const. ,     mais     sin  v  =  cos  ', 

i  étant  Tanglc  formé  par  la  normale  cl  le  rayon  vecteur 


(5-  ) 
issu  du  foyer 5  donc 

p  cos'  /  =:  const., 

propriélé  connue  des  coniques.  Cette  même  formule  per- 
mettrait de  montrer  que  la  polaire  réciproque  d'une  spi- 
rale logarithmifjue  est  une  courbe  du  même  genre. 

On  pourrait  tin  déduire  beaucoup  d'autres  conséquences 
que  je  développerai  peut-être  plus  tard. 


PROPRIÉTÉS  DU  QUADRILATÈRE  CIRCONSCRIPTIRLE 
A  DEUX  CERCLES; 

Par  m.  Georges  DOSTOR. 


\.  Le  quadrilatère  circonscriptible  à  deux  cercles  est 
un  trapèze  étoile,  qui  est  inscriptible  dans  le  cercle  con- 
struit sur  la  distance  des  centres  comme  diamètre. 

Soient  O,  O'  les  centres  des  deux  ceicles,  B,  R'  leurs 
rayons,  et  D  la  dislance  des  centres. 

Représentons  par  a  chaque  côté  transversal  du  quadri- 
latère, tangent  intérieurement  aux  deux  cercles,  et  par  h 
chaque  côté  tangent  extérieurement  à  ces  cercles;  dési- 
gnons de  plus  par  x,  j  les  deux  diagonales  du  quadrila- 
tère :  elles  sont  perpendiculaires  à  la  ligne  des  centres  et 
interceptent  sur  celle  ligne  un  segment  que  nous  appel- 
lerons (l. 

Indiquons  enfin  par  2a,  2(5  les  angles  compris  entre 
les  côtés  opposés  du  quadiilalère,  exprimés  les  uns  par  a 
et  les  autres  par  h. 

2,  Nous  avons  de  suite 

( I  )  .d  =  a  cosa  ^^  b  cos  ^, 

(II)  Dsina  =  R4    R',      Dsin^-R— R'. 


(  58) 
La  relation  (I)  exprime  que  : 

Les  côtés  du  quadrilatère  circonscriptible  à  deux 
cercles  sont  inversement  proportionnels  aux  cosinus  de 
leurs  inclinaisons  sur  la  ligne  des  centres. 

Et  les  égalités  (II)  donnent 

^  RR' 

(i)  sin-  a  —  sin=  (3  =  cos'  p  —  cos=  a  =r  ^  -^ — 

3.  Le  point  de  toncours  I  des  deux  tangentes  inté- 
rieures et  celui  E  des  deux  tangentes  extérieures  divisent 
la  distance  des  centres  00':=:  D  en  parties  harmoniques 
dans  le  rapport  de  R  à  R';  si  donc  des  points  1,  E  nous 
abaissons  les  perpendiculaires  /?,  g  sur  les  tangentes  qui 
n'y  passent  point,  et  que  nous  appelions  P,  Q  les  pieds 
de  ces  perpendiculaires,  les  points  P,  E,  situés  sur  b, 
diviseront  harmoniquement,  dans  le  même  rapport,  l'in- 
tervalle Dcos[3  compris  entre  les  points  de  contact  du 
côté  b'^  et  les  points  I,  Q  partageront  harmoniquement, 
dans  le  même  rapport  de  R  à  R',  la  distance  Dcosa  qui 
sépare  les  points  de  contact  du  côté  a.  D'après  cela,  il  est 
aisé  de  voir  qu'on  a  la  proportion 


R 

d'où  l'on  tire 

2RR' 

_   2RR' 
D  sina 

On  trouverait  de  même 

(IV)                    .,  -   '^-^' 

2RR' 

^'^^                            ^"-R-R' 

~  D  sin  fi 

i.   Désignons  par  a'  et  a"  les  deux  segments  (juc  déter- 
ruiiie  le  point  I  sur  le  côlé  «;  la  perpendinilaiie  />  lorme 


(  ^y  ) 

avec    Ifs   deux   tangentes   intérieures    et   le  tôle  h  deux 
triangles  rectangles  qui  donnent 

p  ^=  a'  sin  (a  —  [i)  =  a"  sin  (a  -f-  p  ) , 

d'où  l'on  déduit 

o'  H-  n"  sin  fa  -f-  p)  -h  sin(a  —  fi)  2  sina  cosS 

p  sin  (a -T- f5;  sin  (x  —  p)  sin^a  —  sin- [i 

ou,  en  ayant  égard  à  (i)  et  (III), 

2cosSXPsina  ^        2RR'  D' 

sin- a  —  sui-p  '  D  ^'E^'^ 

On  a  done 

(V)  a  =  Dcos^,     b  =  Dcosrx. 

Ainsi,  dans  le  quadrilatère  circonscriptihle  à  deux 
cercles,  chaque  côté  est  é^al  à  la  distance  des  centres 
projetée  sur  l'autre  côté  (côté  adjacent). 

Ou  encore  : 

Chaque  côté  est  égal  à  la  distance  qui  sépare  les 
points  de  contact  situés  sur  l'autre  côté. 

5.  Dans  les  expressions  (V),  mettons  à  la  place  de 
cos/3,  cosa  leurs  valeui's  tiiées  des  équations  (II)>  et 
élevons  au  carré,  nous  trouvons  pour  les  carrés  des  côtés 

(  «'  — iD^-R  — R')(D^- R'— R), 

(VI)  ^  '^  ' 

I   ^>'  =  (D  -f-  R  -!-  R')  (D  -  R  —  R'). 

G.  Les  égalités  (I)  et  (V)  donnent  les  relations  remar- 
quables 

(VII)  r/=--Dcosacosp, 

(VIII)  flb=:Bd, 

dont  la  dernière  exprime  (jue  : 


(  6o) 
1°  Le  produit  des  côtés  du  qundnlatère  circonscrip- 
tihle  à  deux  cercles  est  égal  à  la  distance  des  centres 
multipliée  par  la  distance  des  diagonales  ; 

2°  Le  produit  des  deux  tangentes,  l'une  intérieure  et 
Vautre  extérieure,  est  égal  à  la  distance  des  centres 
niultipliée  par  la  distance  des  cordes  qui  joignent  les 
points  de  concours  des  tangentes. 

7.  Par  l'égalité  (VIII),  on  a  de  suite 


:ix)  d 


_  (Dm-R-4-R')(D-+-R— R')(D-+-R'— R)(D— R— R') 


D' 


8.  Passons  aux  diagonales.  Le  quadrilatère  considéré 
comme  convexe  étant  inscriptible,  nous  avons 

d'où 

(X)  xy=:a^—bK 

Donc  le  produit  des  diagonales  est  égal  à  la  diJJ'é- 
rence  des  carrés  des  côtés  adjacents . 

9.  Les  relations  (VI)  donnent 

«=  —  Z»=  =  D-  —  ( R  —  R'  )^  —  D'  -4-  ( R  +  R'  )'  =  4 RR' , 
de  sorte  que 

(XI)  xj  =  4RR', 
c'est-à-dire  que  : 

Le  produit  des  diagonales  est  égal  au  produit  des 
diamètres  des  deux  cercles. 

40.  Par  les  deux  extrémités  de  la  droite  qui  joint  les 
points  de  concours  des  tangentes  dans  le  cercle  0',  menons 
des  parallèles  à  la  ligne  dos  centres  jusqu'à  la  rciiconlre 


(  «I  ) 

de  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  tangentes 
dans  le  cercle  O;  nous  formons  deux  triangles  rectangles 
qui  donnent 

(2)  x-hj  =  2rt  sina,     x  —  j^  =  2Ôsinp, 

d'où  l'on  tire 

I   x  =  fl  sina -+- ^  sinfl, 

(7=:«sina — ésinp, 

et,  en  ayant  égard  aux  valeurs  (II)  et  (VI), 
R-4-R'  r, 


;xii) 


^       ^       V/(D  +  R  +  R')(D-R-R'); 

telles  sont  les  valeurs  des  deux  diagonales. 

11.  Si  nous  introduisons  les  valeurs  (VI)  dans  les  éga- 
lités (2),  nous  obtenons 

(  j: -f- r  =  aDsinacosS, 

(4)  ^ 

I  X  —  j  =  2Dsinpcosa, 
qui  donnent 

(XIII)  jr  =  Dsin(a-+- (i),     j  =  Dsin(a  — p); 
d'où 

(XIV)  Jj_sin(a^j3) 

et  par  suite, 

(XV) 

■^  ~       siD(a-+-  [i; 


D 

R 

— 

R' 

D 

R 

-i- 

R' 

D 

R' 

R 

V(D-+-R- 

R'j(D-l-R' 

-R) 

V/(D-+-R-+- 

R')(D- 

-R- 

-R'), 

V'(D  +  R- 

R')(D 

-+-R' 

-R) 

y 

sin  ( 

a  — 

P)' 

4RR' 

sin 

aH- 

P) 

sin 

l^- 

-P) 

4RR' 

sin 

(a- 

P) 

(XVI 


(  62  ) 
12.  Des  relations  (4)  on  lire  encore 
a;  -]-  Y        tanga 


X  —  j        tang  p 

qui  démontre  que  : 

Dans  tout  quadrilatère  circonscriptible  à  deux  cer- 
cles, la  somme  des  deux  diagonales  est  à  leur  différence 
comme  la  tangente  du  demi-angle  des  côtés  intérieurs 
est  à  la  tangente  du  demi-angle  des  côtés  extérieurs. 

13.  Les  mêmes  relations  (4)  donnent  aussi 

x^  —  j  '  =  4  D^  ces  a  cos  ^  X  iin  a  sin  ^  :=  4 1^  '^  sin  a  sin  p. 

Or  par  (II)  on  a 

4R=  —  4R'=  =  4D'  sina  sin  p; 

il  vient  donc,  en  divisant, 

.r' —  r'  cl 


(XVII] 


4R2— 4R'^     b 


Ainsi  la  différence  des  carrés  des  diagonales  est  à  la 
différence  des  carrés  des  diamètres  comme  la  distance 
des  diagonales  est  à  la  distance  des  centres. 

14.  Élevons  au  carré  la  seconde  des  égalités  (4),  nous 
obtenons 

x'^-  -\-  y"^  =^  ixy  +  4D'  sin-  p  cos- a. 

Substituons  les  valeurs  fournies  par  (XI)  et  (II)  et  nous 
trouvons,  pour  la  somme  des  carrés  des  diagonales, 

(XVIII)  x^-^j2=:4R'(D^+R"— R')-f-4R'^(P=+R'-R"); 
d'où,  en  vertu  de  (XI), 

(XIX)  ^!±-i:  ^  ?_  (D^-hR"-  R')  +  ^  (D=-i-  R--  R"^). 

xy  R  R 


{  ^>3  ) 
NOTE  SIR  IN  PIIOBLEHE  DA\ALYSE  I\nÉrERMI\ÉE5 

Par  m.   E.   CATALAN. 


Extrait  des  Alli  dell'  Accadcmia  de''  Nuovi  Lincvi. 

Problème.  —  Trouver  plusieurs  cubes  entiers^  consé- 
cutifs, dont  la  somme  soit  un  carré  (*). 

I. 

A  cause  de  la  relation 

l3  4_  2^  4-  33  -4-.  .  ._|_ 

on  a 


"'=['^] 


x^-\-  [x  +  if  -\-  .  .  . -\-  [x  -\-  y  —  I 

8 


=  ^(2^+j-i)[4a-^'+4(j-i)j:  +  2j(j-i)]; 


ou,  en  représentant  par  s  la  somme  des  y  cubes,  et  en 
posant 

(1)  2.x  -\-  y  —  I  :=  Z, 

(2)  i6a' =  ?./::  (  j' -H  2^  —  i). 


(*)  Cette  question  m'a  été  suggérée  par  la  lecture  d'un  beau  Mémoire 
de  M.  Angelo  Genocchi  {Note  sur  </uclques  sommations  de  cubes).  Bien  que 
ce  savant  géomètre  y  donne  les  solutions  rationnelles  de  l'équation  g'enc- 
rale 

a:'  +  (x-t-r)'-t-(jr-i-2;-)'-f-.  .  .-»-(j:  -t-n/-  —  /•)'  =^-, 

il  m'a  semblé  intéressant  de  chercher  les  solutions  entières  de  l'équation 
particulière 

x'-(-(xH-  i)'-)-..  ,-i-(x-hn  —  iy—x-. 


(  64) 
D'après  Tégalité  (i),  j  et  z  sont  de  parités  différentes. 
Par  suite,   "ijz  et  y^  -f-  s"  —  i   sont  divisibles  par  4- 
Donc  s  sera  un  carré  si  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (2)  est  un  carré. 
Soient 

(3)  2jz  =  a,  j^-h  3=4-1  =p,  y  +  z^zzl,  z—y  =  ^,  s  —  t\ 
nous  aurons 

(4)  ap=l6/%      a^^-^\—l\      p  _  a -f- 1  =  p'. 

Ainsi  la  question  se  réduit  à  trousser  deux  multiples  de  4, 
a,  (3,  tels,  que  aj3,  aH-j3-}-i,  |3  —  a-+-i  soient  des 
carrés . 

IL 

L'élimination  de  (3,  entre  la  première  et  la  troisième 
des  équations  (4),  conduit  à 

(5)  64;=4-(pt^— l)'=:{2a-Ffz'  — I)^ 

Les  solutions  entières  de  cette  équation  sont  données  par 
les  deux  systèmes  de  formules 

(6)  3a-f-p.^ — I=:m2_|_,,2^       pî — izzz  u} —  ('%       ^t^=:UV, 
(6')       2x-hfJl' — Iz=tt2-|-P%       p,' — I=r2«t^,  8?=  m' —  P'; 

d'où  l'on  lire,  soit 

(7)  ^^  =  ''%     P'  =  < 
soit 

(7')  2a  =  (M—  f)=,        2fi  =  (M-hl')^ 

Ainsi,  a,  P  o«  /ei<r5  doubles  sont  des  carrés. 

m. 

Les  équations  (7)  équivalent  à 

(  8  )  2 JZ  =  P%     j2  -i-  z^  —  I  =  «'. 


(  «;"5  ) 

Soil  Y=  -  z,  -  ('-lanl  int'Jucliblc;  du  (Irduil  de  là 
7        '/ 

(9)  y  =  P'h     ^~-(i'h 

y  étant  un  nombre  entier.  De  plus,  j  et  z  étant  de  jui- 
rités  dijjérentes,  il  en  est  d(!  même  pour  p  et  q  ;  en 
outre,  y  est  impair.  Enfin,  à  cause  de  ijz  =  i^^,  "ipq  est 
un  cairé^  ce  qui  prouve  que  des  deux  nombres  />,  /y, 
Vun  est  un  carré  et  Vautre  le  douhlc  d\in  carré. 

Au  moyen  des  valeurs  (9),  la  seconde  éqnation  (8) 
devient 

(10)  {p-'--{-q')f—u'z=\. 

Dans  chaque  cas  particulier,  l'équation  (10)  fera  con- 
naître les  valeurs  de  y  et  de  u.  On  aura  ensuite 


IV. 

Si  l'on  répète  sur  les  formules  (7)  des  calculs  ana- 
logues aux  précédents,  on  trouve 

(8')      4jzr^(«  — •')',      2(7-^+z'— l)=  («  +  P)=  =  4«'', 
{9')  Y=in^     2  — r/7, 

(10')  (/^=  +  r/')7=  — 2«'-=:i, 


,'\ 


[q  — />)  7  +  1  7'm'2 

\H'/    y  —  p'i^    -^^ — — ^ '    ^=y^7-j~, 

celte  fois,  />  ef  q  sont  des  carrés,  Vun  pair,  Vautre  im- 
pair [*). 


(*)  11  ne  m'a  pas  été  possible  tic  trouver  une  solution  dcl'équalion  f  lo'). 
Pourrait-on  doniontrer  qu'elle  n'en  admet  aucuneP 

Aim.  de  Mnilii'iiuii.,  1'-'  série.  I.  VI     (Février  18(17.)  5 


{66) 

\ .  —  Applications. 

1°  p  ^::i  8,  q  =:  g.  L'équatioii  (lo)  devient 

1457^  —  «'  =  1. 

Elle  est  vérifiée  par  y  =:  i ,  «  =  12-,  d'où  x  =  i .  En  lais- 
sant de  côté  cette  solution  connue,  on  en  trouve  une  in- 
finité au  moyen  de  la  relation 

M  +  7  s/ 145  =  (12  +  \/r45)'"'^'. 

Par  exemple,  ;«  =  i  donne 

«  =  6948,     7  =  577; 
puis 

y  =  ^616,     .r  =  28g,     >y  :=  (3.577. 6948)^ 


Ainsi 

289'  -)-  290^  -+-...-(-  4904"*  =  (3.577.  ^948  T- 

2"  p  =  2,  rj  =  25.  L'équation  (10)  est 

6297^ — «'=!. 

Les  valeurs  les  plus  simples  sont 

7=:3i3,     «  =  7850  (*); 
d'où 

7  =  626,     a:=36oo,     .ï  ^=  (5.313.3925)-. 

On  a  donc 

3600=4-  36oi3  +  .  .  .^  422.5^  ~^( 5. 3 13.3925)=" 

3°  Si  dans  la  relation 

M  4-  7  ^629  =:  (7850  +  3i3  y/629 j'""^', 


(*)  La  Table  X  de  Legendre  (  Théorie  des  nombres,  t.  I^"")  renferme  une 
faute  typographique  :  an  lieu  de  iSSo,  on  doit  lire  jSSo. 


{^7  ) 
on  suppose  «  — =  i ,  on  liouvc 

Il  -=.  7850'+  3.785o.3i3'.G2()  ^  785o(785o'-i-  S.'iiS'.G^.p), 
7=  3.785o'.3i3  H-3i3'.629    :3i3(3.785o'-f-  313^629;. 

Or 

7850    -61622500,     313^  =  97969, 
3. 3 1 3'.  629  =  184867503,     313^.629  =  61 622501; 

donc 

H  =:  7850(61622500  H-  184867503)  =  7850.246490003 
=  1934946523550, 

7  =  3l3  (184867500  -+-  61622501)  =:  313.246490001 

=^  77i5i37o3i3. 

Si  ces  valeurs  sont  exactes,  on  doit  avoir 

629.77151370313^  —  1934946523550'^  :=  1. 

En  effet, 

77i5i37o3i3  -; 5952331941 173657717969, 
629.77151370313-  :^  3744018048998230704602501, 
1934946523550-  --  3744018048998230704602500, 

Des  valeurs  précédentes  de  y  et  de  m,  on  tire 

23'y  -f-  I 
j   ^^-2.'^   =  [54302740626,  X  =^ =:  887240758600, 

X  -i- J  —  l  =.   1041543499225; 

1  —  I  =3  (967473261 775.77151 37031 3)-. 


S  -- 

Ainsi 


88724o7586o(/  h-  887240758601  ■  -:-...-(-  1 04 1 54 349^^.25' 
'-^  (967473261775.77151370313)'. 
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SIR  LES  COURBES  DU  TROISIÈME  ORDRE; 

Par  m.  a.  SARTIAUX, 

Élève  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Deux  courbes  du  troisième  ordre  ont,  comme  on  sait, 
neuf  points  communs;  ces  neuf  points  ne  sont  pas  dis- 
tincts, c'est-à-dire  qu'il  faut  un  dixième  point  pour  dé- 
terminer les  courbes  passant  par  ces  points.  Cela  ressort 
de  l'équation  générale  53  +  X/3  =0  des  courbes  du  troi- 
sième ordre  passant  par  l'intersection  des  courbes  ^3=0 
et  /g  =  o. 

Cela  posé,  considérons  les  intersections  d'une  courbe 
du  troisième  ordre  par  un  triangle,  et  les  courbes  du 
même  ordre  passant  par  les  points  communs.  Supposons 
trois  des  points,  chacun  étant  pris  sur  un  côlé  du  triangle, 
en  ligne  droite,  et  forçons  les  courbes  passant  par  ces  neuf 
points  à  passer  par  un  quatrième  point  situé  sur  la  ligne 
droite  qui  en  contient  déjà  trois*,  ce  qui  est  toujours  pos- 
sible d'après  ce  qui  a  été  rappelé  plus  haut  II  est  évident 
alors  que  la  courbe  du  troisième  ordre  se  décompose  eu 
une  droite  et  une  conique,  c'est-à-dire  que  les  six  points 
restants  sont  sur  une  conique.  Donc  : 

1°  Si  par  trois  points  en  ligne  droite  d'une  courbe  du 
troisième  ordre  on  fait  passer  trois  droites,  les  six  autres 
points  d'intersection  sont  sur  une  conique. 

Comme  sur  une  tangente  d'inflexion  il  y  a  trois  points 
de  la  courbe  en  ligne  droite,  nous  voyons  ([ue  : 

2°  Si  par  un  point  d'inllexion  d'une  courbe  du  troi- 
sième ordre  on  mène  trois  sécantes,  les  six  points  d'in-^ 
tersection  sont  sur  une  coni((ue. 


(  6.9  ) 

Supposons  cnlin  que  les  trois  droites  (oïncidciit,  cl 
nous  arrivons  à  cette  conclusion  : 

;^"  Si  Ton  mène  par  un  point  d'inflexion  d'une  courbe 
du  troisième  ordre  une  sécante,  on  peut  mener  une  co- 
nique ayant  aux  deux  points  d'intersection  un  contact  du 
deuxième  ordre  avec  la  courbe. 

Si  donc  nous  voulons  avoir  le  nombre  des  coniques  qui 
ayant  en  un  point  donné  d'une  courbe  du  troisième  ordre 
un  contact  du  second  ordre,  ont  aussi  en  un  autre  point 
un  contact  du  second  ordre,  il  suffit  de  remarquer  qu'il  y 
a  autant  de  ces  coniques  que  de  droites  joignant  le  point 
donné  aux  points  d'inflexion  de  la  courbe.  Or  une  courbe 
du  troisième  ordre  a  en  général  neuf  ipouils  d'inflexion^ 
on  a  donc  ce  tbéorème  : 

I.  Parmi  les  coniques  qui  ont  avec  une  courbe  du 
troisième  ordre  uti  contact  du  second  ordre  en  un  point 
donné  de  cette  courbe,  il  y  en  a  en  général  neuf  qui  ont 
encore  avec  la  courbe  un  contact  du  second  ordre  en  un 
autre  point. 

Trois  de  ces  coniques  seulement  sont  réelles,  puisque 
trois  seulement  des  points  d'inflexion  sont  réels.  On  voit 
par  l'application  du  tbéorème  i°  : 

Q«e  les  points  de  contact  des  coniques  correspon- 
dantes à  trois  points  d^ inflexion  en  ligne  droite  sont  sur 
une  rnéme  conique  ayant  avec  la  courbe  un  contact  du 
second  ordre  au  point  dofiné. 

Il  suffit  pour  le  voir  de  faire  concourir  au  point  donné 
les  trois  sécantes  passant  par  les  points  d'inflexion  en 
ligne  droite.  Par  les  neuf  points  d'inflexion  passent, 
comme  on  sait,  douze  droites  sur  lesquelles  ces  points 
sont  distribués  par  groupes  de  trois.  Ainsi  les  neuf  points 
de  contact  des  neuf  conicjues  ayant  avec  la  courbe  deux 
contacts  du  second  ordie,  dont  1  un  en  un  point  donné, 


(  70  ) 
sont  distribués  sur  douze  coniques  ayant  entre  elles  et 
avec  la  courbe  un  contact  du  second  ordre  au  point 
donné.  Lorsque  la  courbe  du  troisième  ordre  a  un  point 
double,  le  nombre  des  points  d'inflexion  se  réduit  à  trois  ; 
on  n'a  plus  que  trois  coniques  qui  correspondent  aux 
points  d'inflexion.  Lorsque  la  courbe  a  un  point  de  re- 
broussement,  il  n'y  a  plus  qu'un  point  d'inflexion  et  par 
suite  une  conique.  C'est  le  théorème  I  énoncé  par  M.  de 
Jonquières  [Nouvelles  Annales,  2*^  série,  t.  IV,  p.  5o8)  (*). 

IL  Nous  avons  vu  que  si  de  trois  points  en  ligne  droite 
d'une  courbe  du  troisième  ordre  on  mène  trois  sécantes, 
les  six  points  d'intersection  sont  sur  une  conique.  Sup- 
posons, comme  application  de  ce  théorème,  que  des  trois 
points  dintersection  de  la  courbe  avec  une  tangente  on 
mène  trois  sécantes,  que  l'une  d'elles  soit  tangente  à  la 
courbe  en  un  point  et  que  les  deux  autres  sécantes  qui 
sont  confondues  passent  par  ce  point  de  contact,  la  co- 
nique passant  par  les  six  points  sera  une  conique  ayant 
avec  la  courbe  un  contact  du  troisième  ordre  en  un  point, 
du  premier  en  un  autre.  Donc  : 

III.  Si  d^un  point  d^iine  courbe  du  troisième  ordre  on 
mène  les  quatre  tangentes  distinctes  de  la  tangente  au 
point  donné,  on  peut  mener  trois  coniques  ayant  en  F  un 
des  points  de  contact  un  contact  du  troisième  ordre 
avec  la  courbe  et  qui  touchent  la  courbe  en  un  autre 
point. 

C'est  le  théorème  II  énoncé  à  l'endroit  cité.  Ce 
deuxième  point  de  contact  s  obtient  en  joignant  le  point 
de  contact  de  l'une  des  tangentes  aux  points  de  contact 
des  trois  autres  tangentes  et  prenant  le  troisième  point 


(")  On  ne  tient  pas  coniple,  en  énonçant  ces  rcsullats,  des  solutions 
singiilicrcs  qn'introduit  la  présence  soit  d'un  point  double  soit  d'un 
point  do  rebrousscmcnt. 


(  7'   ) 
d'inlerseclion  de  ces  sécantes  avec  la  courbe.  Comme  un 
point  double  diminue  la  classe  de  deux  unilés,  un  point 
de  rebroussemcnt  de  trois,  il  ne  reste  dans  ces  cas  qu'une 
de  ces  coniques  ou  aucune. 

Revenons  au  cas  général  et  considérons  les  points  de 
contact  des  coniques  ayant  un  contact  du  troisième 
ordre  avec  la  courbe  eu  l'un  des  points  de  contact  des 
quatre  tangentes  menées  d'un  point  O  de  la  courbe;  ces 
points  sont  par  groupes  de  deux  sur  des  droites  qui  con- 
courent au  point  O.  En  effet,  les  points  de  contact  des 
quatre  tangentes  sont  sur  la  conique  polaire  du  point  O, 
conique  tangente  en  O  à  la  courbe.  Si  l'on  prend  les  in- 
tersections avec  la  courbe  de  la  tangente  au  point  O,  de 
la  sécante  joignant  deux  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes et  de  celle  qui  joint  les  deux  autres,  les  trois  points 
d'intersection  sont  en  ligne  droite,  d'après  la  réciproque 
évidente  du  théorème  I.  Ce  résultat  ressortait  encore  du 
théorème  de  M.  Chasles  cité  au  bas  de  la  page  5o5,  en 
considérant  parmi  les  coniques  passant  par  les  quatre 
points  de  contact  des  tangentes  :  i°  la  conique  polaire; 
2"  les  coniques  composées  de  deux  dx'oites  joignant  deux 
à  deux  les  points  de  contact  des  tangentes.  On  peut  encore 
appliquer  le  théorème  1",  et  l'on  a  cet  énoncé  ; 

IV.  Supposons  que  d'un  point  O  d^une  courbe  du 
troisième  ordre  on  mené  les  quatre  tangentes  distinctes 
de  la  tangente  an  point  O.  On  peut,  en  chacun  des 
points  de  contact  de  ces  langenteSy  mener  une  conique 
ayant  en  ce  point  un  contact  du  quatrième  ordre  avec 
la  courbe i  ces  coniques  la  rencontrent  encore  en  un 
sixième  point.  Ces  points.,  joints  aux  points  de  contact 
correspondajits,  forment  quatre  droites  qui  passent  par 
le  point  où  la  tangente  au  point  O  rencontre  la  courbe 
du  troisième  ordre. 


(  7^  ) 
V.   On  peut  encore  lirei  clii  ihéorème  i"  la  conclusion 
connue  qui  sui  t  : 

Les  vingt-sept  points  de  contact  des  tangentes  me- 
nées des  points  d'inflexion  à  la  courbe  jouissent  de  cette 
propriété  qu\ine  conique  peut  j  avoir  avec  la  courbe  un 
contact  du  cinquième  ordre. 

Nota.  —  On  j)ouvait  encore  arriver  à  trouver  le 
nombre  des  coniques  ayant  avec  une  courbe  du  troisième 
ordre  deux  contacts  du  second  ordre  dont  l'un  en  un 
point  donné.  Il  suffit  de  rappeler  que  lorsqu'une  sécante 
rencontre  une  courbe  algébrique,  si  p  est  rayon  de  cour- 
bure en  un  des  points  d'intersection,  a  l'angle  de  la  sé- 
cante avec  la  normale,  on  a 

^^  p  COS^  a 

(IVIannheim.) 

Si  la  sécante  passe  par  un  point  d'inflexion  et  que  l'on 
imagine,  ce  qui  est  toujours  possible,  une  conique  os- 
culatrice  en  l'un  des  points  d'intersection  et  tangente  on 
l'autre,  cette  conique  sera,  d'après  la  relation,  osculatrice 
au  second  point.  On  tirera  les  mêmes  conclusions  que 
précédemment. 

On  peut  enfin  déduire  de  cette  étude  une  propriété  dos 
surfaces  du  troisième  ordre. 

Par  une  droite  donnée  on  mène  les  douze  plans  tan- 
gents à  une  surface  du  troisième  ordre,  il  existe  pour 
cbaque  point  de  contact  onze  surfaces  du  second  ordre 
osculatrices  en  ce  point  à  la  surface,  tangentes  en  un 
autre  et  toiles,  (pie  suivant  les  trois  droites  qui  joignent 
le  point  de  contact  aux  points  d'intersection  de  la  surface 
avec  la  droite  donnée,  les  deux  surfaces  ont  ini  contact  du 
troisième  ordre. 


(  73  ) 
J>es  seconds  points  où  les  surfacee  se  loneheni  s'ob- 
tiennent en  prenant  les  intersections  avec  la  surface  des 
droites  joignant  deux  points  de  contact  des  plans  tangents. 


SOLUTION  DE  QUESTIONS 
TROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  7o1 

(voir  2"  série,  t.  V,  p,  48); 

Par  î\I.   Armand  LEVY, 

Élève  du  lycée  de  Metz. 

La  surface  de  rèvolulion  engendrée  par  une  ellipse 
de  Cassini  tournant  autour  de  son  axe  non  focal  est 
coupée  par  un  plan  bilangent  suivant  deux  cercles. 

En  générai,  si  l'on  coupe  le  tore  par  un  plan  parallèle 
à  Vaxe  du  tore^  la  surface  engendrée  par  la  révolution 
de  la  section  plane  ainsi  obtenue  autour  de  son  axe 
(parallèle  à  celui  du  tore)  sera  coupée  par  un  plan 
bilangent  suivant  deux  cercles.  (Darboux.) 

L'ellipse  de  Cassini  est  une  courbe  du  quatrième  degré 
ayant  deux  points  doubles,  les  points  où  tous  les  cercles 
de  son  plan  rencontrent  la  droite  de  l'infini;  ces  deux 
points,  considérés  comme  symétriques  par  rapport  à  l'axe 
non  focal,  engendreront,  par  la  rotation  de  la  courbe,  un 
parallèle  double,  courbe  d'intersection  de  toutes  les 
sphères  avec  le  plan  do  l'infini.  La  section  du  tore  par  un 
plan  bitangcnl  a  quatre  points  doubles,  à  savoir  deux 
points  sur  le  cercle  de  l'infini  et  les  deux  points  de  tan- 
gonce;  par  ces  quatre  points  et  par  u?i  point  (juelconcjue 


(  74  ) 
(le  la  courbe  faisons  passer  une  conique  :  elle  coupe  la 
courbe  eu  un  point,  plus  en  quatre  points  doubles,  c'est- 
à-dire  en  neuf  points.  Or  une  conique  ne  peut  couper 
une  courbe  du  quatrième  degré  qu'en  huit  points,  à 
moins  d'en  faire  partie;  donc  la  conique  fait  partie  de  la 
section.  La  courbe  étant  du  quatrième  degré  contient 
encore  une  autre  conique  ayant  deux  points  sur  le  cercle 
de  l'infini.  La  section  est  donc  composée  de  deux  coniques 
rencontrant  la  droite  de  l'infini  aux  mêmes  points  que 
tous  les  cercles  du  plan,  c'est-à-dire  de  deux  cercles. 

Coupons  le  tore  par  un  plan  parallèle  à  son  axe,  la 
surface  engendrée  par  la  révolution  de  la  section  plane 
ainsi  obtenue  autour  de  son  axe  (parallèle  à  celui  du 
tore)  a  un  parallèle  doul)le  à  l'infini.  Par  la  même  dé- 
monstration que  la  précédente,  on  peut  faire  voir  que  la 
surface  ainsi  obtenue  est  coupée  par  un  plan  bitangent 
suivant  deux  cercles. 

Note.  —  Autres  solutions  de  MM.  Marques  Braga,  Viant,  élèves  de  l'École 
Polytechnique;  Renaud,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand. 


Question   763  ; 

Par  m.   Ferdinand  ROUX , 

Élève  du  lycée  de  Nîmes. 

Trouver  la  forme  générale  d'une  fo  tic  Lion  telle,  que 

(i)     <ï'(a;+j)o(-r  — j)  =  [(i,(x)  +  cp(j)][cp(x)  —^{y)]. 

(J.-Ch.  Dupain.) 
Si  l'on  différentie  cette  égalité  par  rapport  à  x,  il  vient 

7  (^  H-  j)  «p'  (-^  —  r  )  -t-  ?'  (^  +  r  )  ?  (^  —  j)  =  2<f  W  <p'  (•^•)- 

Différentiant  celle-ci  par  rapport  à  y,  on  a 

?  ('^  -^  j)  ?"  i-^—  y)  —  ?"  (•'•  H-  J)  ri-  (-r  —  7)  =  o; 


(  7^  ) 

tl  où 


/)       vi-^--i-/J 


=  const. 


Toute  fonction  qui  vérifie  Técjuation  (i)  est  donc  du 
nombre  de  celles  qui  ont  un  rapport  constant  avec  leurs 
dérivées  secondes. 

i**  Celles  pour  lestiuelles  ce  rapport  est  zéro  sont  de  la 

forme 

ïx  H-  w, 

puisque 

d'ailleurs  une  telle  fonction  vérifie  l'équation  (i)  si 
p.  =  o. 

2°  Si  u  et  ^  sont  deux  fonctions  qui  satisfassent  à  la 
condition 

lu  -+-  [i.v  la  vérifiera  évidemment;  ce  sera  donc  la  forme 
la  plus  générale  des  fonctions  qui  la  vérifient,  puisque 
cette  condition  ne  laisse  indéterminés  que  deux  coeffi- 
cients de  leurs  développements  en  séries,  à  savoir  cp  (o) 
et  (p'  (o). 

Or  on  connaît  deux  solutions  immédiates  e^*^,  e~^  ", 
donc 

Substituons  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  en  posant 
il  vient,  après  réduction, 


fj  p 


(  7«  ) 
ce  qui  ne  peut  se  réduiie  à  une  idenlilé  que  si  l'on  a 

ou     A  =  o     et     fji  =  o,  ou     1  =  —  p.  ; 

donc  la  forme  générale  qui  résout  le  problème  est 

Elle  se  décompose  en  deux  autres  :  pour  a  positif  =  m', 

pour  a  négatif  =  —  m^,  d'après  le  théorème  d'Euler, 

aX  \^ —  I  sinw.r. 

On  a  donc  les  trois  types 

/j:,     à  ((?'"*  —  '•'"'"*),     X  sin  wx. 

Noie. —  Cette  question,  qui  dépend  au  fond  de  l'intéjîralion  d'unecqua- 
tion  aux  différentielles  partielles,  a  été  résolue  en  outre  à  peu  près  de  la 
même  manière  par  MM.  ÎViébylowski,  élève  de  l'École  Normale;  Haag, 
ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées;  Bignon,  de  Lima.  M.  C.  Laduron,de 
Liège,  emploie  le  développement  en  série,  et  n'obtient  sous  forme  finie 
qu'une  solution  particulière. 


1  Question  778; 

Par    m.    G.-R.    MAFFIOTTI, 

Élève  de  M.  Genocchi,  à  Turin. 

Si  l'équation  J'  [x)  =:  o  a  toutes  ses  racines  réelles ,  il 
en  est  de  même  de  celle-ci 

af{x)  -H  bf  [x)  +  c/"  (x)  -K  .  .  .  =.  o, 

les  constantes  «7,  è,  c  étant  telles,  que  réquation 

n  -i-  ùz  -h  cz-  -h  ■  .  .  ^=  o 

n  ail  que  des  racines  réelles. 


(  77  ) 
On  sait  que  si  les  raeines  de  'f  [x)  =  o  sont  toutes 
réelles,  l'équation 

'f  {x)  —  <X-<f'  {x)  =  G 

n'aura  que  des  racines  réelles,  a  étant  une  quantité  réelle 
arbitraire.  J'applique  ce  théorème  à  l'équation /'(xt  -.-  o, 
en  donnant  à  a  la  valeur  Xj,  et  j'obtiens  l'équation 

/(.r)  —  ur,/'(jr)  =z=o, 

qui  aura  toutes  ses  racines  réelles 5  le  même  principe 
appliqué  à  cette  dernière  équation,  en  donnant  à  a  la 
valeur  x,,  donne  l'équation 


qui  aura  aussi  toutes  ses  racines  réelles.  On  obtient  avec 
le  même  procédé,  en  donnant  à  a  la  valeur  0:3,  l'équation 
à  racines  réelles 


/{x)  —  .r,    j  f'{x)  H-  x,x^ 

^3  ~i"'  -^-J  *^3 


/"(.T)-.r,.r,.r,/"'(x)  =  o, 


et  ainsi  de  suite.  La  loi  d'après  laquelle  se  forment  les 
coefficients  de/l^),/'  {x),f"  [x),...  dans  ces  équations 
et  dans  celles  qu'on  en  déduirait  en  appliquant  successive- 
vement  le  théorème  énoncé  ci-dessus  est  évidente.  Ces 
coefficients   sont  ceux  qu'aurait  une  équation  dont  les 

racines  seraient  x^,  Xa,  x\, De  sorte  que,  après  avoir 

appliqué  m  fois  le  théorème  [je  supposerai  que  m  est  le 
degré  de^'{x)],  j'arriverai  à  une  équation  de  la  forme 

/{x)—lx,/'{.T)-hlj:,x,.J"{j^)—...zhx,x,...x^/"'{x)=zo, 

et  cette  équation  aura  toutes  ses  racines  réelles.  Il  est 
clair  maintenant  ((ue  pour  rendre  cette  écjuation  iden- 


i  70  ; 

lique  avec  l'équation  (i)  il  suffil  que  les  quantités  arbi- 
traires Xi,  x,, x,„  soient  prises  égales  aux  réciproques 

des  m  racines  de  l'équation  (2).  Le  théorème  est  donc 
démontré. 


Question  779; 

Par   m.    G.-R.    MAFFIOTTI, 

Élève  de  M.  Genocchi,  à  Turin. 

Supposant  toujours  que  F  équation 
(l)  a  -f-  ôz  -t-  C3-  -f- .  .  .  =  o 

ait  toutes  ses  racines  réelles,  je  fais 

=  A +B3 -f-Cc'-f- 


rt  -t-  è~  -i-  cz-  -h 

cela  admis,  je  dis  que  si  l'équation  f{x)  =  o  a  toutes 
ses  racines  imaginaires,  il  en  est  de  même  de 

(2)  A/(.r)  -+-  B/'{x)  +  C/"  (a-^  -f-.  .  .  =  0. 

Si  f{oc)  =  o  a  toutes  ses  racines  imaginaires,  on  sait 
qu'il  en  est  de  même  de 

/(x)  +  a/'  {x)  -i-  a^/"  (x)  +  .  .  .  +  aV"  (^)  =  O 

(c'est  la  question  777). 

En  suivant  la  même  méthode  que  j  ai  suivie  dans  la 
question  précédente,  j'applique  à  l'équation  f  {x)  =  o  le 
théorème  susdit,  en  prenant  pour  a  la  valeur  j:,  ;  j'ap- 
plique ensuite  le  même  théorème  à  l'équation  résultante, 
en  prenant  pour  a  la  valeur  x^,  et  ainsi  de  suite.  Après  m 
de  ces  opérations  [m  étant  le  degré  de  f[x)^,  j'arriverai 
à  une  équation  qui  aura  toutes  les  racines  imaginaires,  et 


(  79  ) 
qui  sera  de  la  forme 

.3.       i  /W  -f-  s,/'  (-r)  -f-  [S  (^,  x,)  +  S,]/"  (xi 

^^        i  -^[S(x,.r,.r,)-4-S(x>,)+S,l/"'(x)-4-...=:o, 

OÙ    Sp  — x'I -^  .  .  ■  -T~  x','„^   et   S(j:,  x,),    S(xjjr2,r3), 

S(j:Jj:2)...  sont  les  fonctions  symétriques  à  deux, 
trois,.  .  .  lettres  de  0:1,  x^, .  . .,  x,„. 

On  démontrerait  simplement  cette  formule,  si  cela 
était  nécessaire,  en  faisant  voir  qu'elle  est  vraie  pour 
n -f- I  facteurs,  si  elle  est  vraie  pour  n-^  cela  suffirait, 
puisqu'elle  est  vérifiée  pour  n  ^^  i,  2, 

Voyons  maintenant  s'il  est  possible  de  trouver  ])our  OTi, 
Xz,.  .  .,  x„i  des  valeurs  réelles  telles,  que  les  coefficients 
de  l'équation  (3)  soient  identiques  avec  les  coefficients  de 
1  équation  (2). 

Si  Zi,  Zoy..,  z„,  sont  les  m  racines  de  l'équation  (i), 
on  aura  par  hypothèse 

I 

A  +  Bz-f-Cc--h  .... 


(Z  — Z.)  (2  — Z,)  (Z—  S3).  ..  (z  —  z„) 

On  a  d'ailleurs 


—         IH Z  H T    2-  -f 

z,    \  z,  z: 


- — -  =1  —  —  I  I  -T —  Z  H — -  z^  -h  . . .  y 

z       Zj  2 2   \^      z-j  Zj  y 

I  I     /  I  I  '  \ 

= Ii-t--c4-  —  z' -!-...- 

z  —  z,  z.   \  z-,  zt  I 


I     ^  _  _!_  /  j  _^  _!_ ,  ^ 

z  2„,  Z„ 


(    8o   ) 
Donc,  en  niultipllanl  membre  à  nicnibro. 

A -^  B3-f-Cs^-+-.  .. 


H-sS 


S     -- 


Cette  équation  devant  être  identique,  puisque  les  deux 
membres  représentent  également  le  développement  d'une 
même  fonction  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la 
variable,  on  aura 


A  = 


Z,  Zj.  . 

■  z„ 

I 

z,  z,.. 

Zn, 

I 

s„ 


c=--i^rs(-LiWs.i 


d'où  l'on  conclut  que  pour  rendre  l'équation  (3)  iden- 
tique avec  l'équation  (2)  il  suffit  de  prendre  pour  x,, 
Xj, . ..,  X,.,  les  réciproques  des  m  racines  de  l'équation  (i). 

C.     Q.    F.    D. 

Note.  —  Les  questions  778  et  779  ont  aussi  été  résolues  par  M.  de  Gros- 
souvre. 


Questions  782,   783   et   781 

(voir  2*  série,  I.  V,  p.  4S0); 

Par  ;M.  Robert   DURAND, 

Élève  du  lycée  de  Caen  (classe  de  !\1.  Toussaint). 

783.  Si  unejigure  qui  reste  toujours  semblable  à  une 
Jigure  donnée  se  meut,  de  nuinière  que  trois  de  ses  droites 
passent,  par  des  points  fixes,  toute  autre  droite  de  la 
figure  passera  aussi  par  un  point  Jixe.       (Petersen.  ) 


(  8i  ) 
Lemme.  —  Si  l'on  prend  sur  une  flroite  AHI),  assu- 
jettie à  passer  par  un  des  points  A  d'intersection  de 
deux  circonférences,  un  point  C  tel,  que  ses  distances 
CD,  CB  aux  points  B,  D  oit  la  droite  coupe  les  deux 
circonférences  soient  dans  un  rapport  constant  A,  ce 
point  décrira  une  circonférence. 

FiG.    I. 


hln  effet,  soit  A'  le  second  point  d'interseciion -,  me- 
nons A'D,  A'C,  A'B,  on  a 

d'où 

BD 

Le  triangle  A'  BD  étant  toujours  semblable  à  lui-même, 
puisque  les  angles  A' DB,  A'  BD  sont  constants,  donne 

A'D 

("  ■  w  =  *' 

et,  en  multipliant  les  égalités  (i)  et  (2), 

Ainsi  le  triangle  A' CD  a  un  angle  constant  A' DC  com- 
pris entre  deux  côtés  dont  le  rapport  est  constant  :  il  est 

Ann.  de  )l,iihènii7t.,  a*  série,  t.  \  I.  (Févriei'  iSfi;.)  (j 


(  «2  ) 

toujours  semblable  à  lui-même;  par  suite,  l'angle  A'CB 
est  constant,  et  le  point  C  décrit  une  circonférence  de 
cercle  passant  par  les  points  A,  A'  communs  aux  deux 
premières  circonférences,  ce  qui  démontre  le  lemme. 

Considérons  maintenant  trois  droites  A' C,  B'C, 
A'  B'  d'une  figure  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé, 
qui  passent  par  trois  points  fixes  B,  A,  C. 

Dans  le  mouvement,  le  triangle  formé  par  ces  droites 
reste  semblable  à  lui-même;  les  angles  sont  donc  con- 
stants et  ses  sommets  décrivent  trois  circonférences  qui 
se  coupent  au  point  O. 

En  effet,  soit  O  le  point  d'intersection  des  circonfé- 

FlG.    2. 


renées  décrites  sur  AB,  AC  comme  cordes,  on  a 


retranchons 


AOB-=  AC'B, 
AOC  =  AB'C, 

BOC  =  BA'C; 


donc  O  appartient  à  la  circonférence  décrite  sur  BC. 

Une  quatrième  droite  EF  de  la  figure  sera  déterminée 
par  le  point  E  où  elle  coupe  A'C  et  par  l'angle  C'EF 
qu'elle  fait  avec  cette  droite. 

Or  le  rai)port -r-r  est  invariable;   donc,  en   vertu  du 
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lommc  prérodciit,  E  décrit  une  circonférence  passant 
par  O  et  par  l>.  Soit  G  le  point  où  elle  rencontre  EF-, 
l'arc  lîG  mesure  le  double  de  l'angle  constant  C  EF  :  le 
point  G  est  donc  fixe  et  le  théorème  se  trouve  démontré. 
2"  En  transformant  la  figure  par  la  méthode  des  po- 
laires réciproques,  on  obtient  le  théoième  782,  savoir  : 

782.  Si  lUie  figure  qui  reste  toujours  semblable  à  une 
figure  donnée  se  nient  de  manière  que  trois  points  dé- 
crivent des  lignes  droites,  tout  autre  point  de  la  figure 
décrira  une  ligne  droite.  (Petersen.) 

3"  Si  nous  supposons  les  trois  points  A,  B,  C  en  ligne 
droite,  la  figure  représente  un  quadrilatère  complet  et 
trois  cercles  circonscrits  à  trois  des  quatre  triangles  qui 
le  composent  :  ces  trois  cercles  passent  par  un  même 
point.  On  en  conclut  par  analogie  que  le  cercle  circon- 
scrit au  quatrième  triangle  B'C'A'  passe  aussi  par  ce 
point.  On  pourrait  le  démontrer  directement  de  cette 
manière 

OB'  C  =  OB'  A  =  OCA  —  OCB  --  OA'  B  =  0  A'  C  ; 

le  quadrilatère  OA'  B'C  est  donc  inscriptible;  donc,  etc. 
*  Les  triangles  qui  ont  pour  sommet  O  et  pour  bases  deux 

FiG.  :<. 


côtés  opposés  du  quadrilatère  sont  semblables  puisqu'ils 

6. 
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oui  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun  OBC  =  OCA', 
OC'A'  =  OB'A'  comme  inscrits  dans  les  mêmes  seg- 
ments. De  là  le  théorème  suivant  : 

784.  Si  Von  ôte  à  un  quaririlatcre  complet  successi- 
uement  chacun  de  ses  côtés,  les  cercles  circonscrits  aux 
(quatre  triangles  qu  on  obtient  passeront  par  un  même 
point j,  et  les  triangles  qui  ont  pour  sommet  ce  point  et 
pour  bases  les  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère  seront 
semblables.  (Petersen.) 

Note.  —  La  question  784  a  été  résolue  en  outre  par  MM.  Laisant; 
Driant;  Victor  Strekaloff,  de  l'Université  de  Saint-Pétersbourg;  Laniiche, 
Laugier,  du  lycée  Louis-le-Grand;  Paul  Besson,  du  lycée  de  Besançon; 
Moreau,  du  lycée  Saint-Louis;  Paul  Vivier,  du  lycée  de  Strasbourg;  de 
Villepin,  du  collège  Stanislas;  Welsch,  du  lycée  de  Metz;  Thomas,  du 
collège  de  Melun. 


CORRESPOIVDANCE. 


i.  M.  Ch.  Buchonnet,  de  Lausanne.  —  «  Dans  votre 
numéro  de  septembre  dernier,  vous  avez  publié  un  tra- 
vail sur  l'approximation,  dans  lequel  l'auteur  annonce  : 
1°  que  la  connaissance  des  m  premiers  chiffres  d'un 
nombre  sujfit  toujours  pour  en  calculer  la  racine  carrée 
avec  ni  chiffres  exacts  quand  la  première  tranche  n^a 
qu'un  chiffre,  et.,  quand  elle  a  deux  chiffres,  toutes  les 
fois  que  le  premier  nest  point  inférieur  à  4  ;  2°  que  cette 
même  connaissance  suffit  toujours  pour  calculer  awec 
m.  chiffres  exacts  la  racine  cubique  quand  la  première 
tranche  a  moins  de  trois  chiffres,  et,  quand  elle  en  a 
trois,  toutes  les  fois  que  le  premier  n^esl  pas  inférieur 
à  3.  Mais  il  y  a  moyen  d'établir  une  formule  de  laquelle 
se  déduisent  tous  les  cas  où  Ton  peut  se  borner  à  m  ihif- 


(  ^^>  ) 

fres  du  nombre  considéré,  ceux  où  il  huKil  d  en  calculer 
m  —  I,  etc.,  en  supposant  toujours  (juc  la  racine  soit 
demandée  avec  m  chiffres  exacts.  Celte  formule  est  ap- 
plicable d'ailleurs  aux  racines  de  tous  les  degrés. 

»  Remarquons  d'abord  que  l'erreur  relative  qui  affecte 
la  racine  n"''""  d'un  nombre  approché  pa^  excès  est  moin- 
dre que  la  n'^'""  partie  de  l'erreur  relative  du  nombre  lui- 
même.  Désignons  ce  dernier  par  a,  et  soit  a  Terreur 
absolue  qui  affecte  sa  valeur  approchée,  laquelle  sera  par 
conséquent  a  -+-  a,  puisque  nous  la  supposons  approchée 
par  excès  :  l'erreur  relative  de  la  racine  ri""""  est  égale  à 

)J  a  -+-  a  —  y'  rt 


Désignant  \/a  ■+-  a  par  x.  v«  P^*' J  '  '^'^  multipliant  haut 
et  bas  par  la  somme 


'"y  +  •^"  7''  +  •  •  •  +  y 


u—\ 


le  numérateur  devient  a;  quant  au  dénominateur,  il 
prend  une  valeur  plus  grande  que  na,  et  qui  se  réduit 
à  na  quand  on  fait  a  =  o. L'erreur  relative  de  y  «  -h  «  est 

donc  moindre  que  —  •>  c'esi-à-dire  que  la  «"""■  partie  de 
^       na  '  '• 

l'erreur  relative  de  la  valeur  approchée  de  a  -^  x. 

»  Remarquons  ensuite  que  Terreur  qui  aliectela  valeur 
approchée  d'un  nombre  décimal  est  moindre  qu'une 
unité  de  l'ordre  de  son  m"""''  chiffre,  lorsque  l'erreur  re- 
lative est  inférieure  à  -— ?   k  désignant  ce  que  de- 

/.  io"'~'  °  ^ 

vient  le  nombre  quand  on  place  la  virgule  à  la  sviile  de 
son  premier  chiffre  significatif.  Cela  est  évident.  Conce- 
vons qu'on  ait  partagé  «,  à  partir  de  la  virgule,  en  tran- 
ches de  n  chiffres,  et  désignons  par  H  ce  que  devient  a 
(juand  on    Iransporti-  la  virgule  à  la  suite  de  la  première 
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Iraiichc  à  gauche,  laquelle  peut  avoir  moins  de  il  chil- 

fres  :  y  H  est  ce  que  devient  "\  a  quand  on  en  transporte 

la  virgule  à  la  suite  du  premier  chiffre  significatif,  et,  par 

suite,  l'erreur  qui  affecte  la  valeur  approchée  de  \J a  est 

moindre  qu'une  unité  de  Tordre  de  son  m""""  chiffre,  si 

I 

son  erreur   relative   est  inférieure  à    ~— •    Donc, 

y  H.  10'"-' 

d'après  le  théorème  de  tout  à  1  heure,  pour  que  '\J a  puisse 
être  connu  avec  m  chiffres  exacts,  il  sutht  que  a  satis- 
fasse à  l'inégalité 


""       vH.io'"-' 
»  Elle  a  toujours  lieu,  si  l'on  a  calculé  //••  +  i  chiffres 

de  a  :  car  alors  ->  et  à  plus  forte  raison  - — ?  est  moindre 
(i  na 

nue  ■)   tandis  que  le  second  membre   est  i>lus  grand 

que  — -1  puisque  y  H  (^st  plus  petit  que  lo.  Il  suffit  donc 

toujours  de  connaître  m  -t-  i  chiffres  d'un  nombre  pour 
calculer  sa  racine  /^"""^  avec  m  chiffres  exacts.  Cherchons 
les  cas  où  l'on  peut  se  borner  à  en  calculer  m,  ou  m  —  i , 
ou  etc. 

»  Appelons^l'exposantde  la  puissance  de  lo  àlaquelle 
appartiennent  les  plus  hautes  unités  de  «  :  /?  est  positif 
ou  négatif,  selon  que  a  est  plus  grand  ou  plus  petit  que 
l'unité,  et  il  est  égal  ff  zéro,  si  a  est  compris  entre  i  et  lo. 
Il  suffira  des  m  premiers  chiffres  de  a  poui'  avoir  \j a 
avec  ni  chilhes  exacts,  si  l'inégalité  précédente  subsiste 
quand  on  y  remplace  a  par  lo''"'"''"',  car  celle  puissance 
de  lo  est  une  unité  de  l'ordre  de  celles  que  représente 
l(i  /«"""  chiiïre  de  a.  Effectuant  la  substitution,  puis  mul- 
tipliant les  deux  membies  [lar  lo'""  *,  notre  im'galité  de- 


(8;  ) 

vient 

\oP  I 

na       ;;/h' 

ou,  en  dcsii^iiarit  pat  h  la  valeur  que  pieiid  a  f|uaiid  on 
transporte  la  virgule  à  la  suite  du  premier  cliifïre  signi- 
ficatif, 

nh  ^  ;yH 

Chassant  les  dénominateurs  et  élevant  les  deux  membres 
à  la  puissance  /z,  on  arrive  à  ce  résultat  que  la  connais- 
sance des  ni  premiers  chiffres  de  a  suffit  toutes  les  fois 
qu'on  a  l'inégalité 

(/?/0">H. 

»  Considérons  en  particulier  les  racines  du  second  de- 
gré: il  faut  alors  faire  /i  =  2.  La  première  tranche  de  a 
contient  soit  un,  soit  deux  chiffres.  Si  elle  n'en  contient 
qu'un,  on  a 

H  =/i, 

et  l'inégalité  précédente,  résolue  par  rapport  à  A,  de- 
vient 

Il  ^  y 

condition  toujours  satisfaite  ,  puisque  h  est  compris 
entre  i  et  10.  Si  la  première  tranche  de  a  renferme  deux 
chiffres,  alors  H  =  loA,  et  notre  inégalité  devient 

10  ^ 

4 

Donc  :  la  connaissance  des  m  premiers  chiffres  de  a 
suffit  toujours  pour  obtenir  s] a  avec  m  chiffres  exacts 
lorsque  la  première  tranche  à  gauche  na  qu'un  chiffre^ 
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et,  lorsqu'elle  en  a  deux,  tontes  les  fois  que  le  nombre 
qu  elle  forme  nest  pas  inférieur  «  aS. 

«  Pour  les  racines  cubiques,  il  faut  faire  n  =  3,  el  la 
première  tranche  de  a  peut  avoir  un,  deux  ou  trois  chif- 
fres. Si  elle  ne  contient  qu'un  chilîre,  on  a  H  :=^ /i,  et 
l'on  a  H  =  loh  si  elle  en  contient  deux.  L'inégalité  ci- 
dessus,  résolue  par  rapport  à  h,  donne,  dans  le  premier 
cas, 

et,  dans  le  second, 

Or,  h  étant  par  définition  plus  grand  que  i,  ces  deux  iné- 
galités ont  toujours  lieu.  Si  la  première  tranche  est  for- 
mée de  trois  chiffres,  alors  H  =  looh,  et  il  vient 

h>-^=  =  1,924 

V27 

))  Donc  :  la  connaissance  des  m  premiers  chiffres  de  a 

suffit  pour  obtenir  y  n  avec  m  chiffres  exacts  lorsque  la 
première  tranche  à  gauche  contient  moins  de  trois  chif- 
fres, et,  lorsquelle  en  contient  trois,  toutes  les  fois  que 
le  nombre  formé  par  les  premiers  chiffres  de  aesi,abs- 

traction  jaite    des  virgules,    supérieur  a  —^^1    soit   a 

V/27. 

1924 

»  Dans  les  racines  des  degrés  supéiieurs,  il  ai;*ive  sou- 
vent qu'on  peut  opérer  avec  moins  de  m  chiffres  de  a.  Par 
un  raisonnement  en  tout  semblable  au  précédent,  on  dé- 
montrera (jue  la  connaissance  des  ;//  —  1  premiers  chif- 
fres de  a  est  sufiisanle  pour  obtenir  y  a  avec  ni  chilfres 
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exacts  lorsfju  on  a  Tinéf^alilé 


lO 


Déjà, dans  les  racines  de  troisième  degré,  celte  inégalité  a 
lieu  toutes  les  fois  que  la  première  tranche  de  a  ne  ren- 
ferme qu'un  chiffre,  et  que  le  nombre  formé  par  les  pre- 
miers chiffres  de  a   est,  abstraction  faite  des   vi^gules, 


supérieur  a  i  /  — •>  soit  a  oo8a 


»  Il  faut  remarquer  que,  puisque  c'est  une  valeur  de  a 
approchée  par  excès  qu'on  emploie,  quand  on  aura  cal- 
culé les  m  premiers  chiffres  de  sa  racine  n"'""',  il  n'v  aura 
pas  lieu  d'augmenter  le  dernier  chiffre  d'une  unité.  » 

2.  M.  H.  Picquet,  sous  -  lient enant  du  génie.  — 
«  Dans  l'article  que  vous  avez  inséré  sous  mon  nom  dans 
votre  numéro  du  mois  d'avril  dernier,  j'indiquais  un 
moyen  de  simplifier  quelquefois  le  résultat  d'une  trans- 
formation polaire,  loisquepar  suite  de  la  transformation 
d'un  cercle  eu  une  conique  les  énoncés  venaient  à  perdre 
tout  l'intérêt  de  la  simplicité.  Au  lieu  d'introduire  celte 
conique  dans  le  nouvel  énoncé,  le  moyen  consistait  à  in- 
troduire le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  de  cette  conique 
comme  diamètre,  lequel  satisfaisait  à  certaines  conditions 
résultant  de  celles  qui  étaient  imposées  à  la  conique;  j'ai 
donné  des  exemples  d'une  pareille  simplification.  J'ai 
résolu  à  ce  propos  une  question  donnée  par  M.  Mann- 
heim,  qui  me  fait  remarquer  une  chose  bien  évidente, 
c'est  que  : 

))  Un  cercle  a  pour  polaire  réciproque  par  rapport  à 
un  cercle  une  conique  dont  le  cercle  podaire  par  rapport 
au  foyer  résulte  aussi  de  la  transformation  du  premier 
cercle  par  rayons  vecteurs  réciproques. 
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»  11  n'osl  donc  pas  élounanl  de  voir  des  cercles  ayant 
même  centre  radical  se  tiansformer  en  d'autres  cercles 
jouissant  de  la  même  propriété  dans  la  méthode  de  trans- 
("ormation  c[ue  j'exposais.  Dès  lors,  voici  comment  il 
faudra  résoudre  la  question  de  M.  Mannheim.  Transfor- 
mons toujours  par  polaires  réciproques  la  propriété  sui- 
vante : 

H  Toutes  les  circonférences  circonscrites  aux  triangles 
conjugués  à  une  conique  ont  pour  centre  radical  coni~ 
niun  le  centre  de  cette  conique. 

»  Les  transformées  de  toutes  ces  circonférences  seront 
des  coniques  confocales  inscrites  respectivement  dans  les 
triangles  conjugués  à  une  conique  fixe;  les  cercles  po- 
daires  de  ces  coniques  par  rapport  au  foyer  commun  se- 
ront les  transformés  par  rayons  vecteurs  réciproques  des 
premiers  cercles,  donc  ils  auront  même  centre  radical, 
d'où  suit  l'énoncé  de  M.  Mannheim.  Quant  à  la  déter- 
mination de  ce  point,  elle  reste  toujours  la  même  (2^  série, 
t.  V,p,  ina).  Latlémonstration  n'exigeait  donc  pas  la  con- 
naissance de  la  pi'opriété  suivante  (2*^  série,  t.  V,  p.  149)  • 

»  L'angle  sous  lequel  on  voit  du  foyer  commun  de 
deux  coniques  confocales  les  points  de  contact  dUine 
tangente  commune  est  égal  à  V angle  sous  lequel  se 
coupent  les  cercles  décrits  sur  leurs  grands  axes  respec- 
tifs comme  diamètres. 

»  Ce  théorème  n'en  peisiste  pas  moins  comme  pro- 
priété curieuse,  et  les  considérations  qui  précèdent  en 
donnent  l'explication  philosophique.  I.a  méthode  de 
transformation  persiste  aussi,  mais  simplifiée,  puisqu'on 
n'aura  qu'à  transformer  par  rayons  vecteurs  réciproques 
les  propriétés  des  cercles  considérés,  pour  avoir  les  pro- 
priétés correspondantes  des  ceiclés  ayant  pour  diamclies 
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les  grands  axes  des  conif[ues  obtenues  par  transfbrmaiion 
polaire.  Tonlceci  s'étend  naliirclleinent  ;"i  l'espace. 

»  Pour  faire  voir  combien  la  considération  de  la  po- 
daire  d'une  conique  par  rapport  à  un  foyer  simplifie 
quelquefois  les  questions,  même  sans  l'intervention  d'au- 
cune transformation  polaire,  je  pourrai,  par  exemple, 
résoudre  la  (juestion  suivante  proposée  dans  le  numéro 
de  juillet  dernier  : 

»  Les  axes  des  paraboles  qui  ont  pour  foyer  un  point 
donné  et  qui  passent  par  deux  autres  points  donnés  sont 
parallèles  aux  asymptotes  de  Vhjpcrhole  qui  a  pour 
foyers  les  deux  derniers  points  donnés  et  qui  passe  par 
le  premier  point. 

»  11  a  été  démontré  (p.  i4ô)  que  lorsqu'une  coni({ue  a 
pour  foyer  un  point  F  et  passe  par  deux  points  A  et  B, 
sa  podaire  par  rapport  au  point  F  est  tangente  aux  cercles 
décrits  sur  FA  et  surFB  comme  diamètres.  En  supposant 
que  la  conique  soit  une  ])arabo]e,  on  voit  : 

))  i"  Ou  il  y  a  quatre  paraboles  ayant  pour  foyer  un 
point  donné  et  passant  par  deux  points  donnés  :  deux 
sont  imaginaires,  puisque  les  cercles  se  coupant  au 
point  F  n'  ont  que  deux  tangeîites  communes  ;  2"  que  les 
axes  des  deux  paraboles  réelles  sont  parallèles  aux 
rayons  de  ces  cercles  qui  aboutissent  aux  points  de  con- 
tact des  tangentes  communes. 

»  Soient 

COO'  =  a,     00'  =  ii, 
on  a 


R  —  /•  v/./'  —  (  R  — 

ft  ^  a  —  r 


Considéi'ons  maintenant  1  hyperbole  ayajit  pour  foyer." 
les  points  A  et  B  et  qui  passe  par  le  point  F;  elle  a  soiv 


(9-) 

centre  en  I,  et  Tangle  que  forment  ses  asymptotes  avec  A B 

est  donné  par 

b         v'c- — a^ 
tani.'  S  :=  -  =  ^ 

Or  sa  distance  focale  est  2<V,  son  grand  axe  2  (R  —  /•)  ; 
donc 


s^d^-  —  [K  —  rf  „    ^ 

tans  8  = ^ =  tan"  a,      d  ou      a  =  S. 


C.    Q.    F.    D.     » 


PIBLICATIOAS  RECETTES. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  se  trouvent  à  la  librairi<:  de  G auihier-Y illais, 
quai  des  Aiiguslins,  55.) 


Note  du  Rédacteur.  —  Sous  ce  titre,  nous  nous  pro- 
posons de  donner  la  liste  des  ouvrages  qu'on  veut  bien 
nous  adresser  et  dont  nous  ne  pouvons  donner  un  compte 
rendu  détaillé.  Nous  reviendrons,  s'il  v  a  lieu,  sur  quel- 
ques-uns de  ces  ouvrages  dans  notre  Bulletin  bibliogra- 
phique, que  nous  reprendrons  aussitôt  que  nous  en  aurons 
le  loisir.  Nous  ferons  connaître  les  litres  des  Mémoires 
insérés  dans  les  Recueils  scientifiques  à  partir  du  i*""  jan- 
vier 1867.  P. 

Pain VI JN.  - —  Théorie  des  surfaces  polaires  d'un  plan. 
ln-8  de  198  pages;  1866.  (Extrait  des  Mémoires  de  la 
Société  de  Lille.) 

PoNCELET.  —  Traité  des  propriétés  projectiles  des  fi- 
gures, t.  II.  In-4  de  viii-452  pages ^  6  planches;  1866. 

Ce  volume,  qui  termine  la  collection  des  œuvres  de  Mathé- 
madques  pures  de  l'illustre  auteur,  comprend  :  Tficoric  des 
centres  des  moyennes  harmonujues.  —  Théorie  générale  des 
polaires    réciproques.   —     .4nalyse    des    trans\'ersales  appUipiéc 
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fiu.r  courbes  et  aux  surfaces  gënmrtrifjues.  —   Divers  Mémoires 
extraits  du  Recueil  de  Gcrgonne,  elc. 

Poudra.  —  Mcnioiie  sur  les  trigonc.s,  tétragones,  hexa- 
gones, etc.  Jn-8  de  iv-Sa  pages-,  i865. 

Il  s'agit  des  polygones  curvilignes  formés  par  les  intersections 
mutuelles  de  diverses  courbes  d'un  faisceau  de  courbes  du  même 
degré. 

Poudra.  —  Des  réseaux.  In-8  de  i6  pages-,  i865. 

Poudra. —  Théoi'ie  générale  des  faisceaux  et  des  in- 
y^olutions,  ai^ec  des  applicatiotis  aux  tracés  des  courbes 
de  différents  ordres.  Iu-8  de  60  pages;  i8G5. 

Poudra.  —  Perspective-relief.  In-8  de  36  pages  j  i  pi.; 
1866. 

Poudra.  —  De  rinvolution  plane.  —  Propriétés  du 
tétraèdre  polaire.  In-8  de  iv-20  pages;  1866. 

Castelisau.  —  Cours  de  Mathématiques  appliquées,  à 
l'usage  des  caudidats  aux  emplois  d'agents  secondaires 
et  de  conducteurs  des  Ponts  et  Chaussées!  Leçons  pré- 
paratoires renfermant  toutes  les  matières  exigées,  etc. 
—  Théorie.  1  vol.  gr.  in-8  de  xxiv-120  pages  et  de 
iv-208  pages.  —  Pratique.  2  vol.  gr.  in-8  de  iv-60 
pages  et  de  iv-  116  pages;  1866. 

De  Fabry,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique.  — 
Discussion  sur  la  manière  dont  est  présenté  ordinai- 
rement le  premier  principe  du  calcul  différentiel,  et 
proposition  d'une  explication  nouvelle  de  ce  principe. 
Tn-8  de  iv-76  pages;  1866, 

L'auteur  de  cette  brochure  ne  veut  pas  que  la  tangente  soit 
la  limite  de  la  sécante,  parce  que,  «  pour  qu'il  y  ait  vraiment 
une  variable  avec  une  limite,  il  faut  qu'il  y  ait  entre  la  variable 
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et  sa  limite  une  différence  vraiment  essentielle;  de  sorte  qu'il  y 
aurait  contradiction  à  ce  que  Tune  se  confondît  avec  l'autre.  » 
Pour  M.  de  Fahry,  la  dérivée  est  le  quotient  des  valeurs  zéro 
de  A/  et  \x  qui  satisfont  à  l'équation 

F  (jc  -+-  Aj-,  j  -+-  Aj)  —  F  (.r,  j)  =  o. 

Delsaux,  de  la  Compagnie  de  Jésus.  —  Rcsumàs  de  Phy- 
sique nialhématique  :  1°  Capillarité  j  i*^  Optique  géo- 
métrique. I11-8  de  x-64  pages  et  de  viii-120  pages  5 
1 865-66. 

Commencement  d'une  suite  de  monographies  concises  sur  les 
principaux  points  de  la  Physique  mathématique. 

RucHOJNîJET.  —  Exposition  géométrique  des  propriétés 
générales  des  courbes  ;  n'^  édit.  suivie  d'un  Traité  sur 
le  calcul  des  incomuiensurables.  In-8  de  96  pages  5 
4  pi. 5  1866. 


QUESTIONS. 

794.  Démontrer  qu'on  a  identiquement 

X  Y  +  Y^  Z  4-  Z=  U  +  U'  X  =:  o, 
en  prenant 

'K  ^=z  X  [.ry  —  :.-) 

y  =  x^  —  zj-, 

Z  =  —Jixr  —  z'). 

Il  =  —{y^  —  zx-). 

(Heiimite.) 

795.  Soit 

.T  X-  X" 

iO   {x)=l  -\ i :ç—r  -h  .  .  .  -I h  .  .  . 

^    ^  1.2  1.2.0.4  I  .  2  .  .  .  2  // 

X  x"^  .1" 

ç,  l.r)  =  I  H ^  H .T-y-^  +  .  .  .  4- 1 

'  1.2.3  1.2.3.4.5  1.2...  2rt -f-1 


(  9:'  ) 
ou  propose  de  démontr«M  qu'en  faisant  snorcssi veinent 


(p,  (j:)  — -[(pj(.r)—  5^3  (-r)]. 


?/+.  (-ï)  =  -  [?<■  (•^■)  —  (2?  H-  l)  9,+,  (.r)], 
■r 

la  fonction  ç,  (a:)  ne  contiendra  que  des  puissances  posi- 
tives de  la  variable,  et  d'en  trouver  l'expression. 

(Hermite.) 

796.  On  propose  de  démontrer  que  la  circonférence 
de  l'ellipse,  dont  les  axes  sont  2 a  et  aè,  est  égale  à  la 
circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  R  est  déterminé 
par  la  formule 


4R  =  V«'(2  +  v/2)  -+-6^(2  —  ^2) 
+•  v/rt*  (1  —  sj'ô.)  +  A»  (2  -f-  v's), 

en  négligeant  seulement  la  huitième  puissance  de  IVx- 
cenlricilé,  et  l'on  demande  de  construire  R. 

(Hermite.) 

797.  Démontrer  que  tout  f[uadrilatère  dans  lequel  les 
diagonales  sont  entre  elles  comme  les  produits  des  côtés 
qui  comprennent  ces  diagonales  est  inscripiible  dans  un 
cercle. 

798.  Trouver  dans  une  sinusoïde  (transformée  d'une 
ellipse  quand  on  déroule  un  cylindre  sur  un  plan)  des 
arcs  à  différence    rcctifiable.  Quelle  est  la   courbe  qui 
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pour  la  sinusoïde  joue  le  même  rôle  que  Tellipse  homo- 
focale  dans  la   théorie  des  arcs  elliptiques  à  différence 
rectifîable. 

799.  L'enveloppe  des  droites  coupant  une  cycloïde 
sous  un  angle  constant  est  une  cycloïde  égale. 

(FOURET.) 

800.  L'enveloppe  des  droites  coupant  une  épicycloïde 
SOUS  un  angle  constant  est  une  épicycloïde  semblable, 

(FoURET.) 

801  (*).  Si  po,  pi,  /'2V--Î  7o'  Çii  ^2v  sont  des  nom- 
bres entiers  tels,  que  —ait  une  limite  finie  ou  nulle,  la 

T        .  11  ,    '      P»  Pi  Pi 

limite  de  la  série i ...  est  une  quan- 

g'u        7o  <7i         y"  7"  H'- 

tité  incommensurable. 

(G.-C.  DE  Morgan,  M.  A.) 

802.  p  et  q  désignant  des  nombres  premiers  respecti- 
vement des  formes  i8/z  +  5  et  i8/i  +  ï  i ,  il  est  impos- 
sible de  décomposer  en  deux  cubes,  soit  entiers,  soit 
fractionnaires,  aucun  des  nombres  suivants  : 


(Sylvester.) 


q\   2  7%   4r/ 


(*)  Tiré  du  journal  anf;lais  The  educalional  Times. 
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MOliVEMEMS  KELATIFS  A  LA  SIRFACE  DE  LA  TERRE 5 

Par  m.   C.-E.   PAGE, 

Professeur  à  l'École  d'Artillerie  de  Vincetines. 


La  terre  tcnirne  autour  d  un  axe  ayant  lui-même  un 
mouvement  de  translation  dans  l'espace. 

Nous    savons  que  dans  ce  cas   l'accélération   relative 
d'un  point  en  mouvement  par  rapport  à  la  terre  est  lai 
résultante   de    l'accélération   absolue,   de    l'accélération 
d'entraînement  prise  en  signe  contraire,  enfin  de  l'accé- 
lération centrifuge  composée. 

Il  nous  faut  d'abord  déterminer  l'accélération  d  en- 
traînement, c'est-à-dire  l'accélération  d'un  point  en 
repos  par  rapport  à  la  terre.  Cette  accélération  est  la 
résultante  de  l'accélération  centripète  due  au  mouve- 
ment de  rotation  et  d'une  composante  égale  et  parallèle 
à  l'accélération  dont  l'axe  est  animé  dans  son  mouvement 
de  translation. 

Or,  les  forces  qui  agissent  sur  tous  les  points  de  la 
terre  et  qui  déterminent  le  mouvement  de  translation 
agissent  nécessairement  sur  le  point  que  l'on  considère. 
Par  suite,  la  composante  due  au  mouvement  de  transla- 
tion entre  à  la  fois  dans  l'accélération  absolue  et  dans 
l'accélération  d'entraînement;  cette  dernière  étant  prise 
eu  signe  contraire,  la  composante  due  au  mouvement 
de  translation  disparaît.  D'où  l'on  conclut  que  dans  les 
mouvements  relatifs  à  la  surface  de  la  terre  on  peut  faire 
complètement  abstraction  du  mouvement  de  translation. 
L'accélération  d'entraînement  se  trouve  réduite  à  l'accé- 
lération centripète,  qui,  prise  en  signe  contraiie,  donne 
l'accélération  centrifuge. 

Ann.  de  Maihémat.,  2"  série,  t.  VI.  (Mars  1867.)  7 
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Le  mouvement  de  rotation  de  la  terre  donne  donc 
naissance  à  l'accélération  centrifuge  et  à  l'accélération 
centrifuge  composée. 

Toute  accélération  nous  représente  l'effet  d'une  force 
à  laquelle  elle  est  proportionnelle  ;  par  conséquent  à 
toutes  les  autres  forces  qui  sollicitent  un  corps  en  mou- 
vement. 

Sur  la  terre,  il  faut  joindre  deux  nouvelles  forces  qui 
sont  :  la  force  centrifuge  et  la  force  centrifuge  composée. 

En  appelant  m  la  masse  du  corps,  h  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  de  gravité  sur  l'axe,  la  force  centrifuge 
est  dirigée  suivant  le  prolongement  de  cette  perpendicu- 
laire et  égale  à  m./i.o)^. 

En  appelant  p"  la  vitesse  relative  du  corps,  a  l'angle 
que  cette  vitesse  relative  fait  avec  l'axe,  t^.sina  est  la 
composante  de  la  vitesse  perpendiculaire  à  Taxe,  la  force 
centrifuge  composée  est  égale  à  2 .  &o .  p^ .  sin  a  :  elle  est  per- 
pendiculaire à  la  fois  à  l'axe  de  rotation  et  à  la  compo- 
sante P-.sina. 

Pour  bien  préciser  le  sens  dans  lequel  elle  agit,  cou- 
cliez-vous  suivant  l'axe,  les  pieds  au  pôle  sud,  la  tête  au 
pôle  nord  :  la  terre  tourne  autour  de  vous  de  droite  à 
gauche.  Transportez-vous  parallèlement  à  vous-même, 
de  manière  que  vos  pieds  coïncident  avec  le  centre  de 
gravité  du  mobile,  regardez  dans  le  sens  de  la  compo- 
sante t'.sina  :  la  force  centrifuge  composée  est  dirigée 
de  gauche  à  droite. 

Il  nous  reste  à  déterminer  la  vitesse  angulaire  w.  C'est 
la  vitesse  du  point  dont  la  distance  à  l'axe  est  de  1  mètre. 
La  durée  d'une  révolution  delà  terre  est  ce  qu'on  nomme 
\e  jour  sidrral,  qui  est  de  23'' 56""  4%  i  oa  86i64%i,  d'où 
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Pesa  Ji  leur. 

I.a  p(!santeur  csl  la  iorcc  (jui  fait  lombci-  les  corps  à  la 
surface  de  la  lene  :  c'est  la  résultante  de  I  attraction 
exercée  par  la  terre  et  de  la  force  centrifuge. 

L'attraction  varie  avec  la  distance  au  centre  de  la  terre; 
la  force  centrifuge  varie  avec  le  rayon  du  parallèle  : 
donc  la  pesanteur  doit  varier  en  grandeur  et  en  direction 
avec  le  déplacement  du  corps. 

Mais  la  distance  moyenne  de  la  surface  au  centre  de  la 
terre  est  d  environ  fiS^ôooo  mètres;  le  rayon  du  paral- 
lèle, pour  les  points  suffisamment  éloignés  du  pôle,  est 
aussi  très-grand.  Ainsi,  à  la  latitude  de  Paris,  il  est  d'en- 
viron 4780000  mètres;  les  déplacements  que  nous  ob- 
servons à  la  surface  de  la  terre  sont  généralement  très- 
petits  relativement  à  ces  dimensions.  Par  suite,  nous 
pouvons  admettre  que  dans  toute  l'étendue  du  déplace- 
ment la  pesanteur  conserve  une  intensité  constante  et 
une  direction  fixe. 

Nous  avons  vu  que,  à  toutes  les  autres  forces  qui  agis- 
sent sur  le  mobile,  il  faut  joindre  la  force  centrifuge  et  la 
force  centrifuge  composée.  Or,  la  combinaison  de  la  force 
centrifuge  avec  la  force  d'attraction  donne  la  pesanteur  : 
donc,  quand  on  tient  compte  de  sa  pesanteur,  il  suffît 
d'ajouter  à  toutes  les  autres  forces  la  force  centrifuge 
composée. 

En  appelant  p  le  poids  du  corps,  la  force  centrifuge 
composée  a  pour  valeur 


">.  .'ù  .j)         .  ?. .  0 ,  oooo'^ 3 

o  ,ooooi48./j.<'.sina 


(' .  sm  a  —- •- —  p  .\> .  sin  « 


Ainsi,  pour  un  corps  pesant  i  kilogramme,  la  force  cen- 
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trifuge  composée  est  égale  à  un  poids  de  i48  dix-milli- 
grammes multiplié  par  la  composante  t'.sina.  En  sup- 
posant cette  composante  de  5oo  mètres,  ce  qui  est  à  peu 
près  la  plus  grande  vitesse  que  Ton  imprime  aux  projec- 
tiles de  l'artillerie,  la  force  centrifuge  composée  est  de 
^s"",  40  par  kilogramme. 

Il  ne  faut  pas  oublier  que  dans  tout  ce  qui  précède 
on  a  supposé  que  le  mobile  était  assez  éloigné  du  pôle 
pour  que  les  variations  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
son  centre  de  gravité  sur  l'axe  de  rotation  fussent  négli- 
geables ;  mais  si  l'on  était  très-rapproché  du  pôle,  il  fau- 
drait tenir  compte  de  ces  variations.  Nous  reviendrons 
sur  cette  observation  importante  dans  la  discussion  des 
problèmes. 

Mouvement  d'un  corps  assujetti  à  rester  sur  un  plan 
horizontal. 

Prenons  pour  axe  des  x  une  horizontale  dirigée  de 
l'ouest  vers  l'est  ; 

Pour  axe  des  j  la  trace  horizontale  du  plan  méridien 
dirigée  du  nord  vers  le  sud; 

Pour  axe  des  z  une  verticale  dirigée  dans  le  sens  de  la 
pesanteur. 

Représentons  par  X  la  latitude  :  c'est  l'angle  que  le 
plan  horizontal  fait  avec  l'axe  de  rotation. 

En  supposant  le  corps  soumis  seulement  à  l'action  de 
la  pesanteur  et  de  la  force  centrifuge  composée,  les  équa- 
tions difterenti elles  du  mouvement  sont 

d'^x  dz  .         dr 

:=  2  w  .  ces  A  . 2  W  .  Sm  X  .  -^  ? 

dt^  de  (U 

d^'  y  .  dx 

dt^  dt 

d'^z  dx 

=  —  2  w.  ces  A  . h-  iS". 

dt^  dt       ^ 


I 


(  I"I  ) 

Le  corps  étant  assujetti  à  rester  suc  le  plan  horizontal, 
on  doit  avoir 


dz                      (Pi 
—   =:;  O,       

dt         *     de' 


En  représentant  par  R   la  résistance  normale  du  plan, 
les  équations  deviennent 


d'jc  dy 

—, —  =:  —  2  w  .  sin  "/  .  -r  ' 
df'  dt 

d-y  .         dx 

— — -  ^i  2  w .  sm  >i .  — -  > 
de  dt 

dx  R 

G  =  —   2  w  .  CCS  >. .  — h  ^ 

dt        ^        m 


Multipliant  la  première  par  dx^  la   seconde  par  dj^   et 
ajoutant,  il  vient 


dx       /'''-'"  \         i^Y       (dy 
.d\  — ^  I   -i —.d 


dt'      \dt  J         dt'      \dt 


Intégrant  et  déterminant  la  constante   par  la  condition 
que  la  vitesse  initiale  soit  égale  à  V,  on  a 


S)'-(l'=v. 


En  intégrant  chacune  des  deux  premières  équations  sé- 
parément, et  représentant  par  ^  l'angle  que  la  vitesse 
initiale  V  fait  avec  Taxe  des  or,  on  a 


dx 

-,-  =  V  .  ces  -h  —  2  w .  sm  "/ .  j, 
dt 

dr 

-V  =  V.smiy  —  2w.cos/.^. 

dt  ^ 


(ijc       dy 
Eliminant  —  ^^~~r  entre  ces  deux  équations  et  la  précé- 


(  ««'-^  ) 


dente,  on  en  lire 


/    _   V.cos^Y  ^  I 
\  2w.sin)./  \ 


V.sin-i/  \^ 

JC  -} : '      


4  w.bin/ 


c'est  l'équation  d'une  circonférence  dont  le  rayon   est 
égal  à 


2  f.) .  sin  X 
et  dont  le  centre  a  pour  coordonnées 

V.cos-1'  V.sin^î; 

J,  =  r— 7  •>       a-,  = ^  . 

2  W  .Sin  /,  2W.S111  A 

En  prenant  sin  X  =  0,75,  ce  qui  est  à  très-peu  près  la 
valeur  correspondant  à  la  latitude  de  Paris  ,  on  a 

^=ir9l32.V. 


aw.sinA        0,0001090 

Par  conséquent,  sous  la  latitude  de  Paris,  une  bille  lan- 
cée sur  un  billard  de  marbre,  avec  une  vitesse  de  i  mètre,, 
au  lieu  de  se  mouvoir  en  ligne  droite,  tend  à  décrire  une 
circonférence  de  91 32  mètres  de  rayon. 

Si  nous  appelons  w'  la  vitesse  angulaire  avec  laquelle 
le  rayon  tourne  autour  du  centre,  il  est  facile  de  voir 
que  nous  aurons 

w'  =  2M.sinX  =  OjOooiogS. 

Cette  vitesse  angulaire  w'  est  indépendante  de  la  vitesse 
initiale  V  ;  de  sorte  qu'en  supposant  que  le  mouvement 
puisse  se  continuer,  le  corps  décrirait  toujours  la  cii'con- 
férence  entière  dans  le  même  temps  et  reviendrait  au 
point  de  départ  au  bout  de  5^376  secondes. 

En  représentant  par  E  le  chemin  parcouru  dans  le 
sens  de  la  vitesse  initiale  V  au  bout  du  temps  t  j 


(    «o'î   ) 
Par  (l  la  dcvialioii  latérale  à  dioilc  au  bout  du  même 
temps  f,  nous  aurons 

V  V 

E= : — 7 -sin  &)'./,        d  zzr.  ; — r(l  —  COSw'f]. 

7,  w.sin  /  •?.  w.sin  /  ' 

Tant  que  l'arc  w'.f  reste  très-petit,  nous  pouvons  déve- 
lopper sinw'.f  et  cosw'.î  en  séries  très-convergentes.  Si 
nous  prenons  le  premier  terme  de  chaque  série,  nous 
avons 

E  =  V .  ^,     r/  =  V .  w  sin  ). .  /',      d=:  — ^— — ^  E-  : 

la  force  constante  qui  pousse  le  mobile  vers  la  droite  est 

.    ,  2  w .  si  n  A 

m.  2  w.sin  À.f  = p.i>  =_  0,0000 1  II  .p.v; 

S 

la  troisième  équation 

.     dx  R 

o  =  —  2  w  .  cos  /  .  ■ [-  S 

dt        ^        m 

fait  voir  que  la  résistance  R,  c  est-à-dire  la  pression  exer- 
cée par  le  mobile  sur  le  plan  horizontal,  varie  avec  la 
direction  de  la  vitesse.  Lorsque  le  corps  marche  dans  le 
sens  du  méridien,  la  pression  Pi.  est  justement  égale  au 
poids  p\  mais  lorsqu'il  marche  de  l'est  ;i  l'ouest,  la  pres- 
sion est  augmentée  et  devient 

/'  2W.COS).         \ 

Elle  est  diminuée  de  la  même  quantité  quand  le  corps 
marche  de  l'ouest  à  l'est. 

Sous  l'équatcur,  sin/  =  o;  la  force  centrifuge  com- 
posée devient  perpendiculaire  au  plan  horizontal;  elle 
ne  peut  engendrer  aucune  déviation  latérale,  elle  pro- 
duit seulement  des  ditïércnces  de  pression  suivant  le  sen? 
du  mouvement. 


(  io4  ) 

Au  pôle,  cos  ^  =  o,  la  force  centrifuge  composée  est 
dirigée  daus  le  plan  horizontal  5  mais  les  formules  trou- 
vées en  supposant  le  déplacement  du  corps  insensible 
relativement  à  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  son  centre  de  gravité  sur  l'axe  ne  sont  plus  appli- 
cables. Il  faut  nécessairement  tenir  compte  des  varia- 
lions  de  la  force  centrifuge. 

Prenant  pour  origine  le  pôle  même-,  pour  axe  des  2, 
Taxe  de  la  terre;  pour  axes  des  x  et  desj  ,  deux  axes  rec- 
tangulaires quelconques  situés  dans  le  plan  horizontal, 
les  équations  différentielles  du  mouvement  sont 

d'^x  dy 

:^   —  2  w  -f-  vr  .X, 

Ut-  dt 

d^y  d.r 

R 

o   =   jO- ■• 

^       m 

Multipliant  la  première  par  dx,  la  seconde  par  dy^  et 
ajoutant,  il  vient 

dx        I dx\         dy        [dr\  ,  ,   . 

En  intégrant  et  représentant  par  V    la  vitesse  initiale, 

on  a 

dj:'        dy 

dt'         dt'  ^  -^  ' 

Multipliant  la  première  par  j^  la  seconde   par  x,  puis 
retranchant  la  première  de  la  seconde,  on  a 

d'y  d' X 

X  — j  _  =  2  w  [xdx  H-  ydy)  ; 


en  intégrant 


tlv  tlx 


(  io5  ) 
nous  avons  donc  les  deux  équations 

r/.r2  H-  dj-"  =:  [  V''  -f-  «'  ( x'^  -h  /')  ] .  dt-, 
X  dy  —  y  d.x  =  w  (  x?  -h  j''  ) .  dt. 

Eliminant  dt  entre  ces  deux  équations,  il  vient 

t3i{pr.dx  -\-ydy^        "S  [xdy — ydx) 
sjx-  -\-  y'  x''  -{-  y 

Cette  équation  s'intègre  immédiatement.  En  remarcjuant 
que  la  direction  de  Taxe  des  x  étant  arbitraire,  on  peut 
toujours  supposer  qu'elle  coïncide  avec  la  direction  de  la 
vitesse  initiale,  on  a 

w  sjx''  -i-  7^  =  V .  arc .  I  tarig  =  —  j  • 

C'est  l'équation  d'une  spirale  engendrée  par  un  point 
glissant  sur  une  droite,  avec  une  vitesse  constante  V, 
tandis  que  celle  droite  tourne  autour  d'un  point  avec  la 
vitesse  angulaire  constante  o). 

En  représentant  par  E  le  chemin  parcouru  dans  le 
sens  de  la  vitesse  initiale  au  bout  du  temps  f,  par  d  la 
déviation  à  droite  au  bout  du  même  temps,  on  a 

E  =  V.^.cosw./,     rf  =:  V.r.sinw.f. 

En  employant  la  formule  trouvée  précédemment,  on 
aurait,  pour  les  valeurs  de  ces  mêmes  quantités, 


[l  —  COS  Ibi  .t). 


Tant  que  l'arc  wf  est  assez  petit  pour  qu'on  puisse  se 
borner  à  prendre  le  premier  terme  du  développement  du 
sinus  et  du  cosinus,  on  trouve  dans  les  deux  cas  le? 
mêmes  valeurs  pour  E  el  pour  d. 


V     . 

V 

—  sm  2  w .  f , 

d  = 

— 

2&J 

2w 

(    'ob   ) 

Mouvement  cl  un  corps  entièrement  libre. 

La  force  centrifuge  composée  étant  toujours  perpendi- 
culaire à  l'axe  de  rotation,  on  rendra  les  calculs  plus 
faciles  en  prenant  : 

Pour  axe  des  z  une  parallèle  à  l'axe  de  la  terre  dirigée 
du  sud  au  nord; 

Pour  axe  àesy  le  rayon  du  parallèle  prolongé; 

Pour  axes  des  x  une  horizontale  dirigée  de  l'ouest  à 
Test. 

En  représentant  toujours  par  ï  Tangle  que  la  verticale 
fait  avec  le  plan  du  parallèle,  les  composantes  de  la  pe- 
santeur seront  : 

Suivant  l'axe  des  j g. cos  X ; 

Suivant  l'axe  des  z g^.sinX. 

Le  mobile  étant  entièrement  libre  et  soumis  seulement 
à  l'action  de  la  pesanteur  et  de  la  force  centrifuge  com- 
posée, on  aura  les  équations  différentielles 

,   ,  d^x  dy 

,  d-j  dy 

2  )  — —  =  2  w . £' .  c-os  \ , 

^    '  dt'  dt        *' 

(3)  —  =  -g.sm.. 

Ces  trois  équations  s'intègrent  imniédialemeul,  et,  en 
représentant  par  U,  Uj,  U,  les  trois  composantes  de  la 
vitesse  initiale,  on  a 


t:=^- 

-  2  w  .  J, 

t--'- 

1-  2w.a;  —  ^'.cos), ./, 

^-- 

g.iinl.l. 

(   »"7  ) 
Celle  cleniière  équalioii  s  intègre;  iiiic  seconde  lois  et 
donne 


TT  '  - 

z  =:  U,./ ,?sin  A. t. 

2  ' 

Multipliant  l'équation  (i)  par  dx,  et  l'équation  (2)  pai 
f/y,  puis  ajoutant,  il  vient 

(U      \dt  )        dt       \dtj  ^  -^ 

en  intégrant, 

dx'^        dy^ 

df-         de  '  ^  -^ 

Remplaçant  —par  sa  valeur  (U —  aw.j),  on  en  tire 


dt  = 


dt 

dy 


y/U^  -\-  2  (2  wU  —  g'.cosA)  j  —  4«^*->^ 
Pour  intégrer  celte  expression,  posons 

2  w .  U  —  ^ .  ces  X  =  rt 
et 

uj  +  2 « .7  —  4 '">" •  j'  =  («  -i-  2  cdj  ) . ( lî»  —  2  w X 1, 

puis 

(rt  H-  2co.j)  .=  (6  —    2w.  >■).;', 

nous  aurons 

dz 


w .  f  1 


it 


z'  H-  1 
En  intégrant  et  posant 

y/rt  _ 

:   —    A, 

il  vient 

w.^  =.  arc^lang  1^  s)  —  aie  (lang  -z  /  ), 


{  io8  ) 
d'où 


(  I  —  X-.tangw.^)^ 
Remplaçant  z-  par  sa  valeur,  on  en  tire 


n 

iM.jr  = .(l  —  COS  2w.f)  -+-  Ui  sin  2  w./). 

2  &) 


Mettant  cette  valeur  de  2  w.j  dans  l'équation 
dx 


dt  -^ 


et  intégrant,  on  a 


n    /         sn)2w.f\ 

.r  =::  V.f [t 1    -i-  U,  (cOS  2  W  .  r  —   I  ). 


Le  problème  est  complètement  résolu ,  car,  en  rem- 
plaçant n  par  sa  valeur .  nous  avons  les  coordonnées 
du  mobile  en  fonction  du  temps  au  moyen  des  trois 
équations 

x=^  -, —  [if  .cos>..  (2w.?  —  sin2w  ^) 


2wUsin2w-  ;  +  2oiTJ,(cOS2w./^  ""  0]' 


(A)        /J  := -,—  [j°'.COSÀ.(cOS2w.f —   1) 


-^  2wUi  Sin2w./  —  2  wU(C0S2w./  —  l)], 

z  =  Uj .  f 

2 

Il  ne  reste  plus  qu'à  discuter  ces  équations. 

Mouvement  cVun  coips  tombant   librement  sans 
vitesse  initiale. 

En  faisant  \}  ^^  o,  Uj  =  o,  Uj  =  o,  les  équations  (A) 


se  rédiiisenl  à 


(    '^\9  ) 

£-.005). .(2  w.r  —  sin  2w.n 

X  — — 

g'.COS).  .(COS  2W.?  —  l) 

y  =  ^— 7—; ♦ 

4&) 


Les  deux  premières  font  voir  que  : 

Quand  un  corps  tombe  librement,  sans  vitesse  ini- 
tiale, sa  trajectoire  relatii^e  se  projette  sur  le  plan  fin 
parallèle  suivant  un  arc  de  cjcloïde. 

En  effet,  sur  le  prolongement  de  l'axe  OY  prenons  une 
longueur 


«C 


g .  cbs  X 


du  point  C  comme  centre,  avec  Ca  pour  rayon,  décrivons 
une  circonférence,  puis  faisons  rouler  cette  circonférence 
sur  l'axe  OX  avec  une  vitesse  angulaire  a^i. 


\/'d 


Le  point  <7,  fixe  sur  la  circonférence  et  (|ni  à  l'origine 
coïncidait  avec  le  point  O,  décrit  la   cycloïde  ad,  et  au 


(    "o   ) 
bout  (lu  loinps  /,  les  coordonuées  du  point  a  sont 

S'-Oosi    , 


4  w" 


IW.t    bin    lM.t)y 


^.cos> 
y  =  — -. — —  \ cos  iM.t  —  I j. 
4  &>■ 

La  seconde  et  la  troisième  équation  représentent  la  pro- 
jection de  la  trajectoire  relative  sur  le  plan  du  méridien. 
Les  composantes  de  la  vitesse  sont 

dx       g.co9,l 
dt  2w      ^ 

dr  g.co?,\ 

—  =  —  '■ •  sin  i(ji,t, 

dt  2  0) 

dz 

-—  =  —  sr  .%\n\.t. 

dt  " 

En  faisant  usage  de  ces  formules,  il  ne  faut  pas  perdre 
de  vue  (jue  les  équations  difiéix'nlielles  sont  établies  dans 
l'hypothèse  d'un  déplacement  assez  petit  relativement 
aux  dimensions  de  la  terre,  pour  que  Fiutensité  de  la 
pesanteur  puisse  être  regardée  comme  invariable  dans 
l'étendue  de  ce  déplacement.  II  est  nécessaire  de  déter- 
miner les  limites  entre  lesquelles  cette  hypothèse  peut 
être  admise. 

D'après  une  formule  connue,  en  représentant  par  R  le 
rayon  de  la  terre,  par  h  la  différence  de  hauteur,  la  varia- 
tion de  g  correspondant  à  la  hauteur  li  est  donnée  par 
l'expression 

"2.  h 

Or,  la  valeur  moyenne  de  R  est  6366 ooo  mètres  :  il 
s'ensuit  que  pour  une  différence  de  hauteur  de  3ooo  mè- 
tres, la  valeur  de  g  varie  de  près  de  j^^. 


(  I"  ) 

En  calculant  pour  la  laliludode  Paris  le  rayon  tic  la 
circonférence  qui  engendre  la  cyt-loïde,  on  trouve 

— z=  3o374365o  mètres. 

Celte  circonférence  roule  avec  la  vitesse  angulaire  2w 
double  de  celle  de  la  terre  5  elle  ferait  donc  un  tour  entier 
en  43082  secondes.  Par  conséquent,  elle  décrit  un  quai  t 
de  degré  en  29%  9 18.  Cette  durée  correspond  à  une  hau- 
teur de  chute  de  438o  mètres.  Il  s'ensuit  que  les  formules 
ne  doivent  jamais  être  appliquées  que  pour  des  valeurs 
de  t  bien  inférieures  à  3o  secondes. 

La  longueur  de  l'arc  aw.f  doit  donc  toujours  être 
moindre  que  o'°,oo438. 

L'arc  2W.f  étant  toujours  très-petit,  cos2w.£  et 
sin2W.t  peuvent  être  développés  en  séries  très-conver- 
gentes. Nous  arrêtant  au  terme 

/'2W./)' 
1.2.3.4.5' 

nous  aurons  des  valeurs  exactes  jusqu'à  la  vingt-sixième 
décimale;  multipliant  par  le  rayon  qui  est  un  nombre 
de  neuf  chiffres,  nous  pourrons  pousseï'  l'exactitude  jus- 
qu'à la  seizième  décimale. 

En  effectuant  les  développements,  on  a 


y  = 


Changeons  les  axes,  eî  prenons  : 

Le  nouvel  axe  des  z  dirigé  suivant  la  verticale  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur  ; 


^ .  ros  A  .  Vit 

1 

3 

t 

^.cosX 

t"^           of.COS^.w-.f* 

2 

'                2.3 

g-.sinX 

f 

(  112  ) 

Le  nouvel  axe  des  y  dirigé  suivant  la  niéridieuue  et 
du  nord  au  sud  5 

L'axe  des  x  restant  le  même. 

Représentons  par  Xi,  Ti,  Zy  les  coordonnées  rapportées 
aux  nouveaux  axes,  nous  avons 

j,  =j,sinX  —  z.cosÀ, 
z,  =  z. sin  1  -h  y . cos>  ; 


d'< 


1  ,2 

.T.   Z=  —  .  cr  _  t'-.  —  .ces  A  .Oi.t, 

1  I 


I         -  /         l 
o 


Zi  =z •  >  •  ^M   I  ~~  o  <^OS'  .  ). .  w'  .t-]  • 


Le  facteur -.^.Z^  est  la  hauteur  de  chute  correspon- 
dant à  l'hypothèse  de  rimmobilité  de  la  terre.  On  voit 
qu'en  tenant  compte  de  la  rotation,  cette  hauteur  doit 
être  un  peu  diminuée. 

Le  mobile  est  dévié  vers  l'est  et  vers  le  sud  -,  mais  cette 
dernière  déviation  est  beaucoup  plus  faible  que  la  pre- 
mière. 

Pour  la  latitude  de  Paris  et  pour  t  =  20  secondes,  on  a 


2 

S-t' 

— 

•97' 

,60, 

X, 

= 

0 

, 1 266555 , 

J. 

= 

0 

,0006931 , 

3| 

= 

'97' 

,5Qq3c)00 

(   ii3  ) 


NOTE  SLR  LA  DIMiNUTIOi\  DE  L4  CLASSE  DUNE  COIRBE; 

Par  m.   L.    PAIiSVIN. 


I .  Je  ne  m'occuperai,  dans  cette  Note,  que  des  points 
doubles. 

Lorsque  le  point  double  est  un  point  double  ordinaire, 
c'est-à-dire  ayant  deux  tangentes  distinctes,  la  classe  de  la 
courbe  se  trouve  diminuée  de  deux  unités,  et  de  deux 
unités  seulement. 

Lorsque  le  point  double  est  un  point  de  rebroussement, 
c'est-à-dire  lorsque  les  deux  tangentes  coïncident,  la  di- 
minution de  la  classe  est,  dans  le  cas  le  plus  général^  de 
trois  unités;  mais  elle  peut  être  supérieure  à  ce  nombre. 

Voici  la  proposition  qu'on  peut  énoncer  : 

«   Si  la   tangente  de  rebroussement  a  avec  la  courbe 

))  un  contact  proprement  dit  de  l'ordre  /?,  c'est-à-dire  si 

»  elle  rencontre  la  courbe  en  [p  -\-  i)  points  coïncidant 

»  avec  le  point  de  rebroussement  ;   si,   en  même  temps, 

»  cette  tangente  a,  avec  la  première  polaire  d'un  point 

»  quelconque,   un   contact  effectif  de  l'ordre    [p  —  k), 

»  c'est-à-dire   si    elle    rencontre   la   première   polaire 

»  en    [p  —  A  4- i)   points   coïncidents,    la    classe  de  la 

»  courbe  sera  diminuée  de 

(/?  —  /  H-  2)  unités; 

»  le  nombre  entier  A  peut  varier  depuis  o  jusqu'à  [p —  1).» 
Ainsi,  lorsque  la  tangente  de  rebroussement  a  avec  la 

Ann.  de  Hathrniat.,  7^'  série,  t.  VI.  (Mars  1S67.)  o 


(  'i4  ) 

courbe  uu  contact  effectif  de  l'ordre/^,  la  diminution  de 
la  classe  peut  varier  de  3  à  (^  +  2)  unités.  Je  remarque- 
rai que,  lorsque  la  tangente  de  rebroussement  a  avec  la 
courbe  un  contact  effectif  de  Tordre  /?,  elle  est  en  même 
temps  tangente  multiple  de  l'ordre  p  de  multiplicité; 
dans  le  cas  actuel,  tous  ses  points  de  contact  coïncident 
avec  le  point  de  rebroussement. 

2.  Pour  établir  cette  proposition ,  je  rappellerai 
d'abord  que  les  points  de  contact  des  tangentes  qu'on 
peut  mener  d'un  point  à  une  courbe  sout  donnés  par  les 
intersections  de  la  courbe  avec  la  première  polaire  du 
point-,  et  lorsque  la  courbe  possède  un  point  double,  les 
droites  qui  passent  par  le  point  double  ne  sont  pas, 
quoique  satisfaisant  à  la  condition  analytique  du  con- 
tact, des  tangentes  proprement  dites. 

Prenons  le  point  de  rebroussement  pour  origine  et  la 
tangente  pour  axe  des  }^,  puis  rendons  homogène  l'équation 
de  la  courbe  en  représentant  les  coordonnées  d'un  point 

par-  et   -•  Nous  admettrons  que  le  terme  en  ^'"-p-* 

soit  le  premier  à  partir  duquel  tous  les  termes  renfer- 
ment, jusqu'au  dernier,  le  facteur  a: ;  le  dernier  terme 
sera  z"^~'X^,  puisque  l'origine  O  est  le  point  de  rebrous- 
sement et  que  la  tangente  est  O^  .  iNous  supposerons,  en 
second  lieu,  que  le  terme  en  2'"-;^+*-i  soit  Je  premier  à 
partir  duquel  le  facteur  x  entre  dans  tous  les  termes, 
jusqu'au  dernier,  avec  un  exposant  au  moins  égal  à  2  5  le 
terme  qui  précède  ,  en  ^'"-p+^-2^  ^xe  contient  le  fac- 
teur X  qu'à  la  première  puissance:  quant  aux  termes  qui 
précèdent  celui-ci,  ils  renferment  le  facteur  x  à  des  puis- 
sances quelconques  égales  ou  supérieures  à  l'unité.  En 
mettant  ces  diverses  circonstances  en  évidence,  l'équation 


(  »^^  ) 

de  la  couibo  pourra  s'écrire  : 

C  =  -poil-r,  r)  -r-  zv„,_t  (.r,  j)  -u. .  .  .  4-  ^'''-p-i^^^,  (x,   y) 
1  _^,  ,„,_^_,  j..^^_.^,  ( .^^ ^ ;  _j_  z-  -p ^y  ^^_^.(j.^  r )  -  •  •  - 

I  —  3"'-/'-^*-'xs^_/.+,  (.r,  r) 

1        ^  ^„-p+k  ^,  ^^_^^.^  (  ^^  ^  j  ^ . . . 

\  -+-  Z'"~-  X-  r=  O. 

Les  fouctious  Cj-,  sout  des  fonctions  homogènes  en  x  et  ) 
et  de  degré  i;  les  exposants  /,  y  de  x,  dans  la  seconde 
ligne,  ont  des  valeurs  égales  ou  supérieures  à  l'unité  \  les 
exposants  ij,  4,.'-  ''■  o"^  *i6s  valeurs  égales  ou  supé- 
rieures à  2. 

Le  nombre  entier  k  peut  varier  depuis  zéro  jus- 
qu'à [p  —  i).  Lorsque  A"  =  i,  tous  les  termes,  à  partir 
du  terme  en  z'"~''~^  exclusivement,  renferment  a:  avec  un 
exposant  au  moins  égal  à  i\  lorsque  k  =^  p  —  i  l'avant- 
dernier  terme  ne  contient  le  facteur  x  qu'à  la  première 
puissance. 

Il  est  visible,  d'après  l'équation  (i),  que  l'origine  Oest 
un  point  double  de  rebroussement  pour  la  courbe  C  ;  en 
outre,  la  tangente  de  rebroussement  rencontre  la  courbe 
en  (yy -h  2  )  points  coïncidant  avec  le  point  O,  car 
pour  a:  =  o  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  est  divi- 
sible parj'''+-  ;  et,  comme  l'origine  O  est  un  point  double, 
la  tangente  de  rebroussement  aura  donc  avec  la  courbe 
un  contact  effectif  de  l'ordre  p. 

La  première  polaire  d'un  point  (a,  (3,  y)  du  plan  a 
pour  équation 


dC       „  dC.  dC 

dx         ^  dy  '  dz 


8. 


(  '>0-  ) 

c'est-à-dire 

+  [-%^  +  P^  -M'/^-/>-I)^'<F.-,>.(^,J)]^"'-^- 
+  .".-.-.[a.'-^'  -,p..'-^^+ v(/.-/.)./>,_,(.r,r) 

_l_  ^m—p+h—1     ^jf.  — îi h  [i.r  — î^ 

\_  dx  dy 

H-  7  (  w  —  ^  +  /-  —  i)  j:'.  (py,_A+/,+i  (-^,7) 

(2)    (  -f- açpp_i+i  (j:,7) 

-h^{m  —  [j  -^  k)x',  <fp-k^i, {.r,j) 
H- 

Le  point  O  est  un  point  simple  pour  la  première  polaire 
(l'un  point  quelconque,  la  tangente  est  la  droite  Oy.  En 
faisant  a?=ro,  on  constate  que  le  premier  membre  de 
l'équation  (2)  est  divisible  par  j'^''~'+' 5  car  le  terme  du 
moindre  degré  enj  provient  de  <P;,-/.+i  (o,/)  -,  et,  d'après 
les  bypotlièses  admises,  cpp-^+i  {jc,  y)  ne  renferme  pas  le 
facteur  X.  Ainsi  la  droite  Oj^  rencontre  la  première  po- 


{   i'7  ) 
lairc  en  [p  —  /  -f-  i)   poiuls  coïncidant  avec  le  [)oinl  O; 
/a  tangente  fie  rebroussenicnt  <i  donc  avec  la  première 
polaire  (Vun  point  quelconque   un   contact  électif  du 
[p  —  /i-J  "■'"'•  ordre. 

Il  est  facile  de  voir  que,  si  à  parlir  du  terme  en  z"'~>'~^ 
inclusivement,  tous  les  termes  de  Téquation  (i)  renfer- 
ment le  facteur  x  avec  un  exposant  au  moins  égal  à  2,  la 
droite  Oj'^  a,  avec  la  première  polaire  P,  un  contact  ef- 
fectif du  ;7'^""  ordre  ;  car  alors  le  dernier  terme  (j5^_<^,  {x^j) 
de  la  troisième  ligne  disparaîtra,  et  tous  les  termes  de 
ré(juation  (2)  s'annuleront  jusc[u'au  terme  en  z'""''"*"^  ex- 
clusivement. 

Ce  cas  particulier  se  déduit  évidemment  de  l'expres- 
sion précédente  i^p  —  A  ),  en  y  supposant  /(  =  o  5  on  peut 
ainsi  regarder  le  nombre  entier  A  comme  variant  de  zéro 
à  {p—i). 

Il  résulte  de  ces  considérations  que  la  courbe  C  et 
la  première  polaire  P  ont  [p — A +2)  points  com- 
nums  coïncidant  avec  le  point  O,  savoir  :  deux  points 
provenant  de  ce  que  la  polaire  P  passe  par  le  point 
double  de  lacourbe;,et  [p  —  A)  points  provenant  de  l'ordre 
du  contact,  c'est-à-dire  [p  —  A)  points  communs  consé- 
cutifs sur  la  direction  Oy. 

Donc,  le  nombre  des  tangentes  proprement  dites  ou 
la  classe  de  la  courbe  de  C  est  diminuée  de 

{p  —  /(  -h  y.  i  unités. 

3.  J'ai  dit  que  la  tangente  de  rebroussement,  qui  a 
ai^ec  la  courbe  un  contact  électif  de  Tordre  p^  était 
une  tangente  multiple  de  V ordre  p  de  multiplicité. 

Pour  le  démontrer,  rappelons  la  définition  des  tan- 
gentes multiples  : 

Une  tangente  est  multiple  de  l'ordre  p  lorsque,  parmi 
les  tangentes  menées  à  la  courbe  d'un  point  quelconque 


(3; 


(  "8) 
de  cette  droite,  il  y  a  toujours  p  tangentes  coïncidant  avec 
la  droite  considérée. 

Déterminons  ce  nombre  dans  le  cas  de  la  tangente  Oj  ; 
pourcela,  il  nous  faut  étudier  l'intersection  de  la  courbe  C 
avec  la  première  polaire  d'un  point  quelconque  de  la 
droite  Oj'.Or,  la  première  polaire  d'un  point  quelconque 
de  Oj  se  déduira  de  l'équation  (2)  en  y  supposant  az=o', 
on  trouve  ainsi 

[P^'^^  H-  7(-  -p)-^'^r-i[-^r)\  -•  • . 
-f+*-^  Ux  '-^^^  -r--l\m-p-r-  h  -  l)  .r',  <pp_A._i.+,  {x,y)\ 


z"-/»-' 


^m—p+t—\ 


_j_  -«-^     p.,.<^     '^    '*  4-  7  [m  —  2)  x-(Ax  H-  Bj) 

Le  point  O  est  aussi  un  point  de  rebroussemenl  pour 
la  polaire  P',  et  Ox  est  la  tangente  de  rebroussement. 

Pour  reconnaître  quel  est  le  nombre  des  points  coïn- 
cidant avec  O  et  communs  aux  deux  courbes  C  ou  (i) 
etP'  ou  (3),  rappelons  d'abord  ce  fait  dont  il  est  facile 
de  se  rendre  compte  : 

Si  deux  courbes  ont  un  point  double  commun  et  les 
mêmes  tangentes  distinctes  en  ce  point  double;  si,  eu 
outre,  ces  tangentes  ont,  avec  l'une  des  courbes,  la  pre- 
mière un  contact  eiTcctif  de  Tordre  I,  la  deuxième  un  con- 


(  »^y  ) 

tact  en't'clif  de  l'oidre  J,  et  que,  pour  les  branches  cor- 
respondantes de  la  seconde  courbe,  les  ordres  de  contact 
efïecllf  de  ces  tangentes  soient  au  moins  égaux  à  I  et  J, 
les  deux  courbes  en  question  auront 

(4-i  +  J) 

points  communs  et  coïncidant  avec  le  point  double. 

Prenons  maintenant  deux  courbes  ayant  en  commun 
un  point  double  ordinaire  avec  tangentes  communes,  et 
donnant  comme  cas  particuliers  les  deux  courbes  (C) 
et  (P')  5  puis  cherchons  le  nombre  des  points  communs  à 
ces  deux  courbes  et  coïncidant  avec  Torigine. 

Or,  les  équations  des  deux  courbes  (C)  et  (P')  seront 
évidemment  données  par  les  deux  équations  suivantes  : 

C,  —  O  =-  o„,[x,y]  -r-so™_,(x,/)  — .  .  .  -i-  z"'-P-''(ùp+.i[x,j) 
~  z"'-P-'  X'  ^p_;^,  [x,y)  -'-  z"-/'  xJ  Of,_j  [x,y)-^... 

-^  z"'-f+''-'x\-'{x  —  )./)  (p;,_*_,-,+.  {^,1} 
-\-  z"'-P+''  { .r' -'  (  .r  —  /.  j)  ^p-k-i,  {x,j)  -h.  .  . 

-+-  z'"-^ x{x~  Ijj  Ax  ~  B  r  )  H-  z"''-^x{x  —  'l.y  ) , 
,  r ^  dam  I 


_!__  ,m— p— I 


L        '^r 


_L.  y  i^„i  _  ^p  ^^  /  _  ,  J  j;.,- .  (jp  _  À  J  )cp^_A_,.^,  (x,  y) 
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ii—l)-^-k—{ 


ni,  -         \    tivjp-k-i.-*-'. 


dr 


-Tp.rV 


[T-\r) 


dy 

-i-  7(w  —  î)  j:(x  —  >,r)(Aj:  -f-  Bj) 
-t-  z"'-'[[3B  +  7^w  —  2)]  j:(.r  —  >.j), 
en  y  supposant  X  nul. 

Mais  les  deux  courbes  Ci  et  P',  ont  un  point  double 
commun,  et  les  deux  tangentes  communes  j:  =  o, 
X — ^  X)^  =  o.  La  première  tangente  x  =  o  a,  avec  la 
courbe  Ci,  un  contact  effectif  de  Tordre  yy,  et,  avec  la 
courbe  P', ,  un  contact  effectif  de  l'ordre  (p  —  1);  la 
deuxième  tangente  x  —  \j  =  o  a,  avec  la  courbe  Ci,  un 
contact  effectif  de  Tordre  [p  —  A),  car  elle  la  rencontre 
en  {p  —  A -f-  2)  points  coïncidents,  et,  avec  la  courbe  P',, 
un  contact  effectif  de  Tordre  (p  — A  —  1),  car  elle  la 
rencontre  en  [p  —  Ah-  i)  points  coïncidents.  Ainsi, dans 
le  cas  actuel,  !  =  />'  —  i,  S  =  p  —  A  —  1:  donc  les  deux 
courbes  Ci  et  P',  ont  (4-!-I-(-J)  ou  (2/7  — A  -f-  2)  points 
communs  coïncidant  avec  Torigine  O.  J'ajouterai  qu'il 
n'est  pas  possible  de  former  les  équations  de  deux  courbes, 
telles  queCi  et  P', ,  ayant  un  point  double  commun  et  même 
tangente,  et  possédant  plus  de  [2.p  —  A  -t-  2)  points  com- 
muns coïncidant  avec  le  point  double,  lorsqu'on  impose 
en  même  temps  à  ces  deux  courbes  la  condition  de  don- 
ner, comme  cas  particulier,  les  courbes  C  et  P'.  Car  la 
tangente  x  =  o  a  d'abord,  avec  les  courbes  Ci  et  P, ,  le 
même  contact  rospct  lif  qu  avec  les  courbes  C  et  P;  quant 
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à  la  tangente  x  —  Aj  -— o,  elle  ne  peut  pas  avoi)  a\ec 
la  courbe  Ci  un  contact  d'ordre  supérieur  à  {p —  A)  ; 
car  il  faudrait  pour  cela  introduire  le  facteur  (x  —  /.y) 
dans  la  fonction  9p_/+i  {x,y)^  et  alors,  en  supposant 
^  =  o,  on  trouverait  x^  comme  facteur  dans  le  terme 
en  ^'"-^+'-2^  ce  qui  serait  contraire  aux  hypothèses  ad- 
mises. On  raisonnerait  de  même  par  la  courbe  P', . 

Nous  conclurons  de  là,  en  supposant  ).  =o,  que  les 
deux  courbes  C  et  P'  ont  (sp  —  /c  -f-  2)  points  communs 
coïncidant  avec  le  point  O. 

Ainsi,  le  nombre  des  tangentes, distinctes  de  Oj^  qu'on 
peut  mener  à  la  courbe  d'un  point  quelconque  deOj,  est 
diminué  de  (2/? — A-f-2)  unités;  et  si,  de  ce  dernier 
nombre,  nous  retranchons  le  nombre  {p  —  A -h  2)  des 
tangentes  non  elTectives  qui  correspondent  à  un  point 
quelconque  du  plan,  il  reste  p  ,  c'est-à-dire  que,  parmi 
les  tangentes  effectives  qu'on  peut  mener  à  la  courbe 
d'un  point  quelconque  de  l'axe  Oj',  il  y  en  a  ^  qui  coïnci- 
dent avec  la  droite  Oy.  Donc  la  tangente  de  rebrousse- 
ment  est  une  tangente  multiple  de  l'ordre  p  de  multipli- 
cité. Il  est  visible  d'ailleurs  que  l'ordre  de  multiplicité  ne 
peut  pas  être  supérieur  à  p,  puisque  cette  tangente  n'a, 
avec  la  courbe  C,  qu'un  contact  effectif  de  l'ordre  p. 

4.  Une  remarque  analogue  se  présente  lorsqu'on  sup- 
pose la  classe  de  la  courbe  invariable,  c'est-à-dire  lors- 
qu'on se  donne  V équation  tangentielle  de  la  courbe. 
Dans  ce  cas,  c'est  l'ordre  de  la  courbe  qui  se  trouve  di- 
minué par  la  présence  d  une  tangente  double. 

Une  tangente  double  ordinaire,  c'est-à-dire  une  tan- 
gente double  dont  les  deux  points  de  contact  sont  dis- 
tincts, diminue  l'ordre  de  la  coxxrhe  àe  deux  unités,  et  de 
deux  unités  seulement. 

Lorsque  les  deux  points  de  contact  coïncident,  c'est-à- 


(  '^-^  ) 

dire  lorsque  la  tangente  double  est  une  tangente  d'in- 
flexion, on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

«  Si,  parmi  les  tangentes  qu'on  peut  mener  du  point 
»  d'inflexion  à  la  courbe,  il  y  en  a  (;?  -j-  2)  coïncidant 
»  avec  la  tangente  d'inflexion  (alors  le  point  d'inflexion 
»  est  en  même  temps  un  point  de  rebroussement  d'or- 
»  dre  p  pour  la  courbe  C)-,  si,  en  outre,  parmi  les  lan- 
»  génies  qu'on  peut  mener  du  point  d'inflexion  de  C  à  la 
»  première  polaire  d'une  droite  quelconques  il  y  en 
»  a.  {p  —  k  -\-i)  coïncidant  avec  la  tangente  d'inflexion 
1)  (alors  le  point  considéré  est  un  point  de  rebrovissement 
»  d'ordre  [p — A)  et  non  d'inflexion  pour  cette  pre- 
»   raière  polaire),   l'ordre  de  la  courbe  sera  diminué  de 

(p  —  >î-  -4-  2)  unités; 

»  le  nombre  entier  k  peut  varier  depuis  zéro  jusqu'à 
»    {p—  1).   » 

Pour  établir  les  diverses  parties  de  cette  proposition, 
il  suffira  d'interpréter  les  calculs  précédents  dans  le  sys- 
tème des  équations  tangentielles  -,  et  nous  considére- 
rons x^  y,  z  comme  les  distances  d'une  tangente  quel- 
conque de  la  courbe  C  aux  trois  sommets  d'un  trian- 
gle abc.  Dans  ce  système,  l'équation 

r/C  d{\  dC 

a.T  ay  dz 

représente  la  première  polaire  d  une  droite  quelcon- 
que (a,  (3,  y)  du  plan. 

Cette  interprétation  repose  sur  le  théorème  suivant, 
analogue  à  celui  (jue  j'ai  démontré  dans  la  théorie  des 
surfaces  polaires  d'un  plan,  et  que  je  ne  ferai  qu'énon- 
cer : 

u  Le  nombre  des  points  de  rencontre  d'une  droite 
»    («,|3,  y)  avec  une  courbe,  donnée  par  son  équation  tan- 
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»  genlielle,  est  égal  au  nombre  des  langenles  communes 
»  à  la  courbe  et  à  la  première  polaire  de  la  droite^  ces 
»  tangentes  touchent  la  courbe  aux  points  où  elle  est 
»   rencontrée  par  la  droite  considérée.  » 

Ceci  posé;,  nous  voyons,  par  l'équation  (i),  que  le 
sommet  a  du  triangle  abc  appartient  à  la  covirbe  C  ;  que 
la  droite  aè  {^x  =  o^j  =  o)  est  une  tangente  double 
dont  les  deux  points  de  contact  coïncident,  c'est-à-dire 
une  tangente  d'inflexion  ;  et  enfin  que,  par  le  point  «, 
passent  [p  -\~  i)  tangentes  coïncidant  avec  la  droite  ab. 

L'équation  (2)  nous  montre  que  le  point  a  appar- 
tient aussi  à  la  première  polaire  de  la  droite  quel- 
conque (a,|3,y)  ;  que  la  droite«Z>  est  une  tangente  simple, 
et  enfin  que  par  le  point  a  passent  [p  —  A  +  i)  tan- 
gentes à  la  première  polaire  coïncidant  avec  la  droite  a^. 

Or,  les  deux  équations  (i)  et  (2)  ont  en  com- 
mun [p  —  A  -h  2)  solutions  nulles  (x  =0,  }=  o)  •,  on 
peut  se  rendre  compte  de  ce  fait  en  se  plaçant  de  nouveau 
dans  le  système  des  coordonnées-point. 

Donc  la  courbe  C  et  la  première  polaire  P  d'une  droite 
quelconque  ont  (/J — Ah- 2)  tangentes  communes  coïncidant 
avec  la  droite  ab.  Par  conséquent,  le  point  où  la  droite 
quelconque  (a,  |3,  y)  rencontre  la  ligne  ab  équivaut  à 
[p  —  A" H- 2)  points  d'intersection  de  cette  droite  avec  la 
courbe  C5  mais  ces  points,  quoique  satisfaisant  aux  con- 
ditions analytiques  qui  exprimejit  qu'un  point  appar- 
tient à  une  courbe,  ne  sont  pas,  à  proprement  parler,  des 
points  de  la  courbe  C. 

Donc,  Vordre  de  la  seconde  courbe  C  est  diminué 
de  [p  —  A  H-  2)  unités. 

Je  remarquerai,  en  outre,  que  le  j)oint  a  est  un  point 
de  rebroussement  d'ordre  p  pour  la  couibe  C. 

En  eilet,  l'équation  (3)  est  la  première  polaire  d  une 
droite  quelconque   (O,  |3,  y)   passant  par  le  point  a:  et 
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comme,  d'après  la  discussion  du  n"  3^  les  équations  (i) 
et  (3)  ont  en  commun  (2/? — A  H- 2)  solutions  nulles 
i^x  =  o,y=  o)^  il  en  résulte  que  cette  droite  rencontre 
la  courbe  C  en  (2/;  —  A  -h  2)  points  coïncidant  avec  le 
point  a.  Mais,  si  de(2/j>  —  A-f-2)  on  retranche  [p  —  A-f-2) 
(nombre  des  points  improprement  dits  de  la  courbe  au- 
(|uel  équivaut  chaque  point  de  la  droite  aè),  il  reste  p  -, 
p  est  donc  le  nombre  des  points  effectifs  de  la  courbe 
coïncidant  avec  le  point  a.  Ainsi,  une  droite  quelconque 
passant  par  le  point  a  y  rencontre  la  courbe  en  p  points 
effeclifs  coïncidents-,  d'ailleu^rs,  la  tangente  est  unique; 
le  point  a  est  donc  un  point  de  rebroussement  d'ordre  p 
pour  la  courbe  C-,  il  est  en  même  temps  un  point  d'in- 
llexion. 

Le  même  raisonnement,  appliqué  à  la  courbe  P,  nous 
montre  que  le  point  a  est,  pour  la  première  polaire  P,  un 
point  de  rebroussement  d'ordre  [p  — A)-,  mais  il  n'est 
plus,  pour  la  courbe  P,  un  point  d'inflexion ,  car  la 
droite  ab  est  alors  une  tangente  simple. 


SOLUTIONS  DE  OUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  673 

(voir  S'  série,  tomo  II,  page  479}; 

Par    m.    LAISAINT, 

Lieutenant  du  génie. 

Inscrire  dans  une  parabole  un  triangle  abc  sem- 
blable à  un  triatigle  donné  ABC,  et  dont  un  des  som- 
mets a  soit  situé  en  un  point  donné  sur  la  courbe.  Cas 
particulier  oii  le  triangle  ABC  est  êquilnlèral. 


(     I2-^>    ) 

Soit  (i  l(.'  point  donné  sur  la  [)arabole  donnée  (*).  J'ap- 
pelle AB  le  plus  petit  des  deux  côtés  Alî,  AC,  et  je 
mène  par  a  une  corde  quelconque  «fi  que  je  considère 
comme  homologue  de  AB.  Je  construis  sur  a/3  un  triangle 
semblable  à  ABC.  Le  problème  a  deux  solutions  et  me 
donne  deux  sommets  y,yi  homologues  à  C.  L'intersection 
des  lieux  géométriques  de  ces  points  y,  yi  avec  la  para- 
bole fournira  la  solution  de  la  question.  Or,  l'angle  fbay 

,  «7        AC    ,,  •     T~v 

est  constant:  le  rapport  — r  =  — r    1  est  aussi.   Donc  on 
*  *^         fl  [i        AB 

obtient  le  lieu  du  point  y  en  réduisant  tous  les  rayons  «(3 
dans  un  même  rapport  et  en  faisant  tourner  tout  d'une 
pièce  la  courbe  obtenue  de  l'angle  a,  laquelle  courbe  est 
nécessairement  une  parabole.  De  même,  le  lieu  de  yi  est 
une  parabole  égale  qui  aurait  tourné  du  même  angle 
en  sens  contraire.  Notre  intention  n'est  point  ici  de 
développer  le  calcul,  assez  fastidieux  du  reste,  auquel 
donne  lieu  la  recherche  des  points  communs.  Nous  fe- 
rons seulement  observer  que,  suivant  la  position  du 
point  a  sur  la  parabole  donnée,  et  les  valeurs  de  l'angle  a 

A  O 

et  du  rapport  -—-,  les  paraboles  y,yi  peuvent  couper  cha- 
cune la  parabole  donnée  en  trois  ou  deux  points,  ou  en 
un  seul  point  (non  compris  le  point  a  nécessairement 
commun).  Le  cas  de  deux  points  communs  est  particu- 
lier, car  il  suppose  un  contact.  En  résumé,  le  problème 
peutavoir  depuis  six  solutions  jusqu'à  deux.  Il  peut  même 
n'en  avoir  qu'une,  s'il  s'agit  d'un  triangle  isocèle,  et  que 
l'angle  c^aco^^  formé  par  les  deux  solutions  obtenues, soit 
égal  à  l'angle  A.  Cela  arrive  lorsque  le  point  a  est  le 
sommet. 

Les  paraboles  y,  yj   sont  plus  petites  que  la  parabole 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  flf^iire. 
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donnée  dans  l'hypothèse  AC<C^AB.  Elles  lui  deviennent 
égales  dans  le  cas  d'un  triangle  isocèle.  Dans  le  cas  du 
triangle  équilatéral ,  on  a  en  outre  A  =  60  degrés;  de 
sorte  que  les  éléments  du  calcul  sont  fixés.  Comme  nous 
n'avons  pu  trouver  de  forme  simple  pour  ce  calcul,  ni 
dans  l'exposition,  ni  dans  les  résultats,  nous  nous  arrê- 
tons ici,  ayant  simplement  montré  à  quelle  question 
peut  se  ramener  le  problème. 

Note.  —  Une  remarque  analogue  à  celle  que  fait  M.  Laisaiit  servirait  h 
mettre  en  équation  le  problème  plus  général  :  Inscrire  dans  une  courba 
donnée  un  iriant^le  semblable  à  un  triangle  donné.  Dans  quel  cas  le  pro- 
blème relatit  à  la  parabole  est-il  susceptible  d'une  construction  par  la 
règle  et  le  compas?  P. 


Question  773 

(voir  5°  série,  t.  V,  p.  384)  ; 

Pap.  m.   Alfred  GIARD, 
Elève  du  collège  de  Douai  (classe  de  1\I.  Painvin). 

Etant  donnée  une  équation  réciproguef(^x)  =  o, 
quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  r équation  en  y,  obtenue  en  posant 

I 

X  -\ r=  r, 

X 

soit  elle-  même  réciproque  ? 

Je  rappellerai  d  abord  que  si  l'on  pose  x  -\ —  =^jKi  O" 
a  la  relation 


i  j:"  H-  — 
)  X- 


n  —  3  in  —  i){n — 5) 

—  r"—  //r"-5  -f-  n —  >-""*  -  «  ■ ^ X"""  -+ 

X"  ■?.  2.3. 

[n — p  —  I    (/?  —  p  —  21... i« — 2p-f-il 
l.i.p 


(   '^7  ) 
Cette  formule  a  été  établie  dans  les  Nonvellos  Annales, 
t.  XX.  i86i.  p.  i55. 

Cela  posé,  considérous  une  équation  de  degré  pair, 
dont  les  coefficients  des  termes  équidlstanls  des  extrêmes 
soient  égaux  et  de  mêmes  signes.  Les  autres  cas  se  ramè- 
neront au  précédent  par  la  suppression  des  racines  -^  i 
ou  —  I  , 

Soit  donc  l'équation 

AcJc'"  --A,j:=''-'-H  A,J="-'  ~.  .  .  H- A„_,  x"-+-'  -^  A^x" 

-^A„_,x"-'  -^.     .  ---  A,x  -^  A,  -■-  o. 
Divisons  par  x", 

A.(-"-^^)-A,(^---i;,)-.._A,_,(x-l)-A.=o. 

Si  l'on  pose  x -^ — ^^Ji  ^^  ^^"^  ^  on  développe  les  bi- 
nômes de  la  forme  .r"  -: d'après  la  formule  (i),  l'équa- 
tion en  >   est 

k,Y"  —  A, 7"-'  -4-  (A:—  «A,).7^-'  -r-  [A3  —  [n  —  i)  A.jj"-' 

—  A.  —  (  «  —  2)  A,  —  rt  ^^^  Ao     >-"-* 

—  A,  —  («  —  3  )  A3  ^  («  —  1 1  "~  ^  A,  I  Y"^' 

\  A,-(«— 4)A.4-(//-2)— -A:— «^ ^ ^^A,    V— 


(   i^-8  ) 

^    n  —  2  /?•  -f-  ?. 

Aj*-,  —  (  «  —  2X-  H-  3  )  A-.;;-_3  H-  (  «  —  2  X  H-  5  )  A,.*_=. 

'  2 

An  —  2/-  +  2]('/?—  2/-r-3) 

—  (//  —  2 X ■  +  7  )  : — k-iu-i  +  .  .  . 


H-  (—  I  j""  (/f  —  2  X-  -i-  2  r  H-  1  ) 

(«  —  2  /■  -h  2)  f/7  —  2  /•  -f-  3) .  - .   /?  —  2  /■  -I-  /■) 


,n-2*+l 


X 


2.3.  .  .  /• 


A,i_,/-  — lit.., 


'  2  .  .  .  (  /■  —  I  ) 

AjX— («  —  2X-  -î-  2)  A2A_2-(-  («  —  2X-  -T-  4) Aj/-^ 

^.  («  —  2X  -H  i)  («  —  2/ ■+ 2) 

—  (  «  —  2  A-  -:-  O     r Aj/!-,;  H-  .  .  . 

^  '  2  .  D 

-f-  (—  l)'"(/2  —  2X-  H-  2/-) 

+  ^  (« —  2XH-l)f/2  — 2X -4- 2)...(/?  —  2X- -h  r  —  I     , 

2.3. . .r 

[n—  2 X  -f-  I U rt  —  2  X-  H-  2  )  ..' n  —  k  —  2 


■  (—  ifn 


2.3..  .(X—i 
>/  —  2  X  -4-  I  ),..(«  —  X-  —  I  ) 


2 ...  X 


Au 


[A„_,—  3A„_3  +  5A„_5—  7A„_;H-... 

4-(—  i)'"(2/--{-  i)A„_2r—  I  +. .  .±  (/?  —  3)  A3Zp(«  —  i)  A,]  j 
[A„—  2An_,+  2A„_4.  .  •  +  (—  \Y K-^r^. .  .i±:2A,=p2Ao]r=o. 

Pour  écrire  les  derniers  termes  nous  avons  supposé 
n  pair.  Si  n  était  impair,  on  aurait  : 


-t-[A„_,  —  3A„_3  +  5A„_5-4-.  .  . 

-+-(— i)'"(2r-M)A„_,r  — n-...d:(«  — 2)A3qz/?A„]j 

+  [  A„  —  2  A„_,  -+-  2  A„_4 .  .  . 

-f-(—  i)'"2A„_,/-  +  .  .  .IJ::2A,  if:2A,]=:o. 


(  '^-9  ) 
Pour  exprimer  que  celte  équation  est  réciproque  si 
elle  est  de  degré  impair,  nous  écrirons  que  les  <  oeffioienls 
des  termes  équidistants  des  extrêmes  sont  égaux  et  de 
mêmes  signes,  ou  égaux  et  de  signes  contraires.  Si  elle 
est  de  degré  pair,  nous  écrirons  que  ces  coefficients  sont 
égaux  et  de  même  signe,  ou  que  le  terme  du  milieu  est 
nul  et  que  les  coefficients  équidistants  sont  égaux  et  de 
mêmes  signes,  ou  égaux  et  de  signes  contraires. 

1 .  Soit  Ji=  ip.  Alors  le  nombre  des  termes  est  ip-i-i. 
il  y  a  un  terme  du  milieu  en  y"~P  et  l'on  a  les  conditions  : 

Ao  - —  An  2  A,/ — '_.  — r~  2  A^ — i  •       - 

-^(— iXa„_,,-^.  .  .=b?.A,qr?.A„, 

A,  =  A„_,  —  3  A„_,,  +  5A„_s.  .  . 

-^(— i)'-A„_,,_,  -4-.  ..±(«  — 3'A,  =p(/2  —  i)  A,, 


;  A^_,  -—{n  —  p  A-?»]  Ajj-:i  -+- 


In  —  »-j-2)...(«  —  P -h  r) 


(  «  —  /?  H-  2  )  (  «  —  />>  H-  3  ) .  .  .    (  «  —   -  —  2  j 
(/!  —  />  +  2)(/I— /.  -1-3)...    l»-'^  -• 

=p;„  -  ,) /;,  ^    —--- ^  A, 

2  -  3  .  .  . I 


7. 
Aiin.  dr  Mnthè'iial.,  -i*"  série-,  t.  VI.  (Mars  1867.) 


(  i3o  ) 

I  Ap^,  —  {n  —  p -h  i)  Ap_,  ^ 

,        -,                              ,   (n—p){n  —  p-\-i)...{n—p-\-r—2)    , 
-^{-iy{n-p-^2r-i)  '. ^ "^^   3  _     '^       A/,_„ 


[n—p){n-p+  i). ..(/?-  --3 

>  -  3) -, ~^-^ -A. 

2.3...     n-^-. 


{n—p){n  —  p-h\)...ln  —  ^-^  —  ^ 

(«-!)- ■ ^ ^  A. 

...3...^ 

2 


Pour  écrire  la  dernière  égalité  nous  avons  supposé  p  pair, 
de  sorte  que  -  est  un  nombre  entier.  Si  p  était  un  nom- 
bre impair,  on  aurait  : 


'  A^_,  —  {n  ~  p  -^  3)  Ap_3  -+■ 


An — oH-2)...(« — P -h  r) 


>-/>  +  =)...  ("-'-^) 


..^.f^ 


-A. 


_  („_,^.,..(„_._^^ 


p  —  I 


2 

P  -h  l\ 

-A, 


(   '3i   ) 

A^+,  —  {n  —  p  -h  i)  A^_,  4- 


«  — W-|-?.r—  I      '— ^ 5 An-îr+, 

'  2.3. . .r  ' 


(  «  -  /^  )  (  «  -  /^  -^  •  )  •  •  •  («  -  '-^^  j 

2  ) A-i 

.        p  —  I 

2.3.  ..'- 


/J  -4-  3 

(  «  —  p  -f- 1  ) . . .  l  « 


..i...lLtl 


•      P  —  1     /;>  4-  3  j  , 

p  étant  impair, ■, v  sont  des  nombres  entiers. 

^  ^  0.  1 

Si  on  exprime  que  le  terme  du  milieu  est  nul,  on 
pourra  mettre  le  double  signe  devant  les  seconds  mem- 
bres des  relations  précédentes,  et  l'on  aura  de  plus  la  con- 
dition : 

Si  p  est  pair, 

-(/?  — /;  -t-  2)  kp^i-^  [n  -~  p  +  4) A/,_4— ... 

,        \ri  ,    „      [ii—p-{-i)[n—p-^:f)...{n—p^r  —  i) 


[n-p+i] 


(«-/^  +  2)...(^«-^-2J 


±:  (  «   -  2  j ^ Aj 

2.3...  (^-1^ 


[n  —  p^  \)...[n  — ^  -  I 

A.,  =  0. 

2 


(   i3.  ) 
Si  p  est  impair, 

kp-[n-p-^->.)kp_,^{n  _;, +  4)^-Zl.^ -A/,_, -I-..  . 

±(«-3) ^ x^ ^A, 

...3..^-:::^ 


=Pi"  — 


p  +  3' 

{n—p^i)[n-p-{-'i)...\n 

'    A,=:  O 

,3. .71^ 


2.  Supposons  maintenant  /z  impair  :  soit  n  =  2/7  H-i  ; 
alors  le  nombre  des  termes  est  ip  -{-  1,  les  deux  termes 
du  milieu  sont  de  degré  n  —  /?  et  /?  —  p  —  \,  et  Ton  a  les 
conditions  : 

A„  T^  ±:  [A„  —  2  A„_2  -f-  2  A„_, .  .  . 

+  (— i)^2A„_,,+.  .  .ztaA^ipaA,], 
A,  =^  dz[A„_,  —  3A„_5  -f-  5A„_s.  . . 

-^{—  i)'(2r  +  i)A;^,,_,  +.  .  .±(«  — 2)A.qzrtAo] 


kp  —  {n  —  p  ^1)  Ap_j  + 


/"/> 


in  —  p-^  i).  .  An  —  p  A- r—  i 

4-    —  1/   /î  — /^4-  2r)  ^ ^ '- 5^ '^ Ap-,r 

1.  .  .r 


(«  —  p  -f-  l)  (// —  p  H-  2).  .  .    («  —  -j 

:(«-2) — ^-^ ^A, 

2.3.../^-. 


[n—p^\)...  U  —  "^  —  I 
„ '-  ^^ 

2 


(  i:^3  ) 


|A„+,  -  («  — ;^  -f-  i)A^_,  -<-, 


n  —  p){n—p-i~i)...[n  —  p-hr —  2) 


+  (-.K(«-A.  +  2r-.)^ ^ \      '     \      ' -'  A,_ 


2.3.... 


^p—ir+i 


:{n-  ,) 


{n-p)(H-p^i)...   (^„-^-3^ 


2.3...'- 

2 


En  écrivant  la  dernière  égalité  nous  avons  supposé  p  pair  ^ 
si  p  était  impair  on  aurait  : 


Ap  —  («—/>  H-  2)  A„_2  -+-■ 


-+- 

l^„-p-^i){n-p-h:i)...  («-^— ) 
±(«-3) ,-A ?_/a, 


2.3... 


p—  O 


in-p-\-l){n-p-h2)...  (n-^^-^^) 

2.3...^::^ 


2 


(  i34 

/A^+,  —  {n  —  p-^i)  A^_,  + 


/        V  /                              V   (^ — P){"- — p-\-i)...{n  —  p-:-r — 2) 
-i-lY{n-p  +  ir~i)  ^ 1^ -^.^...r ^^-"-^' 


..3...^-^—^ 


{"~P){"~p-^t)   ■■{"-^^~—] 


2 

A.. 


..3...^-±^ 


A„ 


Si  l'on  suppose  Aq  =  i  dans  le  cas  où  «  est  pair  et 
lorsqu'il  y  a  un  terme  du  milieu,  on  a  -  égalités  pour  dé- 
terminer Ai,  A,,, ..,  A„;  il  reste  donc  (  ;?  )  ou  -  coeffi- 

cients  arbitraires. 

Si  l'on  suppose  qu'il  n'y  a  pas  de  terme  du  milieu, 

c'est-à-dire  si  l'on  écrit  que  le  coefficient  de  ce  terme  est 

,                      //                    n  -h  -2    ,     ,.   ,       .. 
nul,  on  aura r-  i    ou efiralites:  il  restera   donc 

2  2 


i"-"-^) 


OU coerlicients  indéterminés. 


Si  71  est  impair,  on  aura  égalités,  et  il  n  y  aura 

plus  que  (  n j  ou  coefficients  arbitraires. 

La  question  se  traiterait  de  la  mémo  manière  si  l'équa- 
lion  donnée  en  x  n'avait  pas  de  terme  du  milieu.  Si,  le 
terme  du  milieu  manquant,  les  coellicienis  des  termes 
équidistants  des  extrêmes  étaient  égaux  et  de  signes  con- 


(   '^5  ) 
Iraires,  on  ramènerait  l'équation  à  la  forme  éludiée   en 
divisant  par  x-  —  i . 

Applications.  —  i°  Considérons  l'équation 

•r*  -I-  A,x'  -+-  A.x*  -I-  AjJ:^  H-  Aj^r'  -f-  A,  j:  -4-  i  =:  o. 
L'équation  en  y  sera 

y'  ^  A,j'+  (A,  —  3)j  -+- A3— -îA,  =  o. 

Pour  que  cette  équation  soit  réciproque,  il  faut   (jue 
l'on  ait,  d'après  les  formules  générales  (2), 

I  =  A3  —  2A,,     A,  3=  A2  —  3 
ou 

I  =  —  A3  -4-  2  A,,      A,  =  —  A2  -t-  3. 

Prenons  Aj  arbitraire,  on  a 

A3  r-  A,  -1-3,      A3  =;  2 A,  -H  I 

ou 

A2  =-  —  A,  -f-  3,     A3  =-  2  A,  —  I . 

L'équation  en  )  devient 

y'  -f-  Aij--r-  hiX  -(-1=0, 
ou 

f'A-A.y- — A,j—  1=0; 

et  l'équation  en  x  prend  l'une  des  deux  formes 

\  J,-"^-!-  A,x'-!-  (A,  -f-  3)x' 

(1)1 

1         -+-(2A,-i-  l)x3—  (  A,  +  3).r'  +  A,.rH-  I  :=0, 

I  x'-t-A,j;^ — (Al-    3)j.'' 
(2)    \ 

(        -f-  (2A,^-  i)x'  — (A,  —  3)x-  -+-  A,.i-H-  1  =  o. 

2°  Eu  appliquant    les   mêmes  méthodes  au  huitième 
degré,  nous  aurons  trois  types  d'équations  de  ce  degré 


(  ï^6  ) 

doubletiwnt  rcciproques^  savoir  : 

\    X^  +  A I .-r'  H-  A,./;"  -H  4  A, .r'  H-  ( 2  A^  —  \)  x* 

'  H-  4Ai  .r'^H- As-r^ -f- A,.r -+-  I  =  o. 

(2)  x*-4-A,x'+4^-'*-f-4A,.2;*H-7x-'-f-4A,.r^-+-4-^'-+-A,j.--!-i=:(>. 

(3)  X^  -\-  k^X'  -\-  ^X^  +  iX^X'  ->r-  5  X*  -\-  1  k^x'^  -l-  ^X'^  -\~  kx  X  -\-  1=:0. 

îYoie.    —  Autre  solution    de    M.    Bodemer,    prol'esseur   au    collège   de 
Mulhouse. 


Question  790 

(voir  «•  série,  t.  V,  p,  548)  ; 

Par  m.   a.   LEMAITRE, 

Maître  répétiteur  au  lycée  de  Besançon. 

Défiiontrer  : 

1°  Que  le  mouvement  de  rangée  droit  doîiné  par 
Newton  pour  tracer  la  cissoïde  est  produit  par  le  roule- 
meiit  d  'une  parabole  sur  une  autre  parabole  égale  à  la 
première. 

2°  Que  les  lignes  décrites  par  les  différents  points  du 
plan  de  la  parabole  mobile  sont  des  courbes  du  troi- 
sième degré.  [Sept  espèces  dijférentes^d  après  la  classi- 
fication de  Newton.)  De  là,  pour  toutes  ces  courbes,  une 
génération  mécanique  semblable  à  celle  de  la  cissoïde. 

"iP  Que  les  roulettes  ainsi  obtenues  ont  une  génération 
géométrique  simple  [par points);  j aire  voir.,  en  outre, 
comment  on  peut  passer  de  cette  génération  géométrique 
à  la  génération  mécanique  [mouvement  continu). 

(E.  Habich.) 

i'' Supposons  que,  (la lis  le  rouleiuonl  de  la  parabole  MS', 
le  sommet  S'  se  soit  trouvé  en  eoiUact  avee  le  sommet  S 
tle  la  parabole  1VIS5  le  point  de  contact  étant  venu  en  AJ^ 
l'arc  MS'  est  égal  à  l'air  iMS,  et,  à  (  ause  de  l'égalité  de^. 


(   »;-57  ) 
deux  paialjulei,  les  poiiils  homologuer  scioiil,  jMJur  celle 
posilioa  de  la  figure,  syinélri(|ue.s  par  rappoi  l  à  la  lau- 


gcnle  commune  aux  deux  courbes.  Le  point  F'  symé- 
trique du  poinl  F  est  le  foyer  de  la  parabole  MS',  et  se 
trouve,  d'après  uu  principe  connu,  sur  la  directrice  F'P 
de  la  parabole  MS.  Dans  le  mouvement  de  la  para- 
bole MS',  il  décrira  cette  directrice;  tandis  que  la  direc- 
trice FP'  de  la  parabole  MS'  passe  constamment  par  le 
foyer  F  symétrique  de  F',  en  vertu  du  même  tbéorème. 
Du  reste,  la  distance  F'P'  du  foyer  F  à  la  directrice  est 
constamment  égale  h  FP,  et  le  sommet  S'  est  le  milieu  de 
cette  distance. 

On  a  donc  un  angle  droit  FP'F',  dont  un  côté  passe 
j)ar  un  point  fixe  F,  et  l'extrémité  F'  de  l'autre  côté 
constant  en  longueur  décrit  une  droite  fixe  distante  du 
poinl  fixe  F  d'une  longueur  égale  à  celle  du  côté  F'P'. 
Le  point  S' décrira  donc  une  cissoide,  d'après  la  règle  de 
Newton,  ce  (jui  justifie  la  première  partie  de  l'énoncé. 

2"  Soit  P',  un  point  du  plan  de  la  parabole,  entraîné 
dans  le  mouvement  de  celle-ci^  ce  point,  par  rapport  à 
la  tangente  commune^  restera  constamment  symétrique 
du  point  homologue  P,  pris  dans  le  plan  de  la  parabole 
fixe.  Le  prohlnne  se  idinènc  donc  à  trouver  le  lien  du 


(  i38  ) 
symétrique  de  ce  point  par  rapport  aux  tangentes  de  la 
parabole^ 

L'équation  de  la  tangente  à  la  pai^abole,  rapporlée  à 
son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet,  est 

(  I )  my  =r  m- x  -\ — , 

m  étant  variable. 

Les  coordonnées  du  poi  nt  P  étant  a,  (3,  celles  du  point  F  , 
son  symétrique  par  rapport  à  la  droite  dont  l'équation 
est  (i),  étant  X, Y, l'équation  de  la  droite  perpendiculaire 
à  la  droite  (i),  et  qui  joint  ces  deux  points,  est 

(2)  /72  (7  —  p) -+-(.r  —  a)  =  o. 

Le  point  d'intersection  des  droites  (1)  et  (2)  étant  le 
milieu  de  la  droite  (a,  |3)  (X,  Y),  ses  coordonnées  satis- 
font aux  relations 

_X  +  a  _ Y+  p 

2  2 

Remplaçant  x  el  y  par  ces  valeurs  dans  les  équations  (1) 
et  (2),  on  obtient  les  égalités 

w  (Y-f-  fi)  =  /«'(X-f  'j.)-h  p, 
/w{Y  — |5)-I-X  — a=o, 

entre  lesquelles  il  suffit  évidemment  d'éliminer  ni  pour 
obtenir  l'équation  du  lieu,  ce  qui  donne 

(a  -  X)  (  Y  -  lî)(  Y  +  p)  =  (a  -  X)-^(a  -f-  X)  -f  /.(Y  -  p^ 

On  obtient  une  vérification  de  celte  formule  en  faisant 

a  =  o,   j3  =  o,    c'est-à-dire  en   supposant  que   le  point 

qui  décrit  la  courbe  est  le  sommet  de  la  parabole  mobile. 

On  trouve 

—  X-' 

—  XY=  r=  X^  H-  p  Y%     on     Y=  =^ , 

p  -[-  \ 

ce  qui  est  l'équation  de  la  cissoide. 


(  i^y  ) 

Une  aulrc;  vériGcation  consiste  à  faire  a  =  -,  6  =^  o. 

?. 

On  doit  retrouver  la  directrice,  el  le  cercle  de  rayon  nul 
(|ui  a  le  foyer  pour  centre.  C'est  ce  qui  a  lieu  : 

(f-X)=('^^XJ^Y.(f  +  XJ=o, 


OU 


ou 


[^-.x][v..(^xy]=o. 

11  résulte  de  là  que  ces  courbes  du  troisième  degré 
peuvent  être  engendrées  par  le  roulement  d'une  para- 
bole sur  une  autre. 

3°  Au  lieu  de  considérer  Je  point  P  comme  lié  au 
mouvement  de  la  parabole,  on  peut  le  considérer  comme 
lié  au  mouvement  de  l'angle  droit  FP'F',  mouvement  qui 
est  une  conséquence  du  premier.  Du  point  P,  nous 
abaissons  la  perpendiculaire  PQ  sur  la  droite  P'F'.  La 
longueur  de  cette  perpendiculaire  est  constante.  Ainsi  la 
génération  dune  quelconque  de  ces  courbes  ne  diffère  de 
celle  de  la  cissoïde,  donnée  par  ÎNewton,  que  parce  que, 
au  lieu  de  choisir  le  point  milieu  S'  du  côté  constant  FP' 
de  l'angle  droit,  on  prend  une  longueur  FQ  constante 
sur  cette  droite;  en  ce  point  Q,  on  élève  une  perpendi- 
culaire de  longueur  constante.  L'extrémité  P'  de  cette 
perpendiculaire  décrit  la  courbe. 

On  peut  trouver  le  centre  instantané  de  rotation  des 
points  liés  au  mouvement  de  l'angle  droit  F'P'F.  D'après 
la  génération  première,  on  sait  que  ce  point  parcourt  la 
parabole  fixe,  et  n'est  autre  que  le  point  de  contact  M  des 
deux  paraboles.  Ceci  va  nous  fournir  un  moyeu  de  rêve- 
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nir  de  la  deuxième  génération  à  la  première.  En  effel,  la 
vitesse  du  point  F'  est  dirigée  suivant  F'P. 

Le  centre  instantané  de  rotation  se  trouve  donc  sur 
la  perpendiculaire  F'M  menée  par  le  point  F'  à  celle 
ligne. 

Le  point  qui  est  actuellement  en  F  se  déplace  d'une 
quantité  infiniment  petite  sur  la  direction  infiniment 
voisine  de  la  droite  FP'.  La  vitesse  de  ce  point  est  donc 
dirigée  suivant  FP';  et,  par  suite,  le  centre  instantané  de 
rotation  se  trouve  sur  la  perpendiculaire  MF  à  cette 
droite.  Ce  point  n'est  donc  autre  que  le  point  M,  inter- 
section de  MF  et  de  MF'. 

Pour  revenir  de  la  génération  par  points  que  nous  ve- 
nons d'indiquer  à  la  génération  première,  par  le  roule- 
ment de  la  parabole  mobile  sur  une  parabole  fixe,  il  faut 
d'abord  démontrer  que  le  lieu  du  point  M  est  une  para- 
bole. 11  suffît  pour  cela  de  démontrer  que  MF  =z  MF'. 
Soit  A  le  point  où  la  droite  mobile  FP'  rencontre  la 
droite  mobile  F'P.  Joignons  AM  :  les  deux  triangles  rec- 
tangles sont  égaux  comme  rectangles,  ayant  l'hypoté- 
nuse F'M  commune,  et  le  côté  AF  égal  au  côté  AF',  à 
cause  des  deux  triangles  rectangles  égaux  APF,  AP'F'; 
par  suite  MF  =  MF'. 

Or,  les  deux  triangles  APF,  AP'F'  sont  égaux  comme 
rectangles  ayant  deux  angles  opposés  par  le  sommet,  et 
un  côté  FP  égal  par  hypothèse  au  côté  FP'.  [Voir  la. 
génération  de  la  cissoïde  et  celle  des  autres  courbes 
qui  s'en  déduit.)  De  l'égalité  de  ces  deux  triangles, 
résulte  celle  de  leurs  hypoténuses  FA,  F' A;  de  celle-ci, 
comme  on  l'a  vu,  l'égalité  des  triangles  AFM,  AF'M,  cl 
celle  de  FM  et  de  F'M.  Le  lieu  du  centre  inslanlaué  est 
donc  une  parabole. 

Pour  démontrer  (juc  la  courbe  roulante  csl  une  para- 
bole,il  faut  démontrer  que  tel  est  le  lieu  du  cenlre  inslan- 
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tant'  sur  l(!  |>laii  iiiohih-  de;  l'aiiglt'  tlroll  l'P'F.  Mais  la 
(listaïuedu  point  M  au  point  F' mobile  sur  la  droite F'P 
est  coustarament  égale  à  la  distance  FM  à  la  droite  FP' 
du  système  mobile.  Le  point  M  se  trouve  donc  sur  une 
parabole  mobile,  avant  F' pour  foyer,  et  la  droite  FP 
pour  directrice. 

Note.  —  La  même  question  a  été  traitée  par  MM.  Soudan  et  Vivarès, 
élèves  de  Sainte-Barbe;  Ferdinand  Roux,  du  lycée  de  Nimes.  M.  Laisant, 
à  l'occasion  de  cette  question,  a  traité  te  cas  d'une  courbe  quelconque 
roulant  sur  une  courbe  of;ale. 


QIESTION. 

803.  Les  transformations  usitées  en  Géométrie,  comme 
la  similitude,  le  procédé  des  rayons  vecteurs  récipro- 
ques, etc.,  ont  pour  etfel  de  conserver  sans  altération 
certains  éléments  (^es  figures,  tels  que  les  angles,  etc. 
Montrer  que  les  formules  suivantes  sont  la  J'arme  la  plus 
générale  de  celles  qui  sont  relatives  à  la  sous-tangente  et 
à  la  sous-normale  en  coordonnées  rectangulaires  ou  en 
coordonnées  polaires.  Les  quatre  premières  conservent 
ces  longueurs  dans  une  courbe  quelconque,  sauf  un  rap- 
port fixe  —  qui  petit  devenir  l'unité;  les  quatre  suivantes 

les  changent  l'une  dans  Tautre,  sauf  encore  le   rappoi  t 

f,       m 
lixe  —  • 
n 

l.   Conserver,  sauf  un  rapport  constant  —  : 

i"    La  sous-tangente  en  coordonnées  rectangulaii  es 

X  —  ni.r,  +  A,      j  —  Bj'f  ; 


(  i4^^  ) 

2"   La  sous-tangente  en  coordonnées  polaires 


9=  m9,  H- A,      r=:  


n 
-^  B 


3"  La  sous-normale  en  coordonnées  rectangulaires 


^  =  «^,  H-A,      j  =  ^/7/j-^  +  B; 
4"  La  sous-normale  en  coordonnées  polaires 

e=:/?e,-|-A,     ('=wr, -l-B. 

IL   Changer,  sauf  un  rapport  constant  —  : 

1°  La   sous-tangente   en  sous-normale    (coordonnées 
rectangulaires) 

m 

^=_j^  +  A,     j-f-Bé-",; 

2"   La  sous-tangente  en  sous-normale  (coordonnées  po- 
laires) 

I 


Çl  =  mr^  -i-  A,      r^=i 


«6,  -hB 


3°  La   sous-normale    en   sous-tangente   (coordonnées 
rectangulaires) 


ar  =r  «log' r,  H- A,     jr  =:  y2/?/;r,  -f- B; 

4"  La   sous-normale  en    sous-tangente    (coordonnées 
polaires) 

0=  -  H-  A,      r  =  wO,  -'-B. 

(HaTON    de    la    CrOrPILLIÈRK.) 
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PUBLICATIONS  ItECEIVTES. 

(Tous  les  ouvrages  aniKincés  se  trouvent  à  la  librairie  de  GauthirT-Villars, 
quai  (les  Augustins,  55.) 


George  Salmon.  —  Lessons  iulroductoty  to  the  iiio- 
fieni  higher  Algebra  (Leçons  introductives  à  l'Algèbre 
supérieure  moderne)  ;  2*  édit.  In-S"  de  xvi-296  pages; 
Dublin,  1866. 

Cet  ouvrage,  que  nous  n'avons  pas  besoin  de  recommander 
à  nos  lecteurs,  est  indispensable  à  qui  veut  connaître  l'Algèbre 
moderne,  dont  le  principal  caractère  est  l'étude  de  certaines 
fonctions  qui  jouent  un  rôle  considérable,  soit  dans  la  théorie 
des  équations,  soit  dans  la  Géométrie  analvtique.  La  seconde 
édition  est  presque  le  double  de  la  première.  Relativement  à 
l'usage  des  nouveaux  mois,  l'auteur  n'a  adopté  que  ceux  qu'on 
n'aurait  pu  éviter  sans  de  longues  périphrases.  Voici  le  relevé 
des  mots  recueillis  dans  la  table  alphabétique  : 

Bezontiens.  —  Canonisants.  —  Catalecticants.  —  Combi- 
nants.  —  Commutants.  —  Concomitants.  —  Contragrédience. 

—  Contravariants.   —  Covarianls.  —  Discriminants.  —  Ema- 
nants. —  Evectants.    —  Hessiens.  —  Invariants.  —  Jacobiens. 

—  Osculants.  —  Quadrinvariants.  —  Tact-invariant  (*  ). 
Voilà  de  quoi  enrichir  le  Dictionnaire  de  M.  Littre. 

TuRQUÀN  (Louis-Viclor).  —  Thèses  présentées  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris,  i"  Algèbre  :  Résolu- 
tion numérique  des  équations  à  plusieurs  inconnues^ 
2"  INIécanique  :  Stabilité  de  V équilibre  des  corps  flot- 
tants. Ia-4"  deiv-io4  pages;  186Ô. 

La  première   thèse    a  pour  objet   la  résolution  directe  des 


(*)  Imprime  p.ir  crveMT  fnclim'ariant  dans  les  Comptes  rendus  et  dans 
nos  Annales. 
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équations  à  i>liisieurs  inconnues,  c'est-à-dire  sans  ivcourirà  l'éli- 
niinalion,  sujet  déjà  traité  par  Sarrus  et  par  ÎNI.  Ossian  Bonnet. 
M.    Turqnan    donne    un  procédé  exempt   de   toute  incerti- 
tude. 

Hugo  (C''  Léopold).  —  Théorie  des  cristalloïdes  élé- 
mentaires. Gr.  iu-8"  de  60  pages;  4  pi- 5  Paris,  i86j, 
Gauthier-\  illars. 

L'auteur  a  donné  lui-même  une  idée  de  ce  travail  dans  les 
Nouvelles  Annales  de  novembre  1866. 

Plucker. —  On  a  new  Geometry  of  space  (Sur  une  nou- 
velle Géométrie  de  l'espace).  Iu-4°  de  78  pages;  Lon- 
dres, 1866.  (Extrait  des  Transactions  philosophiques.) 

Les  beaux  travaux  de  iNI.  Plucker  lui  ont  valu  la  médaille  de 
Copley  pour  1866. 

Plateau  (Jules).  —  Recherches  expérimentales  et  théo- 
riques sur  les  figures  cV  équilibre  dune  masse  liquide 
sans  pesanteur.  In-4°  de  66  pages;  1866.  (Extrait  des 
Mènwires  de  l  Académie  de  Bruxelles.) 

Suite  des  recherches  dont   nous   avons  déjà  parlé  en   1866, 
p.  182. 

Lamarle  (Ernest).  —  Sur  la  stabilité  des  systèmes  li- 
quides en  lames  minces.  In-4"  de  168  pages;  1866. 
(Extiait  des  Mémoires  de  V Académie  de  Bruxelles.) 

Suite   et  fin  du  Mémoire  dont  nous  avons  analysé  la  partie 
théorique.  [Voir  t.  V,  p.   181.) 

Gejnocchi  (Angolo). —  Alcune.  .  •  Sur  quelques  nouvelles 
relations  modulaires.  In-4"  de  16  pages;  Naples. 
(Extrait  des  Mémoires  r/e  F  Académie  de  Naples.  ) 
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NOTICE  BIOGRAPIIIQIE  SIU  EDMOND  BOIR. 


Lno  à  la  Sociclc  Philumathique  de  Paris  le  i5  décembre  18CG, 
par  M.  le  Secrétaire  de  la  Société. 


C'est  un  tieiiil  puLlic  quand  vient  à  mourij-  l'un  de 
ces  liorames  que  leur  génie  et  les  travaux  d'une  longue 
vie  ont  faits  illustres  entre  les  savants  de  leur  temps; 
mais  une  tristesse  plus  amère  encore  saisit  tous  les  amis 
de  la  science  lorsque,  au  travers  de  leurs  plus  chères  es- 
pérances, la  mort  frappe  tout  à  coup,  en  pleine  jeunesse, 
une  haute  et  puissante  intelligence. 

Edmond  Bour  fut  ainsi  pleuré.  —  Comment  mérita-t-il 
ce  suprême  hommage  ?  Le  simple  récit  de  sa  vie  le  dira 
peut-être. 

Jacques-Edmond-Emile  Bour  naquit  à  Gray,  en  Fran- 
che-Comté, le  19  mai  i832.  Dès  son  enfance,  il  se  fît 
remarquer  par  son  intelligence  et  son  ardeur  à  l'étude,  et, 
grâce  à  ces  heureuses  dispositions,  parvint  à  acquérir, 
dans  un  petit  Collège  communal,  les  éléments  de  cette 
solide  instruction,  ou,  pour  mieux  dire,  de  cette  érudition 
littéraire  que  révélaient  sa  conversation  et  ses  écrits. 

Reçu  bachelier  es  lettres  au  sortir  du  Collège  de  Gray, 
il  aborda,  au  Lycée  de  Dijon,  l'élude  des  sciences,  et, 
en  i85o,  à  l'âge  de  dix-huit  ans,  a])rès  une  année  de 
Mathématiques  spéciales,  il  fut  admis  à  l'Ecole  Poly- 
technique. Classé  par  les  Examinateurs  d'admission 
le  64''  parmi  les  90  élèves  de  sa  promotion,  il  s'éleva 
bientôt  au  premier  rang,  qu'il  conserva  jusqu'à  la  sortie 
de  l'Ecole  :  aussi  lAcadémie  des  Sciences  de  l'Institut  lui 
décerna-t-elle,  dans  sa  séance  publique  du  27  décem- 

Ann.  tic  Mnlhrmal.,  Q«  série,  t.  VI.  (Avril  1S67.)  lO 
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bre  i852,  le  prix  annuel  fondé  par  Madame  la  Marquise 
de  Laplace  en  faveur  de  l'élève  sortant  le  premier  de 
l'Ecole  Polyleclinique. 

Elève  ingénieur  des  Mines  le  i5  novembre  i852,  Bour 
fut  proQiu,  le  i4  juillet  i855,  au  grade  d'ingénieur  de 
troisième  classe  et  envoyé  à  l'Ecole  des  ^lines  de  Saint- 
Etienne  comme  professeur  d'Exploitation  des  mines  et  de 
Mécanique.  Nommé,  le  5  décembre  i85j,  ingénieur  de 
deuxième  classe,  répétiteur  du  cours  de  Géométrie  descrip- 
tive à  rÉcole  Polvteclinique  en  1809,  professeur  à  l'Ecole 
des  Mines  en  1860,  il  occupa,  le  2  mars  1861,  à  l'âge  de 
vingt-neuf  ans,  Tune  des  deux  chaires  de  Mécanique  à 
l'École  Polyteclinique. 

Quelques  dates  résument  ainsi  la  carrière  officielle  de 
l3our5  mais  une  minutieuse  analyse  de  ses  travaux  pour- 
rait seule  donner  une  idée  complète  des  progrès  que  lui 
doivent  les  sciences  mathématiques.  A  celte  sérieuse 
étude,  dont  elle  ne  saurait  comporter  les  longs  dévelop- 
pements, cette  Notice  doit  au  moins  suppléer  par  un  ra- 
pide aperçu  des  sujets  traités  dans  des  Mémoires  désor- 
mais célèbres. 

Le  premier  travail  personnel  de  Bour  qui  ait  appelé  sur 
lui  la  sérieuse  attention  de  ses  professeurs  fut  une  théorie 
nouvelle  de  Vélectro-djndinique,  qu'il  produisit  dans  ses 
examens  à  l'Ecole  Polytechnique.  Très-appréciée  alors 
par  M.  de  Senarmont,  de  regrettable  mémoire,  cette 
théorie  n'a,  malheureusement,  jamais  été  publiée. 

Encore  élève  à  l'Ecole  des  Mines,  Bour  soumit,  le 
5  mars  i855,  à  l'Académie  des  Sciences,  un  Mémoire  sur 
Vintcgrniion  des  équations  dijfùrentielles  de  la  Méca- 
nique analytique,  u  Les  géomètres  liront  avec  intérêt, 
dit,  au  sujet  de  ce  travail,  M.  Liouville,  au  nom  de  îa 
Commission  chargée  de  l'examiner,  le  IMémoire  de 
IM.  Bour.  C'est  dans  les  excellentes  hcons  de  M.  Bertrand 
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que  M.  Bout  a  surtout  puisé  les  idées  premières  de  son 
travail  5  l'élève  s'est  montré  digne  du  maître.  JNous  pro- 
posons à  l'Académie  d'approuver  le  Mémoire  de  M.  Bour 
et  d'eu  ordonner  l'insertion  dans  le  liccneil  dns  Savants 
étrangers.  » 

Ces  conclusions  furent  adoptées,  et  le  Mémoire  parut 
à  la  fois  dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers,  t.  XIV, 
les  Comptes  rendus,  t.  XL,  et  le  Journal  de  Mathéma- 
tiques,  t.  XX. 

Dans  ce  remarquable  travail,  l'auteur  commence  par 
établir,  en  complétant  un  théorème  de  M.  lîertrand,  que 
l'on  peut  arriver,  de  proche  en  proche,  à  mettre  la  solu- 
tion complète  d'un  problème  de  Mécanique  sous  la  forme 
canonique  de  deux  séries  d'intégrales  conjuguées  deux  à 
deux,  telles,  que  l'une  quelconque  d'entre  elles,  combi- 
née avec  toutes  les  autres  pour  former  la  fonction  de 
Poisson,  donne  l'unité  avec  sa  conjuguée  et  zéro  avec  tout 
le  reste.  11  démontre  ensuite,  et  c'est  là  la  partie  essen- 
tielle de  son  Mémoire,  que  la  connaissance  d'une  inté- 
grale quelconque  permet  d'abaisser  de  deux  unités  l'ordre 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  problème,  sans 
toutefois  servir  à  réduire  de  nouveau  le  degré  de  l'équa- 
tion transformée,  à  laquelle  celte  intégrale  devient  étran- 
gère. 

Cette  ressource  épuisée,  Bour,  remarquant  que  l'équa- 
tion réduite  obtenue  admet  des  intégrales  étrangères  à  la 
question,  montre  que,  si  l'on  connaît  une  de  celles-ci,  on 
peut  souvent  abaisser  l'ordre  de  cette  équation  réduite, 
en  divisant  les  intégrales  inconnues  eu  plusieurs  groupes, 
donnés  par  des  équations  distinctes,  ce  qui  est  bien  dans 
la  nature  des  problèmes  ordinaires  de  INIécaniquc. 

Ace  premier  travail  de  Bour  était  réservée,  après  celle 
de  l'Académie,  une  autre  consécration,  la  plus  flatteuse 
que  pût  désirer  le  jeune  auteur,  le  suffrage  posthume  de 

lO. 
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l'illusire  Jacobi.  Depuis  iSSj,  le  moiule  savant  atteiulaii 
inipatiemment  l'apparition,   annoncée  dès  cette  époque, 
d'un  important  ouvrage  de  ce  grand  géomètre  sur  la  Mé- 
canique analytique. 

«  La  publication  posthume  de  ce  travail,  dit  Bour  lui- 
même,  vient  de  commencer  dans  le  Journal  de  Crelle^ 
par  les  soins  de  M.  Clebsch,  et  c'est  avec  une  bien  vive 
satisfaction  qu'en  tenant  compte  de  la  différence  entre  le 
couronnement  de  l'œuvre  d'un  maître  et  les  essais  incer- 
tains d'un  élève,  j'ai  retrouvé  dans  la  nouvelle  méthode 
de  Jacobi  l'identité  la  plus  parfaite  avec  celle  que  j'ai  eu 
l'honneur  de  soumettre  à  l'Académie  des  Sciences  dans  la 
séance  du  5  mars  i855.  » 

Devant  une  pareille  déclaration,  tout  commentaire  de- 
vient inutile,  surtout  si  l'on  observe  qu'à  l'apparition  de 
ce  Mémoire  Bour  n'avait  pas  vingt-trois  ans. 

Ce  brillant  succès  obtenu  par  Bour  au  commencement 
de  sa  carrière  lui  valut,  de  la  part  du  Ministre  de  1  In- 
struction publique,  l'autorisation  de  subir  les  épreuves 
du  doctorat  es  sciences  mathématiques,  sans  justifier  des 
grades  inférieurs.  Il  soutint  ses  Thèses,  devant  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris,  le  3  décembre  i855. 

La  première,  relative  à  la  Mécanique  céleste,  traitait  du 
problème  des  trois  corps,  célèbre  par  l'étude  dont  il  avait 
été  l'objet  de  la  part  des  plus  grands  géomètres.  Bour  ap- 
pliqua à  cette  question  les  règles  indiquées  dans  son  pré- 
cédent Mémoire,  et  les  résultats  qu'il  obtint  firent  sensa- 
tion dans  le  monde  savant.  Quelque  temps  auparavant, 
Jacobi,  après  avoir  fait  remarquer  f[u'on  pouvait  consi- 
dérer l'un  des  corps  comme  fixe,  avait  donné  les  équations 
du  mouvement  des  deux  autres  sous  une  forme  qui  paraît 
n'avoir  rien  de  commun  avec  celle  sous  laquelle  se  pré- 
sentent d'ordinaire  les  écjuations  différentielles  de  la  I\Ié- 
caniquc  analytique.  Bour  fit  plus  :  il  parvint  à  réduire  le 
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cas  général  à  celui  du  moiivcincnt  dans  un  plan,  et  à  ra- 
mener les  équations  du  pioblènic,  ainsi  simpllliées,  à  la 
forme  canonique.  Son  travail  se  résumait  en  ce  tliéorème 
remarquable  : 

Pourinfégier  le  problème  des  trois  corps  dans  le  cas 
le  plus  général,  il  suffit  de  résoudre  le  cas  oit  le  moiive- 
ment  a  lieu  dans  uji  plan,  et  d'avoir  ensuite  égard  à  une 
fonction  perturbatrice  égale  au  produit  (Tune  constante 
dépendant  des  aires  par  la  somme  des  moments  d^ iner- 
tie des  corps  autour  d'un  certain-  axe,  diuisé  par  le 
carré  du  triangle  Jbi  nié  par  les  trois  corps. 

La  seconde  Thèse  consistait  en  une  Étude  sur  Fat- 
traction  rpi  exercerait  une  planète^  si  l'on  supposait  sa 
niasse  répartie  sur  chaque  élément  de  son  orbite^  pro- 
portion ncdlemefit  au  temps  employé  à  la  parcourir.  La 
solution  de  ce  problème,  recherchée  pour  la  première 
fois  par  Gauss,  en  vue  de  la  théorie  des  perturbations, 
reçut  de  Bour  tous  les  développements  qu'elle  compor- 
tait. 

■  Peu  après  ces  nouveaux  travaux,  par  lesquels  le  jeune 
géomètre  soutint  et  accrut  encore  sa  renommée  naissante, 
il  reçut,  de  la  part  de  l'illustre  Biot,  avec  une  lettre  qui, 
elle  seule,  constituait  un  titre  d'iiouneur,  quelques  vo- 
lumes de  Mémoires  mathématiques,  dont  le  vénérable 
savant  traçait  ainsi  l'histoire  : 

«  Celte  précieuse  collection  de  Mémoires  de  Lagrange 
tiie  son  origine  de  d'Alembcrt-,  il  la  composa  avec  des 
exemplaires  que  Lagrange  lui  envoyait  de  Berlin.  Il  en  fit 
présent  à  Condorcet,  sous  la  condition  de  la  tiansmcttie 
à  quelque  jeune  homme  laborieux  quand  elle  ne  lui  serait 
plus  nécessaire.  Elle  est  venue  successivement,  sous  la 
même  condition,  de  Condorcet  à  Lacroix,  de  I.acroix  à 
M.  Biot,  avec  addition  de  plusieurs  autres  pièces.  M.  Biot 
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la  donna  à  J.  Binct.  Binet  n'en  ayant  pas  disposé  de 
son  vivant,  elle  est  rentrée  dans  les  mains  de  M.  Biot,  qui 
la  transmet,  sous  les  mêmes  conditions,  à  M.  Bour, 
comme  un  témoignage  d'estime  pour  son  zèle  et  pour  les 
beaux  travaux  mathématiques  par  lesquels  il  s'est  an- 
noncé aux  amis  des  sciences.  » 

Cette  distinction  unique,  récompense  éclatante  de  Ira- 
vaux  heui'eusement  accomplis,  était  en  outre,  et  surtout, 
une  marque  de  confiance  qui  obligeait  l'avenir.  Chacun 
sait  comment  Bour  avait  déjà  justifié  cette  confiance, 
lorsque  la  mort  est  venue,  longtemps  avant  l'heure,  l'ar- 
racher à  ses  persévérantes  et  fécondes  recherches,  sans 
lui  laisser  même  le  temps  de  décerner,  à  son  tour,  cette 
glorieuse  récompense.  Ce  fut  son  collègue  et  ami  , 
M.  Mannheini,  qui  dut  assurer  le  sort  de  ce  précieux 
dépôt  :  il  le  transmit  à  l'Académie  des  Sciences,  et  celte 
compagnie  décida  qu'elle-même  décernerait  cette  récom- 
pense à  un  jeune  savant,  qui  eu  disposerait  ensuite  sui- 
vant les  intentions  du  premier  fondateur. 

«  Persévérez  invinciblement,  écrivait  Biot  à  son  jeune 
protégé,  dans  la  voie  où  vous  avez  déjà  commencé  à  mar- 
cher avec  tant  de  succès Si  vous  poursuivez  votre  car- 
rière scientifique  avec  le  même  courage  que  vous  y  avez 
porté  d'abord,  chaque  nouveau  pas  que  vous  y  ferez  sera 
pour  vous  un  accroissement  d  honneur.,..  »  Fortifié  par 
ces  sympathiques  encouragements  contre  rabattement 
qu'il  avait  tout  d'abord  éprouvé  en  se  voyant  privé,  par 
son  éloignement  forcé  de  Paris,  des  plus  précieuses  res- 
sources S(ienlifi(jues,  Bour  se  remit  à  l'œuvre  avec  une 
ardeur  nouvelle.  Le  26  février  i856,  il  avait  présenté  à 
l'Académie  des  Sciences  un  Mémoire  sur  les  motive/neuts 
relatifs  [Comptes  rendus,  t.  XLII)  ;  le  5  janviei-  i85;7,  il 
eu  donna  un  autre  sur  la  résolution  des  équations  iiu- 
incriques  du  troisième  dc^ré  au    moyen    de  la  rèi^le  à 
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calcul  [Conijitcs  rendus,  l.  XLIV).  Enfin,  il  aborda  Vélndc 
(les  surfaces  qui  peuvent  s^  appliquer  les  unes  sur  les  au- 
tres sans  déchirure  ni  duplicature ,  (jueslioii  proposée 
l)ar  l'Acadcruic!  des  Sciences  pour  le  grand  prix  de  iMa- 
lliémaliques  en  1861.  Le  Mémoire,  désormais  célèbre, 
que  Rour  soumit  au  jugement  de  l'Académie,  confirma 
une  fois  de  plus  l'incontestable  supériorité  de  son  auteur. 
«  M.  Bour,  dit  M.  Bertrand  dans  son  Rapport  (séance  du 
25  mars  1861),  ne  s'est  proposé  rien  moins  que  l'intégra- 
tion complète  des  équations  du  problème,  dans  le  cas  où 
la  surface  donnée  est  de  révolution.  Les  méthodes  ordi- 
naires du  calcul  intégral  ne  semblent  pas  ici  applicables; 
il  a  mis  à  profit  une  indication  rapide,  jetée  comme  en 
passant  par  Lagrange  dans  un  de  ses  Mémoiies,  et  dans 
l'application  de  laquelle  l'illustre  géomètre  signalait  lui- 
même  de  graves  dillicultés.  Cette  méthode  consiste  d'a- 
bord à  former  une  solution  complète  de  l'équation  diffé- 
renlielle  du  second  ordre,  dans  laquelle  figurent  cinq 
constantes  arbitraires,  et  à  en  déduire  la  solution  gétié- 
rale  pav  la  variation  de  ces  constantes.  Les  difficultés  que 
Lagrange  avait  aperçues  et  signalées  ont  été  très-habih;- 
ment  et  très-heureusement  surmontées  dans  le  ÏMémoire 
n"  1.  l^a  Commission  espère  que  le  savant  auteur  géné- 
ralisera sa  belle  analyse,  et  que  le  Calcul  intégral  recevra 
par  là  un  perfectionnement  notable.  Il  sera  juste  de  rap- 
porter à  Lagrange  la  gloire  d'avoir  ouvert  cette  voie 
nouvelle,  mais  le  concours  actuel  occupera  néanmoins 
une  [)lace  dans  l'histoire  de  son  développement. 

»  En  résunié,  la  Commission  accorde  le  prix  de  Malhé- 
matiques  au  Mémoire  inscrit  sous  le  n^'  i,  ayant  pour 
devise  :  Je  plie  et  ne  romps  point,  dont  l'auteur  est 
M.  Rour,  professeur  à  l'Ecole  Polytechnique.  » 

(!e  magnififjue  travail  a  paru  dans  le  XXXLX*^  Cahier 
i\u  ,/our/itd  de  TEcole  Polytcc/inique^   mais  légèrement 
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modiiié  dans  sa  Ibtnie,  l'auteur  ayant  séparé  de  ses  théo- 
ries purement  géométriques  les  recherches  analytiques 
auxquelles  elles  l'ont  conduit,  recherches  relatives  à  l'in- 
tégration de  certaines  équations  différentielles  partielles 
du  premier  et  du  second  ordre. 

Dans  sa  Théorie  de  la  déformation  des  surfaces^  le 
problème  une  fois  mis  en  équation  dans  les  termes  les 
plus  généraux,  Bour  en  recherche  la  solution  par  trois 
niétliodes  distinctes. 

La  première,  tout  analytique,  conduit,  par  l'emploi 
des  coordonnées  symétriques,  à  une  équation  différen- 
tielle dont  Tintégration  générale,  dans  certains  cas  où  elle 
se  simplifie,  est  étudiée  dans  le  Mémoire  spécial  annoncé 
plus  haut. 

Dans  sa  deuxième  méthode  ,  fondée  sur  l'usage  des 
coordonnées  géodésiques,  l'auteur  parvient  à  dégager, 
d'un  assez  grand  nombre  de  relations  secondaires,  celles 
<tu  il  nomme  équations  fondamentales  ,e\.  à'  oixsQ  déduit, 
à  son  point  de  vue,  toute  la  théorie  des  surfaces. 

Après  avoir  interprété  géométriquement  les  fonctions 
qu'elles  renferment,  et  montré  que  tout  dépend,  en  défî- 
uiiive,  deces  éléments,  parfaitement  définis,  analytique- 
ment  et  géométriquement,  Bour  déduit  de  ces  équations 
fondamentales,  parmi  certaines  propositions  nouvelles,  le 
théorème  de  Gauss  sur  la  constance  de  la  courbure  en 
chaque  point  des  surfaces  qui  se  déforment  5  il  les  applique 
ensuite,  soit  à  des  problèaics  se  rattachant  directement  à 
la  question  proposée,  soit  à  d'autres,  un  peu  éirdngiMs 
peut-être  à  ce  sujet,  mais  dont  la  solution  prouve  bien  la 
puissajice  de  ces  équations  fondamentales,  et  confiiine 
1  importance  capitale  c[ue  l'auteur  leur  attribue.  C'est 
ainsi  que,  dans  un  chapitre  relatif  au  développeincnt  des 
surfaces  réglées,  Bour  conimejice  par  déduire  des  foi- 
mules  la  lh('orie  complète  des  surfaces,  puis  détcnviinc, 
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alors  sculemcnl,  les  surfaces  réglées  applicables  sur  di- 
verses surfaces  :  ellipsoïde  de  révolution,  liyperboloïde  à 
une  nap[)C,  hélicoïde  réglé. 

Do  même,  à  roccasion  du  développement  des  surfaces 
de  révolution,  dont  l'étude  lui  fournit  ses  résultats  les 
plus  importants,  Bour,  ayant  découvert  ce  théorème  re- 
marquable, que  toute  surface  hélicoïdale  est  applicable 
sur  une  surface  de  révolution,  étudie,  toujours  à  l'aide 
de  ses  équations  foudatnentales,  les  liélicoïdes  en  général, 
avant  d(î  traiter  quel(jues  exemples  inléressanls.  EnGn, 
s' écartant  francheniput  de  l'objet  principal  de  son  Mé- 
moire, il  montre  toute  l'importance  de  ses  formules 
fondamentales,  en  les  faisant  servir,  dans  un  chapitre 
épisodique  intitulé  :  Applications  diverses,  à  l'élude  des 
surfaces  qui  ont  leurs  courbures  principales  égales  et 
opposées,  de  celles  à  courbure  moyenne  constante,  et 
enfin  de  celles  dont  les  courbures  principales  sont  partout 
égales  et  de  même  signe.  Bour  applique  aussi  avec  un 
égal  succès  les  coordonnées  symétriques  imaginaires  à 
des  problèmes  du  même  genre. 

La  théorie  de  la  déformation  des  surfaces  se  termine 
par  l'exposé  et  l'application  de  la  troisième  méthode, 
signalée  au  début  de  cet  aperçu.  Cette  méthode,  d'aspect 
bizarre,  qui  ne  semble,  au  premier  abord,  se  justifier  que 
par  le  succès,  constitue  cependant  par  ses  résultats,  d'a- 
près sorv  auteur  lui-même,  ce  qu'il  y  a  de  plus  neuf  et  de 
plus  inattendu  dans  toute  cette  théorie  géométrique. 

A  la  fin  de  ce  grand  ouvrage,  Bour  annonçait  l'appari- 
tion prochaine  d'un  appendice  sur  la  théorie  des  sur- 
faces caustiques,  théorie  qui,  suivant  ses  propres  ex- 
pressions, présente  des  rapports  fort  curieux  avec  celle 
de  la  déformation  des  surfaces.  Le  temps  lui  a  malheu- 
reusement manqué  pour  achever  ce  complément  de  son 
œuvre. 
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Dans  les  séances  de  l'Académie  des  Sciences  des  17  fé- 
vrier, 10  et  17  mars  1862,  Bour  analysa  son  beau  Mé- 
moire sur  V intégration  des  équations  dijfcrentielles 
partielles  du  premier  et  du  second  ordre,  qui  fait  suite 
au  précédent  et  se  trouve,  comme  celui-ci,  dans  le 
XXXIX '^  Cahier  du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique. 

Après  un  court  exposé  de  l'état  de  la  question,  l'au- 
teur résume  et  complète  ses  recherches  sur  ce  vaste 
sujet;  il  rappelle  le  théorème  fondamental  qu'il  avait 
démontré  antérieurement,  au  tome  XIV  du  Recueil  des 
Savants  étrangers,  et  eu  déduit  une  nouvelle  mélliode 
d'abaissement  des  équations  ditîérentielles  de  la  Dyna- 
mique. Passant  ensuite  aux  équations  du  premier  ordre, 
il  applique  sa  méthode  à  l'intégration  des  équations  dif- 
Jérenlielles  de  la  ligne  géodêsique  sur  une  surface  quel- 
conque^ problème  dont  il  avait  annoncé  la  solution 
comme  second  appendice  au  Mémoire  sur  la  déformation 
des  surfaces.  Il  tei^mine  par  des  considérations  impor- 
tantes sur  l'intégration  des  équations  du  second  ordre. 
A  cette  occasion,  Ai.  Liouville  s'est  exprimé  ainsi  (séauce 
du  10  mars  1862  de  rxAcadémie  des  Sciences)  : 

«  ....  Dans  les  pages  peu  nombreuses  insérées  aux 
Comptes  rendus,  chaque  mot  est  une  idée.  J'ai  donc  eu 
le  bonheur  de  voir  M.  Bour  répondre  entièrement  à  ce 
que  j'annonçais  de  lui  comme  Rapporteur  d'un  premier 
travail  présenté  .à  l'Académie  en  1 855.  Désormais  M.  Bour 
a  son  lang  fixé  près  des  maîtres.  Il  ne  s'agit  plus  d'un 
jeune  homme  donnant  des  espérances,  mais  d'un  grand 
géomètre  qui  a  tenu  les  promesses  brillantes  de  sa  jeu- 
nesse. » 

Bour  avait  alors  trente  ans. 

A  la  suite  de  ces  succès,  il  fut  Inscrit  sur  la  liste  des 
candidats  au  fauteuil  laissé  vacant  à  l'Académie  des 
S(  icnces  par  la  moi  t  de  M.  Biut.  Ses  titres  nombreux  et 
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brillants  semblaient  assurer  son  élection  :  cependant 
l'Académie,  faisant  entrer  en  ligne  de  compte,  outre  la 
valeur  des  travaux,  la  durée  de  la  carrière  scientifique, 
crut  devoir  lui  préférer  un  autre  géomètre,  qui  dc[)ui5 
longtemps  s'était  fait  connaître  par  de  savantes  recher- 
ches. Pour  les  amis  de  Bour,  pour  l'Académie  elle-même, 
ce  n'était  que  partie  remise;  à  ses  yeux,  ce  fut  partie  per- 
due. «  Faut-il  s'en  étonner?  disait  (quelques  années  plus 
tard  M.  Couriiol  sur  la  tombe  de  son  jeune  ami.  Nous 
avons  tous  nos  tristes  pressentiments,  et  quelque  cliose 
apparemment  lui  disait  trop  bien  qu'il  n'avait  pas  le 
loisir  d'attendre  !  » 

Après  celte  déception,  qu'il  ressentit  trop  profondé- 
ment, Bour  ne  publia  plus  qu'un  Mémoire,  inséiéen  i863 
dans  le  Journal  de.  Mathématiques ^  i'^  série,  t.  \I1I.  Ce 
travail,  digne  des  précédents,  se  rappoi  te  au  mouvemeiit 
relatif,  dont  il  parvint  à  mettre  les  équations  sous  la  forme 
canonique-,  la  question  se  trouva  ainsi,  au  point  de  vue 
de  l'intégration,  ramenée  à  celle  du  mouvement  absolu. 
Cette  théorie  forme  dès  maintenant  un  complément  in- 
dispensable à  la  Mécanique  analytique.  Bour  l'appliqua 
d'abord  au  mouvement  relatif  d'un  ensemble  de  points 
libres,  puis  à  celui  d'un  système  à  liaisons  quelcontjues. 
Enfin,  il  se  servit  de  la  méthode  d'intégration  dont  il  a 
été  question  plus  haut,  à  plusieurs  reprises,  pour  traiter 
quelques  problèmes  intéressants  :  mouvement  des  projec- 
tiles dans  le  vide,  en  tenant  compte  du  mouvement 
diurne,  et  mouvement  d'un  solide  de  révolution,  puis 
d'un  corps  quelconque,  libre  de  tourner  autour  de  son 
centre  de  gravité  fixé  sur  la  terre. 

Au  milieu  de  tant  de  laborieuses  recherches,  Bour  sui- 
vait assidûment  les  séances  de  la  Société  Philomalhique 
de  Paris,  dont  il  était  membre  depuis  le  7  avril  1860,  et 
à  laquelle  il  communicjua  des  Notes  inléiessantes,  entre 
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autres  :  .<///•  lu  coniposition  des  rotations,  sur  les  cônes 
circulaires  l'onlanls. 

Le  28  janvier  i865,  Ti^cadémie  de  Besançon  décerna 
le  liire  de  Membre  associé  correspondant  à  ce  jeune  géo- 
mètre, déjà  Tune  des  gloires  de  la  Franche-Comté. 

Dans  les  dernières  années  de  sa  vie,  Bour  parait  s'être 
surtout  occupé  de  rédiger,  avec  un  soin  infini,  pour  le 
publier,  le  Cours  de  Mécanique  qu'il  professait  à  l'Ecole 
Polytechnique. 

Le  premier  fascicule  de  cet  ouvrage,  contenant  la 
Cinématique,  a  seul  paru,  cjuelques  mois  avant  la  mort  de 
son  auteur;  mais  le  Discours  iiréliminaire,  chef-d'œuvre 
de  logique  et  d'érudition,  suffit  à  faire  juger  de  l'esprit  de 
l'œuvre.  En  quelques  pages  claires  et  concises,  Bour  défi- 
nit l'objet  de  la  science,  trace  les  voies  par  lesquelles  elle 
le  poursuit  et  l'atteint,  et  parvient  à  faire  pressentir  déjà 
cette  admirable  unité  de  la  Mécanique  que  la  suite  de  son 
Cours  affirmera  constamment. 

La  publication  de  ces  belles  leçons,  connues  seulement 
Jusqu'ici  de  quelques  élèves  de  l'Ecole  Polytechnique, 
sera  heureusement  continuée,  grâce  aux  soins  de  l'amitié, 
sûre  de  confirmer  par  une  œuvre  de  plus  le  témoignage 
de  toutes  celles  qui  perpétueront  le  nom  de  Bour. 

Bour  est  mort  le  8  mais  1866,  dans  sa  trenle-c^uatrième 
année,  au  Yal-de-Gràce  (1),  où,  quelques  semaines  aupa- 
ravant, il  était  allé  chercher  les  soins  dont  le  privait 
l'absence  de  sa  famille,  et  le  repos  indispensable  qu'il 


(1)  La  ville  de  Cray  a  réclamé  les  restes  de  son  enfant.  IJne  souscrip- 
tion l'aile  parmi  les  compalrioles  de  Bour  a  permis  de  lui  élever  un 
monumental!  cimetière  et  défaire  exécuter  son  buste  destiné  à  riuMcl 
de  ville. 

Bour  a  toiijours  conservé  un  tendre  atiachemont  pour  sa  ville  natale  : 
il  lui  faisait  régulièrement  don  t!e  tontes  ses  ]iublications;  aussi  les  ma- 
nuscrits trouves  après  sa  mort  ont-ils  l'tc  od'crts  à  I.t  biblii)tliè(|iu'  de 
r.rav. 
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n'avait  pas  hésité  à  sacrifier  pour  remplir,  jusqu'à  épui- 
sement de  ses  fondes  défaillantes,  ses  devoirs  de  professeur. 
La  maladie  qui  Ta  tué,  activée,  sinon  provoquée,  par  les 
fatigues  de  deux  grands  voyages,  l'un  en  Algérie,  pour 
l'observation  de  Téclipse  du  18  juillet  1860,  l'autre  en 
Asie  Mineure,  pendant  l'été  de  i863,  pour  de  longues 
explorations  métallurgicfues  ,  minait  depuis  longtemps 
cette  santé  précieuse,  lorsqu'à  éclaté  tout  à  coup  la  cata- 
strophe suprême.  Nul  pourtant  ne  la  pressentait  si  pro- 
chaine parmi  ses  amis,  dont  l'espérance  obstinée  survi- 
vait encore  à  de  trop  rudes  épreuves  !  «  C'est  toujours  un 
spectacle  douloureux,  a  dit  M.  le  colonel  Ri ffault  devant 
cette  tombe  sitôt  ouverte,  de  voir  la  mort  frapper  la  jeu- 
nesse. Mais  combien  l'émotion  n'est-elle  pas  plus  pro- 
fonde quand,  à  la  douleur  de  la  famille,  vient  s'ajouter 
un  deuil  public,  quand  celui  qui  part  avant  l'heure  a  déjà 
donné  le  droit  de  dire  sur  sa  tombe  :  Une  grande  intelli- 
gence vient  de  s'éteindre,  m  Et,  aussi  bien,  le  temps,  qui 
amortit  les  plus  cruelles  impressions,  adoucira  peut-être 
uu  jour  pour  la  famille  et  les  amis  d'Edmond  Bour  l'a- 
mertume de  la  perte  du  fils  et  de  l'ami:  il  n'affaiblira 
jamais  les  regrets  qu'a  laissés  à  tous  ceux  qui  cultivent 
a  ces  hautes  connaissances,  le  plus  digne,  le  plus  impé- 
rissable objet  des  ellorts  de  l'homme,  »  cet  esprit éminent, 
éteint  dans  la  plénitude  de  sa  puissance  créatrice.  Qu'est-il 
besoin,  d'ailleurs,  de  redire  ces  choses  à  ceux-là  mêmes 
qui,  par  la  plus  touchante  inspiration,  viennent  d'adop- 
ter, en  quelque  sorte,  la  sœur  du  grand  géomètre,  de 
l'ami  dont  ils  déplorent  la  perle  irréparable  ? 
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NOIYELLE  THEORIE 
DU  DÉPLACEMENT  COHIMI  Wm  CORPS  SOUDE  j 

Par  IM.  PICART. 


1.  On  peut  considérer  un  corps  solide  en  mouvement 
coninfe  une  figure  géométrique  qui  se  déplace  d'une  ma- 
nière continue  en  restant  constamment  égale  à  elle-même, 
et,  à  ce  point  de  vue,  comme  l'égalité  de  deux  figures  est 
un  cas  particulier  de  l'homographie,  la  question  du  dé- 
placemetit  d'un  corps  solide  apparaît  comme  une  face 
du  problème  plus  général  de  la  déformation  homogra- 
phique  continue  d'une  figure  géométrique  quelconque. 

2.  Si  Ton  désigne  par  x^  j,  z  les  coordonnées  d'un 
point  d'une  figure,  et  par  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du 
point  homologue  de  la  figure  homographique  ,  on  sait 
que  la  correspondance  des  deux  figures  est  définie  parles 
relations 

A^-^-Rr-l- Cz  +  H 


inx  -r-  nj  -\-  pz  ~\-  i 

A'.7:  +  B'.r-4-C'3-!-H' 

mx  -h  ny  -i-  pz  -+-  i 

k"x  +  B"r  +  C"z  -1-  H" 

(•)  ^.  Y  = 

[    Z  = 

\  mx  +  «j  -t-  yyz  +  I 

le  plan  représenté  par  l'équation 

mx  -f-  /?>'  -î-  /;z  H-  I  =  o 

correspond,  dans  la  première  figure,  aux  points  à  l'infini 
de  la  seconde. 

Si   les  points  homologues  de  deux  figures  sont  tous  à 


(  »^9  ) 
distance  liuio,  ce  plan  doit  être  à  l'infini,  et   1rs   for- 
mules (i)  pi-uvcnt  s'écrire,  dans  ce  cas, 

iX  —  r  =  A,j:  -f-  B  j  -h  C  z  H-  U, 
Y  —  j  =  A',  x-f-  B'j  -t-  C'z  H-  H', 
Z  —  z=z  A",  .r  H-  B"r  +  C"z  -+-  H". 

3.  Supposons  maintenant  que  les  deux  figures  soient 
infiniment  voisines  :  cela  revient  à  dire  que  les  douze 
cocfFu  ients  Aj ,  B,  C,  H,  A', ,  B',  C,  H',  A" ,  B",  C,  H"  sont 
infiniment  petits.  Désignons  ces  coefficients  par  dn,  dh, 
de,  dh,  da\  dh\  de',  dh\  d(i\  dh",  dc\  dh%  et  par 
dx,  dy,  dz  les  différeiices  infiniment  petites  X  —  T, 
Y  —  r,  Z  —  z.  Les  formules  (2)  deviendront 

Sdr.  =  xda  H-  ydb    H-  zdc  -f-  dh, 
^  ^  ^  dyz=z  xda'  -+-  ydb'  -v-  zdc'  -h  dh' , 

(  dz  ■=.  xda"  H-  ydb"  +  zdc"  +  dh" . 

Ces  équations  expriment  les  variations  infiniment  pe- 
tites des  coordonnées  de  chaque  point  d'une  figure  lors- 
que cette  figure  se  déforme  infiniment  peu,  en  restant 
homographique  à  elle-même  \  et  si  l'on  suppose  que  les 
coefficients  da,  dh,  de,  dh,  da' ,  db',  de',  dh' ,  du",.  .  . 
soient  des  fonctions  du  temps,  elles  formulent  la  loi  la 
plus  générale  delà  déformation  homographique  continue 
d'une  figure. 

Il  serait  facile  de  déduire  de  ces  formules  un  grand 
nombre  de  propriétés  géométriques  de  cette  déformation. 
Mais  nous  laisserons  de  côté  cette  étude  générale  pour 
arriver  tout  de  suite  au  cas  particulier,  plus  intéressant, 
du  déplacement  continu  d'une  figure  invariable. 

4.  11  faut  d'abord  chercher  quelles  doivent  être  les  va- 
leurs des  coefficients  da,  db,...,  pour  que  la  figure, 
dans  son  déplacement  infiniment  petit,  reste  égale  à  elle- 


(  ^6o  ) 
même.  11  suffit  d'exprimer  que  la  distance  de  deux  poinis 
quelconques  (x,  f,  z),  (a;',j ',  z')  de  la  figure  est  inva- 
riable. Or,  le  carré  de  cette  distance  est,  en  coordonnées 
rectangulaires, 

on  doit  donc  avoir 

ou,  remplaçant  ^x,  dy,  riz  par  leuis  valeurs  (3)  en  x,  > ,  z. 
et  dx',  dj' ^    dz'   par  leurs   valeurs   semblables  en  x\ 

[x'  —  xY  da  4-  (  j'  —  y-ydb'  -\- [z'  —  zV  de" 
\  4_  (^' _^)  (y  __^)(^^, +  ,/„') 

''    '       1  -^[x' —  x)[z'  —  z){dc  -^  da") 

'  +  ( j'  —  r)  (='  —  z)  i^/r'  +  db")  =  o, 

et  cela  quels  que  soient  x,  y,  z  et  x',y',  z'.  Par  suite, 

da  =  o,  db'  =  o,  de" 


(6) 


o, 

r//;  +  da'  =  o,      r/c  H-  </«"  =  o,      de'  -+-  db"  =  o. 


Les  formules  relatives  au  déplacement  continu  d  une 
figure  invariable  sont  donc 


:7) 


dx  =z  j(l//  -+-  zdc  +  d/i, 
dy  =  —  xdb  +  zde'  -+-  dh', 
dz  =  —  xdc  — fdc'  H-  d/i". 


Les  coefficients  de  x,  j ,  z  forment  les  éléments  du  dé- 
terminant gauche  symétrique 

o  db       de 

(8)  —db  o         de' 

—  de      —  de'       o 
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oi',  on  sail  qu  un  déleiminant  gauche  syméliique d'ordre 
impair  csl  égal  à  o,  ce  qui  se  voit  immédialemenl  si  l'on 
remarque  que  le  changement  des  lignes  en  colonnes  et  des 
colonnes  en  lignes,  qui  n'altère  pas  un  déterminant,  a  ici 
pour  effet  de  changer  les  signes  de  tous  les  éléments  et 
par  conséquent  le  signe  du  déteri}iinant  lui-même.  On 
en  conclut  que,  dans  le  déplacement  infiniment  ])etit  le 
plus  général  d'une  figure  invariable,  il  n'j  a  pas  de  point 
sans  vitesse. 

5.  Si  les  termes  dh^  dh',  dh"  sont  constamment  nuls, 
les  formules  (7),  qui  deviennent 

I  dx  =  jdb  -\-  zdc, 

(9)  I  ^J  =  —  xdb  +  zdc' , 
\  dz  z=  —  xdc  —  y  de' , 

représentent  le  mouvement  d'une  figure  invariable  au- 
tour d'un  point  fixe  qui  est  ici  l'origine  des  coordonnées, 
et  si  les  quantités  dc^  dc\  dh"  sont  constamment  nulles, 
les  mêmes  formules  (7),  qui  se  réduisent  à 

i  doC  z=zydb  -f-  dh, 

(10)  -  dy  r=.  —  xdh  -\-  dli', 
\  dz  =  o, 

représentent  le  déplacement  dune  figure  invariable  pa- 
rallèlement à  un  plan  qui  est  ici  le  plan  des  xy. 

(3.  Revenons  au  mouvement  le  plus  général  exprimé 
par  les  formules  (7). 

Le  déterminant  (8)  étant  nul,  il  existe  des  valeurs 
de  A,  1^,  V  propres  à  vérifier  le  système  d'équations 

/   X.  o   —  ^db  —  jdc  ^  o, 

(11)  <   \.db  -\-  [).  .0  —  vdc'  =z  o, 
\  l.dc  -\-  ^dc'  -\-  -j.o  =:  o, 

Aim.  de  Malhrni.,  :!«  série,  t.  VI.  (Avril  }?,G-.)  I  1 


(     l62    ) 

c'est-à-dire  qu'il  existe  des  facteurs  l,  ju,  v  tels,  (ju'eii 
multipliant  la  première  des  équations  (7)  par  X,  la 
deuxième  par  p.,  la  troisième  par  v,  et  ajoutant  ensuite 
ces  trois  équations,  on  obtienne  un  résultat  indépendant 
de  X,  y,  z.  Or,  ces  facteurs  peuvent  toujours  être  regar- 
dés comme  les  cosinus  des  angles  a,  (3,  y  qu'une  certaine 
direction  faite  avec  les  axes  de  coordonnées,  et  alors 

dxcosoL  -h  dj co%^  -\-  dzcosy 

est  la  projection  du  déplacement  du  point  {x-,  y,  z)  sur  la 
direction  (a,  [3,  y).  D'où  l'on  conclut  qu'// er/^te  une  di- 
rection (a,  |3,  y)  sur  laquelle  les  déplacenienls  des  diffé- 
rents points  de  lajigure  ont  des  projections  égales. 
On  trouve 

/  de' 


(...) 


y/r//;'  +  de-"  4-  de" 

cos  p  = 

de 

\,db'  4-  de-  +  dc'^ 

COS  V  = 

db 

\^db'-h  de'  -f-  de" 

Prenons  pour  axe  des  z  une  parallèle  à  la  direction 
(«,  |3,  y)  :  cela  revieut  à  supposer 

de  =:  o,      de'  =  o, 
et  les  formules  (7)  semetlciu  sous  la  forme 

l  d.rz=:ydb  +  dh, 
(i3)  \  dy=z  —  xdb  ^  dW , 

\  dz  =  dli". 

Les  deux  premières  de  ces  équations,  tout  à  fait  sem- 
blables aux  deux  premières  des  équations  (lo),  montrent 
que  le  déplacement,  estimé  parallèlement  au  plan  des  ocy^ 
peut  être  regardé  comme  produit  par  une  rotation  au- 
tour d'un  axe  parallèle  à  l'axe  des  z. 


(  '63  ) 

De  l;i  i*c  résultat  bien  connu,  ('■noiuc'  j)Our  la  première 
fois  par  Poinsot  en  1834,  «"pie  tonl.  déplaceincnt.  injini- 
Ttienl  petit  (Vunc  figure  invariable  peut  dire  produit 
par  un  mouvement  de  rotation  instantané  autour  d'un 
axe  qui  glisse  infiniment  peu  sur  lui-même. 

En  prenant  l'axe  de  rotation  pour  axe  des  2,  on  a  les 
formules  simples 

!dx  =  ydb, 
dy  =z  —  xdb, 
dz  =  dh", 

dans  lesquelles  dh  est  la  quantité  angulaire  de  rotation, 
et  dh"  la  quantité  de  glissement. 

Des  formules  (7)  et  (i4)  on  peut  déduire  sans  difficulté 
toutes  les  pi'opriélés  géométriques  du  déplacement  infi- 
niment petit  d'un  corps  solide^  en  tant  qu'il  ne  s'agit 
que  des  vitesses  des  ditlérents  points  du  corps,  propriétés 
qui  font  l'objet  d'un  beau  Mémoire  de  M.  Chasles 
{^Comptes  rendus,  26  juin  i843). 

7.  Mais  hàtons-nous  de  passer  à  un  sujet  moins  étudié, 
à  la  question  des  accélérations. 

Les  équations  (7)  différcntiées  donnent 

/  r/'.rr=jf/2è  -f-  zd'' c  +  dydh  -f-  dzdc  -^  d' h, 
(i5)      ■   f/^j=  —  xd'h  +  zd-c'  —  dxdb  -\-  dzdc  -f-  r/-7/, 
(  d^z  =  —  xd''c  —  yd'^c'  —  dxdc.  — dydc'  +  d-fi", 

OU,  en  remplaçant  dx,  dy.,  dz  par  leurs  valeurs  (7), 

/  d'.T—  —  [db-  4-  de')  X  -h{d'b  —  de  de')  y 

l  +  {d-c  -+-  dbdc')  z  -F  dbdh'  4-  dcdh"  +  d^h, 

I  d^y  =—  [d-b-\-  dedc'  )  .V  —  [db^-^  de")  y 
(10)    { 

•H-  (r/V  —  db  de)  z  —  db  dh  +  de' dh"  +  d' h' . 

dH  —  —  (d'c  —  dbdc')x  —  {d--c'  +  dbdc)  y 

—  [dc^  +  dc'^)  z      —  dedh  —  dc'd/i'  4-  d'h". 

I  I . 
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Si  Ton  prend  pour  axe  des  z  l'axe  inslautané  glissant, 
il  faut  faire  dans  ces  équations 


(le  =  G,      de'  =  G, 
elles  deviennent  ainsi 


dk  =:  G,      dh'  =  G  ; 


!d^x  =  —  xdb-  -+-  yd-  b  -h  zd-c  +  d"  //, 
d''j=  —  xd-b  —  ydb-  4-  zd"-c'  +  d^h\ 
d-z  =.  —  xd'c  —  yd'c'  +  z  .  o   +  d'' h" . 

Les  coefficients  de  ar,  j-,  2  sont  les  éléments  du  déter- 
minant gauche 

—  db-"-  dH>     d'-c, 

—  d'b     —  db'      d'c' 

—  d'C      —  d'c     G 

La  valeur  de  ce  déterminant  est 

—  db^d^e''  -i-d^c"); 
elle  ne  s'annule  que  pour 

db  =:  0, 


ou 


d^e  =  o,     d^e' 


c'est-à-dire  seulement  dans  le  cas  où  le  corps  n'a  qu'un 
mouvement  de  translation  et  dans  celui  où  Taxe  instan- 
tané conserve  la  même  direction.  Donc,  dans  le  déplace- 
ment continu  le  plus  général  d'un  corps  solide,  il  existe 
un  point  dont  V accélération  est  nulle.  Les  coordonnées 
de  ce  point  sont  fournies  par  les  équations 

i  xdb-  —jcPb  —  zd'e  =  d-Ii, 
;  1 8  )  \xdH  +  ydb'  —  zd' c' =  d-"  h' , 

xd-c  H-  yd'^-c'  =z  d"  li" . 


8.   Pour  détcrmi)icr  sa  position,  il  faut  d  abord  fixer 


(   '«5  ) 
la   siijiiificalion  géouiéliitjue    des    cjuanlltés    J'c,   (l*c'. 

On  voit  facileiiKMit,  en  diffërenliant  les  formules  (12), 
que,   — dx  et  — f/p  étant  les  compléments  des  angles 
que  le  nouvel  axe  instantané  fait  avec  les  axes  des  x  et 
des  y^  on  a 
(19)  (Pc  =  (lbfip,      d'^c'  =:  —  dhdy.. 

Si  l'on  prend  pour  plan  à.cs  jz  un  plan  parallèle  à  ce 
nouvel  axe,  dca  sera  nul,  et  par  suite  on  aura 

d'c'  =  o. 

r/(3  sera  l'angle  que  forment  les  deux  axes  instantanés 
consécutifs^  par  conséquent  d'^  c  sera  le  produit  de  la 
quantité  de  rotation  inslanlance  dh  par  V angle  infini- 
ment petit  d'p  des  deux  axes  consécutifs. 

Les  quantités  d^h,  d-h'  sont  les  déplacements  paral- 
lèles aux  axes  des  x  et  desj>^  que  subit  l'origine  des  coor- 
données par  la  rotation  autour  du  nouvel  axe  instantané. 
Si  l'on  prend  pour  origine  des  coordonnées  le  pied  de  la 
plus  courte  distance  des  deux  axes  et  qu'on  désigne  par  dp 
cette  plus  courte  distance,  on  reconnaît  immédiatement 
que 

(  20  )  d-h=:  o,      d-  h'  =  db  ,  dp. 

Quant  à  d'h",  c'est  la  variation  de  la  quantité  de 
glissement  dh". 

Lors  donc  qu'on  prend  pour  axe  des  z  l'axe  instantané 
glissant,  pour  plan  des  jz  le  plan  parallèle  aux  deux  axes 
instantanés  consécutifs,  et  pour  origine  le  pied  de  la  plus 
courte  distance  de  ces  deux  axes,  les  formules  ijui  don- 
nent l'accéléialion  prennent  la  forme 

Id-x  =  —  xdb^  -\-rd-b  +  zdbd^, 
d-y  =  —  xd'b  —  ydb''  -\-  dhdp, 
d'z  z=  —xdbd[i  -t-  d'/i". 


(  i66  ) 
Par  suite,  le  point   sans   accélération   a  pour   coor- 
données 

/      _  d^h" 

1  dp       d'h^Pb 


>?■) 


db  d^db^ 

d'-h"        dp.d'b       d^h"d^b^ 

T¥  ~  d^db-  '^     df-db' 


9.  Si  l'eu  transporte  rorigine  en  ce  point  sans  changer 
la  direction  des  axes  de  coordonnées,  les  formules  de  l'ac- 
célération deviennent 

f  d-x  =  —  ôcdb''  -hyd'b  +  zdbd^y 
(  23)  '  d^j  =  —  a-d''  b  —  ydb^ , 

{  d-z  =  —  xdbdp. 

Elles  ne  sont  autres  que  celles  qui  exprimeraient  l'ac- 
célération des  différents  points  du  corps  si  celui-ci  tour- 
nait sans  glissement,  avec  la  même  vitesse  de  rotation, 
autour  d'un  axe  passant  par  l'origine  des  coordonnées, 
et  parallèle,  dans  ses  deux  positions  consécutives,  à  Taxe 
instantané  glissant.  On  appelle,  pour  cette  raison,  le 
point  sans  accélération  centre  des  accélérations, 

10.  La  dernière  des  équations  (  23  )  montre  que  l'accé- 
lération d'un  point,  estimée  parallèlement  à  l'axe  instan- 
tané, est  proportionnelle  à  la  distance  de  ce  point  au 
plan  passant  par  le  centre  des  accélérations  et  parallèle 
aux  deux  axes  instantanés  consécutifs. 

Si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (23)  par  j'j 
la  deuxième  par  y  et  la  troisième  par  s,  et  (ju'on  les 
ajoute,  on  obtient 

u:u^.c  -\-  y<î'\y  -\-  zd-z  =  — db"-  [x-  -\-  y-), 
ou,  eu  désignant  par  /■  la  distance  de  l'originr  au  point 
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x^j,  r,  el  parp  la  distance  de  ce  point  à  l'axe  des  z, 


y    .  3    ..  ..,     r^' 


(  24  )  -  d'x  -\---  d'y  -h  -  d'z—  —  db^ .   i-  • 

r  I        "  r  t 

De  là  le  théorème  suivant  :  La  composante  de  Vaccc- 
lé ration  dans  le  sens  du  rayon  vecteur  d'un  point  du 
corps  est  directement  proportionnelle  au  carré  de  la 
distance  de  ce  point  à  Vaxe  des  z,  et  en  raison  itwersc 
de  sa  distance  à  V origine. 

11.  Les  formules  (21)  ou  (23),  jointes  aux  formules  (14), 
fournissent  immédiatement  la  solution  d'une  série  de 
questions  sur  les  accélérations,  comme  par  exemple  le 
lieu  des  points  sans  accélération  tangentiellc  ou  sans  accé- 
lération normale,  le  lieu  des  points  dont  l'accélération 
normale  est  perpendiculaire  ou  parallèle  à  l'axe  instan- 
tané, etc.  Elles  font  connaître  le  plan  osculateur  et  le 
rayon  de  couibure  de  la  trajectoire  de  chaque  point  du 
corps,  et  elles  permettent,  connaissant  les  trajectoires  de 
deux  des  points  du  corps  et  la  surface  sur  laquelle  s'ap- 
puie constamment  un  troisième  point,  de  déterminer  tous 
les  éléments  nécessaires  à  la  construction  de  ce  plan  oscu- 
lateur et  de  ce  rayon  de  courbure. 

On  peut  consulter  à  ce  sujet  un  Mémoire  intéressant 
de  M.  Resal,  inséré  au  XXXVIP  Cahier  du  Journal  do 
V Ecole  Polytechnique,  ou  le  Traité  de  Cinématique 
pure  du  même  auteur. 

12.  Le  calcul  des  suraccclérations,  et  en  générai  des 
accélérations  de  divers  ordres,  se  ferait  comme  celui  des 
accélérations  simples,  en  dilïérentiant  successivement  les 
équations  [y)  qui  expriment  les  composantes  des  dépla- 
cements parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  ces  développements,  le  but 
de  ce  travail  étant  seulement  d'établir,  par  un  procédé 
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nouveau,  les  formules  propices  à  la  résolution  de   loulcs 
les  questions  que  l'on  peut  se  poser  sur  le  déplacement 
continu  d'un  système  invariable. 


mn  Sl]R  LES  SURFACES  GAlCiîES  DU  SECOND  DEGRÉ 

Par  m     h.   DURRANDE, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nîmes. 


INTRODUCTION. 


1.  L'homographie  a  pris  une  place  importante  dans 
Tétude  des  sections  coniques;  aussi,  presque  tous  les 
ouvrages  classiques  parus  dans  ces  derniers  temps  en 
exposent  les  principes  el  en  montrent  les  applications 
les  plus  usuelles  en  Géométrie  plane;  mais  il  me  semble 
que  ces  notions  prendraient  plus  d'importance  encore 
aux  yeux  des  élèves  si  on  leur  montrait  la  simplicité  que 
l'usage  de  l'homographie  peut  apporter  dans  la  théorie 
des  surfaces,  et  principalement  dans  les  considérations 
que  l'on  emploie  en  Géométrie  descriptive  afin  d'éviter  de 
se  servir  de  l'analyse.  Sans  doute  on  peut  trouver  des  ap- 
plications du  genre  de  celles  que  j'ai  en  vue  dans  de  très- 
beaux  Mémoires  de  M.  Chasles,  que  l'on  doit  regarder 
comme  un  des  principaux  créateurs  de  la  Géométrie  mo- 
derne; mais  il  n'est  pas  souvent  facile  de  se  procurer  ces 
Mémoires,  disséminés  dans  divers  recueils.  Parmi  les 
nombreux  ouvrages  de  Géométrie  descriptive,  je  citerai 
rexcellent  Traité  de  M.  do  la  Gournerie,  qui  démontre 
les  propriétés  des  surfaces  gauches  du  second  degré  par 
des  considérations  d'homographie;  mais  cet  ouvrage  n'est 
pas  précisément  un  de  ces  Traités  éléuientaires  qui  sont 
entre  les  mains  tlo  tous  les  élèves,  et  j'ai  pensé  (|u'il  ne 
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serait  pcut-clre  pas  inutile  de  résumer  une  ihéoric  dis 
surfaces  réglées  du  second  degré  dans  la(}uelle  on  ne  ferait 
usage  que  déconsidérations  géométriques.  Cette  Note  n'a 
d'autre  objet  que  de  tracer  aux  élèves  de  Mathématiques 
spéciales  le  programme  d'une  leçon  qu'ils  développeront 
eux-mêmes  avec  la  plus  grande  facilité. 

Je  suppose  que  le  lecteur  possède  les  principes  de  l'ho- 
mographie  plane,  qu'il  trouvera  exposés  dans  plusieurs 
excellents  ouvrages  élémentaires-,  nousnous  servironssur- 
tout  de  l'existence  des  points  doubles  dans  deux  divisions 
homograpliiques  sur  ia  même  droite,  des  théorèmes  sur 
les  coniques  résultant  des  intersections  de  droites  homo- 
logues de  deux  faisceaux  homographiques,  ou  considérées 
comme  enveloppes  de  droites  mobiles  déterminant  des 
divisions  homographiques  sur  deux  droites  fixes  situées 
dans  un  même  plan. 

Enfin  je  prie  le  lecteur  de  vouloir  bien  tracer  lui- 
même  les  figures  indiquées  dans  les  démonstrations,  ce 
qui  ne  présentera  aucune  difficulté. 

HOMOGRAPHIE    DAKS    l'eSPACE. 

2.  Définitions .  —  Si,  par  deux  droites  fixes  situées 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  on  fait  passer 
deux  faisceaux  de  plans,  on  dira  que  ces  deux  faisceaux 
sont  homographiques  s'ils  déterminent  deux  divisions 
homographiques  sur  la  même  droite  ou  sur  deux  droites 
différentes. 

Deux  faisceaux  homographiques  déterminent  deux  di- 
visions homographiques  sur  une  transversale  cpieloonque, 
ce  qui  se  justifie  absolument  comme  pour  les  faisceaux 
rectilignes,  en  montrant  que  le  rapport  anharmonique  di' 
quatre  segments  pris  sur  la  transversale  est  égal  au  rap- 
port anharmonique  des  sinus  des  angles  dièdres  formé- 
par  les  plans  ([ui  divisent  la  droite. 
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On  sait  que  lorsque  deux  droites  sur  lesquelles  sont 
tracées  deux  divisions  homographiques  coïncident,  il  ne 
peut  V  avoir  plus  de  deux  points  doubles,  sans  quoi  tous 
les  points  correspondants  coïncident;  ceci  est  d'une 
grande  importance  pour  ce  qui  va  suivre. 

Nous  appellerons  «xed'un  faisceau  de  plans  la  droite  A 
par  laquelle  passent  tous  les  plans  du  faisceau,  et  nous 
désignerons  par  [A,  B]  le  système  de  deux  faisceaux  bo- 
mograpliiques  de  plans  ayant  les  droites  A  et  B  pour 
axes;  nous  verrons  que  Ton  peut  encore  attacher  une 
autre  signification  à  cette  notation. 

Les  axes  A  et  B  d'un  système  sont  évidemment  eux- 
mêmes  des  transversales  des  deux  faisceaux  et  sont  par 
conséquent  divisés  boraographiqueraent  par  les  plans  qui 
les  composent,  ce  qui  revient  encore  à  dire  que  les  droites 
résultant  de  l'intersection  des  plans  bomologues  du  sys- 
tème déterminent  des  divisions  bomograpbiques  sur  les 
axes. 

Tout  plan  sécant  détermine,  dans  un  système  [A,  B]. 
deux  faisceaux  bomograpbiques  rectilignes. 

Je  vais  indiquer  maintenant,  sous  forme  de  théorèmes, 
les  propriétés  générales  d'un  système  [A,  B]  de  deux  fais- 
ceaux bomograpbiques,  puis  j'examinerai  séparément  les 
diverses  surfaces  réglées  qui  peu  veut  résulter  d'un  pareil 
système  suivant  la  position  relative  des  axes. 

3.  Théorème  I.  —  Étant  donnés  deux  faisceaux  ho- 
rnographiûuas  de.  plans,  le  lieu  des  droites  d'intersection 
des  plans  homologues  est  une  surface  du  second  degré. 

(Je  conviens  d'appeler  surface  du  second  degré  une 
surface  dont  toutes  les  sections  planes  sont  des  courbes 
du  second  degré;  ou  bien  encore,  une  surface  qu'une 
droite  ne  peut  rcuconirer  en  plus  tle  deux  points,  à  moins 
d'être  entièrement  située  sur  la  surface.) 
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Prernicre  flénionstration.  —  En  se  plaçanl  au  premier 
point  de  vue  de  la  définition  précédente,  il  suffit  de  re- 
marquer que  tout  plan  sécant  détermine,  dans  le  plan 
[A,  B],  deux  faisceaux  rertilij^nes  homographiques,  dont 
les  droites  homologues  déterminent  une  conicjue  par 
leurs  intersections  mutuelles. 

Deuxième  flénionstration.  —  En  se  plaçant  au  second 
point  de  vue,  il  suffit  de  remarquer  que  les  deux  divisions 
homographiques  déterminées  sur  une  transversale  quel- 
conque du  système  [A,  B]  ne  peuvent  avoir  plus  de  deux 
points  doubles,  à  moins  de  coïncider  complètement. 

Corollaire.  —  Toute  droite  qui  détermine  sur  deux 
droites  quelconques  A,  B  deux  divisions  homographi- 
ques décrit  une  surface  du  second  degré.  Car  cette  droite 
peut  être  considérée  comme  intersection  de  plans  homo- 
logues d'un  système  [A,  B]. 

Théorème  II.  —  Les  intersections  d\ine  surjace  ré- 
sultant d'uîi  système  de  deux  faisceaux  homographi- 
ques de  plans  par  une  série  de  plans  parallèles  sont 
deux  coniques  homothétiques. 

Lemme.  —  Étant  donnés  deux  systèmes  composés 
chacun  de  deux  faisceaux  homographiques  rectilignes 
[O,  O'],  [Oi,0',],  si  les  droites  de  Vun  des  systèmes 
sont  respectivement  parallèles  à  celles  de  Vautre,  les 
deux  coniques  résultantes  sont  homothétiques,  quelles 
que  soient  les  positions  des  sommets  des  faisceaux. 

Ce  lemme,  évident  pour  les  coniques  à  branches  infi- 
nies ,  se  démontre  aisément  de  la  manière  suivante, 
quelle  que  soit  la  forme  des  coniques.  Soient  OiNI,  O'M' 
deux  cordes  parallèles  de  la  conique  [O,  O'];  le  diamètre 
conjugué  de  ces  cordes  est  la  droite  qui  joint  leurs  mi- 
lieux et  qui  passe,  par  conséquent,   par  le  point  I  où  se 
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coupent  les  dioites  OM',  O'M;  ce  diamèire  est  donc  la 
médiane  du  triangle  OIM^  soient  de  même  Oi  JMi,  O',  M'^ 
deux  cordes  de  la  seconde  conique  [Oi,0'j]  parallèles 
entre  elles  et  à  OM,  O'M'^  par  liypollièse,  O,  M',  sera 
parallèle  à  OM'  et  O',  Mi  à  O'M;  donc  les  deux  triangles 
OIM,  OjIiMi  auront  leurs  côtés  parallèles,  donc  leurs 
médianes  seront  aussi  parallèles,  ce  qui  démontre  que 
les  deux  coniques  [O,  O'],  [Oj,  O'J  ont  un  même  sys- 
tème de  diamètres  conjugués  et  sont  par  conséquent 
liomotlîétiques. 

Démonstration.  —  Il  est  évident  qu'une  série  de  plans 
parallèles  détermineront  dans  un  système  [  A,  B]  des  cou- 
ples de  faisceaux  rectiligncs  homographiques  ;  tous  ces 
systèmes  rectilignes  projetés  sur  l'un  des  plans  sécants  se- 
ront bien  dans  le  cas  des  systèmes  rectilignes  [O,  O'], 
[Oj,  O',]  qui  ont  été  considérés  dans  le  lemme  précédent  5 
leurs  sommets  seront  placés  d'une  manière  quelconque, 
mais  les  droites  correspondantes  dans  les  dillérents  sys* 
tèmes  seront  parallèles  5  donc  toutes  les  coniques  résul- 
tantes seront  des  courbes  bomotliéliques. 

Systèmes  homothétiques  dans  Vespace.  —  Nous  dirons 
que  deux  systèmes  [A,  B],  [Ai,  Bi  J  composés  chacun  de 
deux  faisceaux  homograpliiques  de  plans  sont  homothé- 
tiques si  leurs  axes  A  et  Ai,  B  et  Bi  sont  respectivement 
parallèles  et  si  les  plans  correspondants  des  deux  sys- 
tèmes sont  pai'allèles. 

Ceci  posé,  l'application  du  lemme  qui  nous  a  servi  déjà 
à  démontrer  le  théorème  II  fournit  imuiédialcment  le 
théorème  suivant  : 

Théguème  III.  —  Tout  plan  >ccant  dclcnnino  dans 
deux  systèmes  homothétiques  du  plans  deux  systèmes 
homolhcliques  rectilignes,  et  par  suite  dans  les  surfaces 
résultantes  des  coniques  homothétiques. 
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Les  trois  ihéorènies  que  nous  venons  d'énoncer  renfer- 
ment, comme  on  va  le  voir,  tonte  la  théorie  des  surfaces 
réglées  du  second  degré. 

La  notation  qui  nous  a  servi  à  représenter  un  système 
de  faisceaux  liomograpliiques  de  plans  nous  servira  à  re- 
présenter en  même  temps  la  surface  résultant  de  l'inter- 
section  des  plans  homologues  des  deux  faisceaux. 

Nous  allons  étudier  maintenant  les  diverses  surfaces 
que  peut  donner  le  système  [  A,  B]. 

CÔNES    DU    SECOND    DEGRÉ. 

4.  J'appelle  coue  du  second  degré  toute  surface  co- 
nique dont  toutes  les  sections  planes  sont  des  coni(|ucs, 
ou  qui  ne  peut  être  rencontrée  par  une  droite  en  plus  de 
deux  points. 

Théouème  L  —  Toute  surface  [A,  B]  dont  les  axes 
homographiques  se  reîiconlrent  est  un  cône  du  second 
degré . 

La  surface  est  du  second  degré  d'après  le  théorème  I  du 
n^  3,  et  toutes  les  génératrices  rectilignes  passent  par  le 
point  de  concours  des  axes. 

Propriétés  des  cônes  du  second  degré.  —  Dans  tout 
cône  du  second  degré,  les  sections  par  des  plans  parallèles 
sonthomothéliques  {3,  tliéor.  II).  Ces  sections  sont  l'une 
quelconque  des  trois  coniques. 

Toutes  les  coniques  homotlié tiques  obtenues  en  cou- 
pant le  cône  par  des  plans  parallèles  ont  leurs  centres 
sur  une  même  ligne  droite  qu'on  nomme  diamètre  con- 
jugué de  la  direction  des  plans  sécants;  ceci  se  démontre 
par  des  considérations  géométriques  fort  simples. 

Tout  plan  mené  par  le  sommet  du  cône  divise  eu  doux 
parties  égales  les  cordes  parallèles  au  diamètre  conjugn('' 
de  ce  plan;  encore  très-simple  à  démontrer. 
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Tout  plan  mené  par  le  sommet  du  cône  qui  est  le 
centre  de  la  surface  se  nomme  plan  diamétral. 

Ceux  de  ces  plans  qui  sont  perpendiculaires  aux  direc- 
tions des  cordes  qu'ils  divisent  eu  deux  parties  égales  se 
nomment  plans  principaux. 

On  trouve  aisément  les  trois  plans  principaux  d'un 
cône;  ainsi  on  commencera  par  faire  voir  que  le  plan  qui 
contient  les  génératrices  faisant  entre  elles  im  angle 
maximum  est  un  plan  principal  ^  il  suffira  pour  cela  de 
mener  un  plan  sécant  perpendiculaire  à  l'une  de  ces  gé- 
nératrices, et  on  verra  facilement  que  l'intersection  des 
deux  plans  est  un  axe  de  la  conique  déterminée  dans  le 
cône  par  le  plan  sécant;  puis  on  verra  que  le  plan  mené 
par  la  bissectrice  de  l'angle  maximum  perpendiculaire- 
ment au  premier  plan  principal  est  un  second  plan  prin- 
cipal; enfin  le  troisième  est  le  plan  mené  par  le  sommet 
du  cône  perpendiculaire  à  l'interseclion  des  deux  pre- 
miers. 

Parmi  les  sections  elliptiques  du  cône,  on  doit  remar- 
quer deux  séries  de  plans  parallèles  donnant  des  sections 
circulaires-,  ces  plans  sont  nécessairement  perpendicu- 
laires h  un  plan  principal. 

Du  reste,  l'étude  purement  géométrique  des  propriétés 
du  cône  est  tellement  simple,  que  je  n'en  parle  ici  que 
pour  tracer  un  progrannne  complet  de  la  théorie  des  sur- 
faces réglées  du  second  degré. 

Mais  de  même  que  dans  riiomograpliie  plane  il  y  a 
deux  modes  de  génération  des  coniques,  nous  aurons  aussi 
deux  modes  de  génération  des  surfaces  réglées  :  soit  en 
les  considérant  comme  lieu  des  intersections  de  plans,  ou 
bien  comme  enveloppes  de  plans  mobiles  -,  le  théorème  I 
relatif  au  cône  correspond  au  premier  mode,  le  suivant 
correspond  au  second. 

TnÉoriÈME  II.  —  7^07//  plan  (livisant  homographique- 
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ment  deux  droites  Jîxes  et  passant  par  un  point  fixe  a 
pour  enveloppe  de  ses  positions  un  cône  du  second  degré 
tangent  aux  deux  plans  menés  par  chacune  des  droites 
et  le  point  fixe. 

On  voit  en  cllet  que  le  plan  mobile  (jui  décrit  bien  une 
surface  conique  a  pour  trace  sur  un  plan  quelconque  une 
langenie  à  une  conique  tangente  aux  traces  des  deux 
plans  fixes;  c'est  l'application  du  théorème  correspon- 
dant d'homographie  plane. 

5.  On  pourra  représenter  un  cône  du  second  degré 
considéré  comme  surface  résultante  d  un  système  homo- 
graphique  par  la  notation  [Aq,  Bq],  qui  exprimera  que 
les  axes  A  et  B  des  deux  faisceaux  se  rencontrent,  ou 
que  leur  plus  courte  distance  est  nulle. 

Les  diflérentcs  manières  d'établir  la  correspondance 
des  plans  homologues  des  deux  faisceaux  seront  les  dillë- 
rcnis  modes  de  génération  du  cône. 

Exemples.  —  Droite  s'appuyant  sur  une  conique  et 
passant  par  un  point  fixe. 

Plan  passant  par  un  point  fixi-  et  tangent  à  une  co- 
nique. 

6.  Cônes  slpplémentaires.  —  Si  par  le  sommet  d'un 
cône  [Ao,  Bq]  on  mène  les  pla/is  tangents  à  ce  cône  et 
des  perpendiculaires  à  ces  plans,  le  lieu  de  ces  peijjendi- 
culaii'es  est  un  cône  du  second  degré  [^^oj^^o]'  fjuon 
nomme  le  cône  supplémentaire  du  premier. 

Il  est  aisé  de  voir  en  effet  que  les  faisceaux  ayant  pour 
axes  les  droites  a^.,  èo,  respectivement  perpendiculaires 
aux  plans  tangents  suivant  A^  et  Bo,  et  pour  intersec- 
tions les  droites  w^  perpendiculaires  aux  plans  tangents 
suivant  les  arêtes  Mo  du  premier  cône,  sont  homographi- 
{(ues  -,  car  les  trois  plans  tangents  en  A^,  B07  M^  forment 
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un  angle  Irièdre,  cl  les  trois  perpendiculaires  à  ces  plans 
<ïo,  bo,  /;?o  iiii  trièdrc  supplémenlaire  dans  lequel  les  an- 
gles dièdres  sont  les  suppléments  des  faces  du  premier; 
or  on  peut  dire  que  le  plan  tangent  mobile  suivant  Mo 
divise  homographiquement  les  deux  faces  fixes  j  donc 
dans  le  système  [a^,  ^^J  les  deux  faisceaux  sont  homogra- 
pliiques,  puisque  le  sinus  de  l'angle  dièdre  de  deux  plans 
est  égal  au  sinus  de  l'angle  de  la  face  supplémentaire. 

Ainsi  donc  la  surface  [«o?  ^ol  ^^^  "'^  cône  du  second 
degré,  et  la  démonstration  précédente  justifie  suffisam- 
ment la  dénomination  de  cônes  supplémentaires.  D'ail- 
leurs, comme  pour  les  irièdres  supplémentaires,  les  pro- 
priétés des  deux  cônes  sont  réciproques. 

Tout  le  monde  connaît  les  belles  propriétés  des  cônes 
supplémentaires  indiquées  par  M.  Cliaslesj  aux  deux 
séries  de  sections  circulaires  ou  plans  cycliques  corres- 
pondent dans  le  cône  supplémentaire  deux  droites  qui 
leur  sont  perpendiculaires  et  que  l'auteur  de  la  Géomé- 
trie supérieure  nomme  lignes  focales  du  second  cône,  et 
il  y  a  toujours  réciprocité. 

Je  terminerai  ce  qui  concerne  le  cône  par  Tindicalion 
de  ces  deux  énoncés  de  M,  Chasles,  qui  sont  des  appli- 
cations immédiates  des  théorèmes  I  et  II  du  n°  4. 

1  °  Si,  autour  de  deux  droites  fixes  situées  dans  un 
même  plan,  on  fait  tourner  deux  ])lans  rectangulaires, 
la  droite  d^ intersection  de  ces  deux  plans  décrira  un  cône 
du  second  degré  dont  les  plans  c)  cliques  seront  respec- 
tivement perpendiculaires  aux  deux  droites. 

2"  Étant  donnés  deux  plansfxes,  si  un  point  de  leur 

intersection  commune  est  pris  comme  sommet  dun  angle 

droit  mobile,  dont  les  côtés  se  meuvent  dans  deux  plans 

fixes  respectivement ,  le  plan  de  cet  angle  enveloppera 

un  cône  du  second  degré  tangent  aux  deux  plans  fixes 
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et  dont  les  lignes  focales  seront  perpendiculaires  à  ces 
deux  plans  respectivement . 

On  résoudra  encore  Irès-simplcmont  par  les  considéra- 
tions précédentes  la  question  suivante  : 

Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  dont  les  dis- 
tances à  deux  droites  fixes  qui  se  coupent  sont  dans  un 
rapport  coJistant. 

[La  suite  prochainement.  ) 


NOTE  SIJR  CERTAINS  PARADOXES  ET  SOLUTION 
DE  LA  QIESTION  705  ; 

Par  m.  J.-J.-A.  MATHIEU, 

Capitaine  d'artillerie. 


On  emploie  souvent  avec  trop  peu  de  circonspection 
un  genre  de  raisonnement  qui  en  exige  beaucoup,  et  qui 
consiste,  dans  les  questions  d'analyse  appliquée,  à  juger 
à  priori  du  nombre  des  conditions  géométriques  par  celui 
des  équations,  ou  réciproquement. 

De  1  abus  de  cette  pratique  peuvent  résulter  de  nom- 
breux paradoxes  dans  lesquels  la  Géométrie  est  mise  en 
contradiction  avec  l'Algèbre.  Quanta  l'erreur,  elle  vient 
toujours  de  ce  qu'en  toute  rigueur  il  n'est  permis  de  rai- 
sonner de  la  sorte  qu'«  posteriori^  c'est-à-dire  qu'après 
une  discussion  complète  des  équations,  qui  peuvent,  en 
se  confondant,  en  se  séparant  ou  en  se  dédoublant,  dé- 
mentir bien  des  conclusions  prématurées. 

Il  m'est  facile  de  présenter  divers  genres  d'exemples 
qui  justifieront  suflisamment  ces  réilexions  critiques,  dojil 
apprécieia  peut-être  l'opportunité  le  lecteur  qui  aura 
été  frappé,  comme  je  l'ai  été,  de  voir  certaines  ques- 
tion   d,'  M ethcnial.,  2^  ^évic,  t.  VI    (Avril  t.Sfi;.)  12 
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lions  d  examen  se  jouer  trop  hardiment  du  danger  que  je 


signale. 


On  regarde  comme  généralement  déterminé  le  problème 
de  la  construction  d'un  polygone  de  n  côtés,  lorsqu'on  a 
2/i — 3  conditions  ou  équations;  pourvu  seulement  que 
les  angles,  s'ils  sont  tous  connus,  ne  soient  pris  que 
pour  n  —  I  conditions ,  la  Géométrie  ayant  démontré 
la  nécessité  de  cette  restriction.  On  expliquera  ,  par 
exemple,  que  le  problème  de  la  construction  d'un  poly- 
gone inscriptible  dont  les  n  côtés  sont  donnés  doit  être 
considéré  comme  déterminé,  en  disant  tout  simplement 
que  la  sujétion  d'inscriptibilité  ,  qui  force  le  cercle  de 
trois  sommets  à  passer  par  les  n  —  3  autres,  fournit 
les  n  —  3  équations  complémentaires.  Cependant  ce 
raisonnement,  qui  ne  trompe  pas  dans  ce  cas,  conduit  à 
lin  grossier  paradoxe,  si  Ton  remplace  la  sujétion  d'in- 
scriptibilité par  celle  de  circouscriplibilité,  susceptible 
pourtant,  comme  la  première,  de  fournir  n  —  3  équations. 
La  recherche  du  lieu  du  point  d'intersection  des  deux 
droites  de  chaque  système  unissant  les  quatre  points  où 
une  conique  fixe  est  rencontrée  par  les  côtés  d'un  angle 
variable  dont  le  sommet  occupe  un  point  fixe,  semble 
Cl  priori  une  question  indéterminée,  faute  d'un  nombre 
suffisant  d'équations.  On  sait  bien  cependant  que  le  point 
dont  il  s'agit  reste  sur  une  droite  invariable  qu'on  a 
nommée  la  polaire  du  point  fixe. 

En  ne  consultant  que  le  nombre  des  équations,  l'indé- 
termination paraît  plus  grande  encore,  si  on  demande 
le  lieu  des  centres  de  toutes  les  coniques  qui  peuvent  pas- 
ser parles  quatre  points  où  un  cercle  à  centre  fixe  et  à 
rayon  variable  rencontre  l'une  quelconque  des  courbes 
d'un  système  de  coniques  honiothéiiques.  Ces  centres 
sont  cependant  tous  sur  une  conique  déterminée. 

Un  exemple  très-simple  d'un  dédoublement  d  équation 
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se  rencontre,  comme  on  sait,  dans  la  question  des  coni- 
ques équilaièrcs.  On  voit  Téquation  qui  exprime  l'égalité 
des  carrés  des  axes  se  dédoubler,  et  TAlgèbre  se  mettre 
d'accord  avec  la  Géométrie,  en  imposant  deux  conditions 
pour  que  l'ellipse  soit  équilatère,  tandis  qu'une  seule 
suffît  pour  que  l'hyperbole  le  soit  (*). 

La  théorie  des  surfaces  de  révolution  du  deuxième  de- 
gré fournit  un  exemple  d\uie  équation  dont  le  dédou- 
blement est  plus  facile  à  deviner  qu'à  opérer.  C'est  sur 
cet  exemple  que  j'avais  cherché  à  appeler  l'attention  des 
lecteurs  des  Annales^  en  proposant  cette  question  qui 
n'a  pas  été  résolue  : 

Expliquer  comment  il  ac  fait  que  deux  conditions 
soient  nécessaires  pour  quune  surface  du  deuxième 
degré  soit  de  révolution,  lorsqu'on  sait  quil  suffit  que 
V équation  en  S  ait  deux  racines  égales. 

On  peut,  en  effet,  exprimer  qu'une  surface  du  deuxième 
degré  est  de  révolution  en  écrivant  tout  simplement  que 
l'équaliou  en  S,  prise  sous  la  forme  ordinaire  des  équa- 
tions du  troisième  degré,  a  deux  racines  égales.  On  n'ob- 
tient ainsi  qu'une  seule  équation  entre  les  coefficients,  et 
on  serait  exposé  à  croire  qu'il  suffît  d'une  condition  pour 
qu'une  surface  du  deuxième  degié  soit  de  révolution,  si 
on  ne  découvrait  par  d'autres  moyens  qu'en  réalité  il  en 
faut  deux.  On  peut  deviner  alors  que  l'équation  unique 
doit  se  dédoubler-,  mais  saisir  la  manière  dont  le  dédou- 
blement s'opère  n'est  pas  chose  facile.  Cette  diffîcullé  est 
précisément  ce  qui  rend  le  cas  intéressant,  comme  exemple 
du  danger  des  conclusions  prématurées,  puisqu'il  montre 
qu'on  peut  avoir  de  grandes  peines,  non-seulement  à  dé- 
couvrir à  priori,  mais  à  vérifier  à  posteriori  (^vi  une  équa- 
tion en  se  dédoublant  équivaut  à  deux  conditions. 

^*}  Paradoxe  expliqué  par  M.  Geroiio,  l.  WII,  p.  -•;. 
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Voici  maintenant  nne  méthode  pour  déduire  de  la 
théorie  des  racines  égales  la  double  condition  qu'on  ob- 
tient autrement,  méthode  qui  met  d'ailleurs  bien  en  évi- 
dence la  particularité  par  suite  de  laquelle  l'équation 
en  S  a  besoin  de  deux  conditions  pour  avoir  deux  racines 
égales. 

Je  représenterai  par 

F(-r)  ={x  —  y.)  (x—  p)  {x  —  y)-hM{x—  p)  {x  —  y) 
+  N(x— a)(^  — 7)+P(a;— a)(a:  — p)  =o 

le  type  général  des  équations  en  S.  La  seule  particularité 
à  remarquer  est  que  les  trois  coefficients  M,  N,  P  sont 
tous  trois  de  même  signe.    Je  supposerai  qu'il  n'y  en  a 
aucun  de  nul,  pour  rester  dans  le  cas  général. 
Posons  maintenant 

f{x)  =  (x  —  Ci]  (x—  ^)  (.r  —  7); 

par  dérivation  de  — ; — (■,  on  obtiendra  l'identité 

<f{x) 

Y{x)^'{x)-r{x).{x) 
z=zU{x—  p)^ {x  —  yY  -hlS{x  —  af  [x—y'f  ^V{x—u)' (.r  —  p)-. 

Pour  une  racine  double,  «,  de  F  (x)  =  o^  on  aura 
o  =  M  (a  -  py  [a  —  yY-h^{a  —  a)-[a  —  7)'  4-  P  («  —  a)-(«  —  ^'f-. 

Mais  M,  N,  P  étant  de  même  signe,  cette  égalité  ne 
peut  avoir  lieu  que  si  deux  des  différences  sont  nulles. 
Soit  donc  a=a  =  Q'j  en  substituant  dans  F  (x)  ,  il 
viendra 

^    ^  -  =:^  — V +P-I-1N  H -' 


[x  —  a] 

Comme  F  {x)  doit  être  divisible  par  [x  —  a)-,  et  que 
M  n'est  pas  nul,  il  faudra  que  l'on  ait  encore  a=  y.  On 
trouve  donc,  finalement,  lesdeux  conditions 
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CONSTRICTION  DES  AXES  mm  ELLIPSE  DOM^ÉE 
PAU  DEIX  DMMËTRES  GONJIGUÉS; 

Pau  m.  L.   TROUILLET, 

Élève  de  iMathémaliques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis 
(classe  de  M.  Vacquant). 


Je  rappellerai  d'abord  les  propriétés  suivantes  de  Tel- 
lipse  : 

i"  Un  point  ]M  d'une  droite  AB  de  longueur  constante, 
glissant  sur  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  engendre 
une  ellipse  dont  les  axes  sont  dirigés  suivant  O  j:  et  Oj^, 
et  égaux  à  2 MA  et  2  MB, 

2**  La  normale  au  point  M  s'obtient  en  joignant  ce 
point  au  point  P  de  concours  des  parallèles  menées  aux 
axes  par  les  points  A  etB. 

3"  Si  AB  et  A'B'  sont  deux  positions  rectangulaires 
de  la  droite  mobile,  les  diamètres  OM  et  OM'  sont  con- 
jugués. Eu  effet,  l'égalité  des  triangles  PMA,  OA'M'  en- 
traîne celle  des  angles  MPA  et  A'OM',  et  par  suite  la 
perpendicularité  de  la  normale  PM  sur  le  diamètre  OxM'. 
Donc  ,  si  OM',  est  parallèle  à  MP  et  terminée  à  AB, 
MP  =  OM'  =  OM',  et  l'angle  M',  OM'  est  droit. 

D'où  la  construction  suivante  : 

Soient  OM,  OM'  les  diamètres  donnés^  je  mène  sur 
OM'  la  perpendiculaire  OM,  =  OM'  :  si  je  décris,  du 
milieu  H  de  MM',  pour  centre,  avec  OH  pour  rayon,  une 
circonférence  qui  coupe  MM',  en  A  et  B.  les  axes  seront 
dirigés  suivant  OA  et  OB,  cl  MB,  MA  seront  leurs  demi- 
longueurs. 
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Remarque.  —  On  a,  dans  le  triangle  OMM', , 

2 oh'  -\-  2 Mb'  =  Ôm'  +  ÔM^' , 
et 

MM',  "=  OM'  4-  OM',  '  —  2OM .  OM',  cos  IMOM', 

Posant 

OM  =  «',     OM',  —  h', 
MB  =  a,     MA  =  b,     MOM'  =  Ô, 
il  virent 


2 


d'où 

et 

d'où 


a'  -h  b'  =  a"  -+-  b'\ 

[a—  by-  =  a'-  -h  b"  —  la'  b'  s\x\^, 

ab  =  a'  ^'sin6. 

(Théorèmes  connus. 


SOLUTIONS  DE  CllESTlONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  765 

(voir  2'  série,  tome  V,  page  336J  ; 

Par  m.   GAYON, 

Candidat  à  l'École  Normale. 

On  partage  les  côtes  d'un  carré  en  n  parties  égales; 
par  les  points  de  division  on  mène  des  parallèles  aux 
côtés,  de  manière  à  partager  la  figure  en  ir  petits 
carrés.  Pour  se  rendre  d'un  sommet  du  carré  donné  au 


I 
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somniet  opposé^  on  j)cut  suivre  pliisietus  /i^ncs  brisées 
(lijférenles ;  pour  tous  ces  chemins,  il  j  en  a  qui  sont 
minimums  et  égaux  entre  eux  :  on  propose  d'en  trou- 
ver le  nombre.  (J.-Cli.  Dcpaik,) 

Il  est  facile  de  constalcr  l'exisleiice  de  ces  chemins  mini- 
mums, et  devoir  qu'ils  sont  lous  égaux  à  la  somme  de  deux 
côtés  du  carré  donné,  c'est-à-dire  à  2«  petites  divisions. 
De  plus,  tous  CCS  chemins  comprennent  n  divisions  hori- 
zontales et  n  divisions  verticales.  Le  problème  revient 
donc  à  trouver  le  nombre  des  permutations  avec  répéti- 
tion de  deux  sortes  de  lignes  répétées  chacune  n  fois.  Ce 
nombre  est  donné  parla  formule 

P2,i  ..n         'ini-?n  —  \]{'?.n  —  i)...{n-^\\ 


P„ .  P„  2"  I  .  2  .  3  ...  « 

Remarquons  que  ce  quotient  est  précisément  égal  à  la 
somme  des  carrés  des  coefficients  du  binôme,  et  que, 
comme  l'indique  M.  Bertrand  dans  ses  Exercices,  ou  peut 
l'écrire  sous  la  nouvelle  forme 

2.6,  lo.  i4-  •  •  (4"  —  "2  ' 
I  .  2 . 3 ...  « 

Noie.  —  La  même  quesUoii  a  clc  résolue  par  i\I.M.  Annequin,  du  lycée 
de  Grenoble;  Mandagot  et  Daujoii,  du  lycée  Saiat-Louis;  Violet,  de 
l'Ecole  de  Sorrèze;  Giard  et  Crépin,  du  lycée  de  Douai;  Leclerc,  du  lycée 
de  Douai;  Laisanl,  capitaine  du  génie. 


Question   794 

(  Toir  2°  série,  t.  VI,  p.  94  ). 

Cette  question,  qui  ne  consiste  que  dans  une  identité  à  vérifier,  a  été 
résolue  par  MM.   Paul   I.augier,  Gautier,  du  lycée  Louis-le-Grand  ;  San 
dier,  du    lycée  de  Lyon;  Honoré  Pi,    de   Sorrèze;  Jourdan,  du    collège 
Chaptal  ;  Lemoine,  du  lycée  de  Saint-Omer  j  Welsch,  Rouhier,  DrianI,  du 
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lycée  de  Metz;  Plane,  du  lycée  de  Besançon;  Perronne,  du  collège  Sta- 
nislas. M.  Paul  Mansion  met  le  premier  membre  do  l'identité  sous  l'orme 
de  déterminant  et  arrive  par  quelques  transformations  à  un  détermi- 
nant dont  une  colonne  ne  contient  que  des  zéros.  La  place  nous  manque 
pour  citer  une  dizaine  de  solutions  qui  nous  sont  parvenues  depuis  que 
ceci  est  imprimé. 


Question  792 

(voir  2*  série,  t.  VI,  p.  48); 

Par  m.   a.    VAISON, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Vacquant). 

Quand  on  change  deux  cercles  en  deux  autres  cer- 
cles au  moyen  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  le  rapport  du  carré  de  la  tangente  com- 
mune au  rectangle  des  diamètres  est  le  même  dans  la 
figure  primitive  et  dans  la  figure  transformée. 

(J.  Casey.) 

Si  f{x^y)  =  o  est  l'équation  d'une  courbe,  l'équation 
de  sa  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques,  sui- 
vant une  puissance  A  positive  ou  négative,  Torigine  étant 
le  pôle  delà  transformation,  est 

'? 

Considérons  en  particulier  les  cercles  représentés  par 
les  équations  suivantes   : 

(i)  x^ -i- y^  —  7.asc  —  2Ar-l-M  =  o, 

(2)  :c'-Hj-'  — 2«'j?  — 2A'j  +  M'  =  o. 

Le  pôle  de  transformation  étant  l'origine,  et  ce  point 
étant  d'ailleurs  situé  d'une  manière  quelconque  dans  le 
plan  des  deux  cercles,  les  transformées  suivant  la  puis- 
sance k  des  courbes  (i)  et  (2)  seront  deux  cercles  repré- 
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sentes  par  les  équations  suivantes  : 

'>.ak  ■y.bk  /' 

(3)  -'  +  ^'--M-"--M--^-^M="' 

in' h  2^7  /-• 

(4)         ^'+^^--RF"--ir-^-^^M'==°- 

Cela  posé,  remarquons  que  le  carré  de  la  tangente 
commune  à  deux  cercles,  dont  la  distance  des  centres  est  d 
et  dont  les  rayons  sont  R  et  R',   est 

r/^  — (R  — R')^     ou     rf^  — (Rh-R')% 

suivant  que  l'on  considère  la  tangente  commune  exté- 
rieure ou  la  tangente  commune  intérieure.  Or,  dans  les 
deux  cercles  représentés  par  les  équations  (i)  et  (2), 

d^  =  {a  —  a'  Y  -\-  [b  —  b')\ 


R  —  R'  =  v/«'  4-  6-  —  M  —  si  à'  +  b'-"  —  M' , 


K-\-R'  z=z  ^ a'  -h  b'  —  U  -\-  s/a"-^b"  —  m'. 

Donc  le  rapport  du  cari^é  de  la  tangente  commune  au 
rectangle  des  diamètres  est,  pour  ces  deux  courbes, 


M-{-M  —  naa'  —  ibb'  -+-a.^{a'-\-b'  —  M)( a"  -+-  b'^  —  M' ) 
4  si  {a'  -+-b'  —  M)  [a"  +  6'-—  M') 

ou  bien 


M4-  M^  —  laa'  —  2  bb'  —  7.sJ{a'-hb'  —  M){a''-{-b"  —  M') 
4  \/{a^-h  b'  —  M)  (fl'^+  b"  —  M') 

Le  premier  convient  à  la  tangente  commune  exté- 
rieure, le  second  à  la  tangente  commune  intérieure. 

Les  rapports  correspondants  pour  les  cercles  repré- 
sentés  par  les   équations    (3)    et    (4)   sont    respective- 


(  i86  ) 
ment 


/  (aH^        b-A^        A'\    /a'-r-        b'- k-        / '^  \ 


,     ,       „,,    /■'  [aH-^-        bH-^       k'\(a'H-'        b'H-        k'\ 


^\/riF' 


-/•-        />2^^        /-=\  ia'-k^        b'^-k'         k' 


iM-  M  J  \  M'-  M'-  M' 


expressions  qui,  après  réduction,  sont  identiques  res- 
pectivement aux  expressions  (5)  et  (6).  La  question  est 
donc  résolue. 

Note. —  Autres  solutions  de  MM.  Laisant,  Kœhler,  capitaines  du  génie; 
Fouret,  sous-lieutenant  du  génie;  E.  Pellet,  élève  du  lycée  de  Ninies;  Paul 
Vivier,  du  lycée  de  Strasbourg;  Willière,  professeur  à  Thuin  (Belgique). 


Question  797 

(voir  2"  série,  t.  VI,  p,  9u}  ; 

Par  mm.  D'ANINOUX  et  CAFFAR?:LLI, 

tlôves  on  [Mathématiques  élémentaires. 

Tout  (>ua(/r/Iatcie,  dans  lequel  les  diagonales  tant 
entre  elles  comme  les  sommes  des  produits  des  côtés  <]iti 
comprennent  ces  diagonales,  est  inscriptiblc. 

1.  Lemaie  I.  —  Étant  donné  un  quadrilatère  ABCI). 
si  Von  fait  varier  ses  angles  sans  modifier  les  longueurs 
des  côtés,  on  peut  amener  ce  quadrilnt(;/e  à  être  in- 
scriptiblc.  (Théorème  connu.) 

2.  Lemaie  IL  —  ôi,  dans  le  quadrilaicre  variable 
dont  nous  venons  de  parler,  une  des  diagonales  aug- 
mente, Vautre  diminue. 


I 


(  «87  ) 
En  efïcl,  quand  AC  augmente,  les  angles  B  el  D  aug- 
mentent. On  le  voit  en  considéra lU  les  triangles  ACD, 
ACB,  dont  deux  côtés  gardent  la  même  longueur  {)en- 
dant  que  le  troisième,  AC,  augmente.  La  somme  R  h-  D 
des  angles  opposés  à  ce  côté  augmente.  Donc  la  somme 
A  -h  C  diminue,  puis(}u'ou  a  constamment 

A  H-  C  -I-  B  H-  D  =  4  droits. 

Donc  un  au  moins  des  angles  A  et  C  diminue.  Donc  la 
diagonale  BD,  opposée  à  ce  côté,  diminue  comme  étant 
le  troisième  côté  d'un  triangle  dont  deux  côtés  gardent  la 
même  longueur  pendant  que  l'angle  qu'ils  comprennent 
diminue. 

3.  Démonstration  du  théorème.  —  Soient  L,  L'  les 
diagonales  du  quadrilatère  proposé,  /  et  /'  les  diagonales 
du  quadrilatère  inscriplible  qui  a  les  mêmes  côtés  que  le 
premier. 

Si  on  applique  à  ce  dernier  quadrilatère  le  théorème 
relatif  au  rapport  des  diagonales,  on  trouve,  pour  le  rap- 
port j,-)  l'expression  que  l'hypothèse  attribue  à  —  •  On 
a  donc 

('^  7'  =  v- 

On  peut  en  conclure  /=  L,  /'  =  L',  car  si  l'on  avait 

(2)  />L, 

on  aurait  inversement,  d'après  le  lemme  II, 

(3)  /'<L'. 

Or,  le  système  des  inégalités  (2)  et  (3)  est  incompa- 
tible avec  l'égalité  (i).  Donc.  .  . . 

Note.  —  M.  Périer,  élève  du  lycée  Charlemagne,  a  résolu  la  question 
h  peu  près  de  la  même  manière. 
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QUESTIONS. 

SO^.  Etant  donnés  m  nombres  en  progression  arith- 
métique, trouver  le  nombre  de  leurs  combinaisons  n  à  /i, 
ayant  la  propriété  que  la  somme  des  n  nombres  compo- 
sant chaque  combinaison  ne  surpasse  pas  le  plus  grand 
des  nombres  donnés.  (Joseph  Sacchi.) 

80o.  On  donne  deux  surfaces  (S),  (S),  la  première 
fixe,  l'autre  se  rapprochant  indéfiniment  de  celle-ci.  D'un 
point  A  de  (S)  et  dans  le  plan  tangent  à  cette  surface  on 
mène  des  tangentes  à  (S').  Quelle  est  la  limite  des  posi- 
tions de  ces  tangentes  lorsque  (S')  tend  vers  (S),  de  façon 
que  le  point  où  (S')  est  touchée  à  chaque  instant  par  un 
plan  parallèle  au  plan  tangent  mené  par  le  point  A  à  (S) 
décrive  une  ligne  qui  coupe  cette  surface  sous  un  angle 
fini?  (Ossian  Bonnet.) 

806.  On  donne  cinq  droites  arbitraires,  on  prend  un 
groupe  de  quatre  de  ces  droites  et  l'on  construit  le  couple 
des  deux  droites  (jui  les  rencontrent.  D'un  point  quel- 
conque de  l'espace  on  mène  la  droite  qui  rencontre  les 
deux  droites  de  ce  couple. 

On  pourra  ainsi  mener  de  ce  point  cinq  di^oites,  puis- 
qu'il y  a  autant  de  couples  de  deux  droites  qu'il  est  pos- 
sible de  former  de  groupes  de  quatre  droites  avec  les  cinq 
droites  données.  Démontrer  que  les  cinq  droites  ainsi  dé- 
terminées sont  dans  un  même  plan.  (Mannheim.) 

807.  Démontrer  directement  la  propriété  corrélative 
de  la  précédente. 

808.  U  =  o  étant  une  équation  algébrique,  Uj,  Usvi 
U„,...,  les  dérivées  successives  du  premier  membre  : 


I 


(  i89  ) 
1°  L'équalion  U  =  o  aura  dos  ra(  iufs  imaginaires,  si 
l'on  n'a  pas,  pour  toutes  les  valeurs  de  h  et  de  x, 


I  .2.  . 

.[n  —  i).  I  .2.  . 

.{«  +  !) 

I  .2.  . 

.{n  —  2).  I  .2.  . 

U„_3  .  \jn-\-3 

.(«  +  2) 

1 .2...  « 


1 .2.  .  .(«  — 3).i  .2. .  .(«+ 3)       '    ■-^"' 

l'existence  d'un  couple  de  racines  imaginaires  étant  ac- 
cusée, chaque  fois  que  l'équation  obtenue  en  égalant  à  o 
le  premier  membre  de  l'inégalité  précédente  n'a  pas 
toutes  ses  racines  imaginaires. 

2"  Le  même  théorème  subsistera  si  l'on  remplace  les 
dérivées  U,,  U2,...  par  les  dérivées  de  la  fonction  suivante, 
V  =  U  +  A,U, +A,U,  +  ...  +  A„, 

formée  au  moj'en  des  coefficients  d'une  équation  à  racines 
toutes  réelles, 

.r""—  A,x"'-'  -4-  A^x"'-^  —  .  .  .  dlAm  =  o, 
d'un  degré  égal  ou  inférieur  au  degré  de  U  =  o. 

(J.-J.-A.  Mathieu.) 

809.  Décrire  un  cercle  qui  rencontre  trois  droites 
données  de  manière  que  les  cordes  interceptées  par  ces 
droites  sur  ce  cercle  soient  égales  à  une  longueur  donnée. 

810.  Même  problème  quand  on  remplace  les  trois 
droites  par  trois  circonférences. 

PIIBLICATIOIVS  UÉCFJTES. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  se  trouvent  à  la  librairie  de  Gauthier-Villars, 
quai  des  Augustins,  55.) 


Datiboux  (Gaston). —  Thèses  présentées  à  la  Faculté  des 
Sciences  fie  Paris,   i"  Sur  les  surfaces  orthogonales; 


(  ^9''  ) 
■A^Proposifioin  (leMccaniqueel  tV  ylstvonoiniedonnées 
par  in  Fnciihc.  în-4"  <lo  tv-4B  pagos;  Paris,  i86'6. 

HoiEL   (Jules).   —    Recueil  de  formules   et    de   tables 
mntién'quns.    In-8"    (le   l;xxii-64  pages;   Paris,    1866, 
Gaiilbier-\  illais.  —  Prix  :  4  ff-  ^<J  c. 
Il  en  sera  remlii  compte  prochainement. 

Chelini  (Domenico).  —  Sugli  assi...  Sur  les  axes  cen- 
traux des  forces  et  des  rotations  dans  léquUihre  et  le 
mouvement  des  corps.  Iti-^"^  de  56  pages  et  i  planche  ; 
Bologne,  1866, 

Hekmtt^.  —  Sur  r équation  du  cinquième  degré.  In-4" 
(le  ^4  p^§<^s  5  Paris,  1866.  —  Prix  :  5  fr. 

Résohuion  de  reqnatjon  parles  fonctionsellipliques.  Piédnc- 
tion  à  la  forme  cà  —  x —  «  =  o. 

GouuKERiE  (Jules  DE  la),  —  Rcclieiclies  sur  les  surfaces 
réglées  tétraédrales  symétriques,  avec  des  Notes  par 
Artliur  Cayley.  In-8°  de  xvm-aSS  pages  ;  Paris,  1867, 
Gaulliier-X  illars.  —  Prix  :  6  fr. 

Cet  ouvrage  contient,  avec  ilivers  (Icjveloppenients,  la  ma- 
tière de  trois  Mémoires  présentés  à  l'Académie  et  jngés  dignes 
d'être  insérés  dans  le  Riciieil  des  Savants  étrangers,  sur  le  Rap- 
port d'une  Commission    eom[)osce  de  MM.  Bertrand,  Chasies 

rapporteur. 

Grtjaeut.  —  Archives  de  Mathématiques  et  de  Physique, 
t.  XLVI,  i"  livraison,  iHô'j. 

Oflcrdlngervl  Kagel,  Sur  le  quatrième  porisme  é\v.  Fermât.  - 
TjCijaezhnwshl,  Sur  le  problème  de  la  rotation  d'un  corps  solide. 
—  Spitzer,  Intégration  de  ré(]uation  différentielle 

.'/■■'  r  d"~'  y  (     (ly 

X  ~ f-  A  — — *-  =:  V      X 1-  y.  y 

(W  <•/./,"-'  \     de        ' 

^ —  Franz  Midler,  Condilion  poiu'  qu'une  érpialion  ait  des  ra- 
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fines  éf^ales  et  de  signes  Contraires.  —  Dirngcr,  Sur  la  théorie 
fies  équations  <lirfor(  ntiellos.  —  Borscli,  Sur  l'erreur  mr)ytnrie 
de  plusieurs  mesures  trigonomélriques.  —  T/iicl,  Sur  une  |)ro- 
priété  de  l'hyperbole,  p.  45.  (I,c  lieu  du  centre  de  gravité  d'un 
triangle  dont  l'aire  et  un  angle  restent  constants  est  une  hy- 
perbole.) —  Koutny,  Construction  des  lignes  d'intensité  d'un 
ellipsoïde.  —  Seelingj  Sur  le  développement  de  y  A  on  frac- 
tion continue.  (M.  Seeling  forme  une  transformée  au  moyen  de 
deux  réduites  consécutives.) 

Sylvestek,  Feureks,  etc.  —  Journal  trimestriel  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées,  n"  3i,  t.  \  III , 
1867. 

JVorontzoff,  Généralisation  de  certaines  formules  étudiées 
par  M.  Blissard.  —  Ferrcrs ,  Recherche  de  renveio[)pe  de  la 
droite  qui  joint  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
point  d'une  circonférence  sur  les  côtés  d'un  triangle  inscrit 
(hypocycloïde  à  trois  rebroussements).  —  Cajlcy,  Sur  les  co- 
niques qui  passent  par  deux  points  et  touchent  deux  lignes  don- 
nées. —  Caj-lej-,  Sur  les  coniques  qui  touchent  trois  lignes 
données,  et  qui  passent  par  un  point  donné  —  fFalton,  De 
quelques  transformations  relatives  au  calcul  des  opérations.  — 
Salmon,  Sur  quelques  formes  spéciales  de  coniques  (coniques 
se  réduisant  à  un  point  ou  à  deux  droites).  —  Power,  Sur  le 
problème  des  quinze  écolières.  (Il  s'agit  de  conduire  en  pro- 
menade quinze  élèves  pendant  sept  jours  consécutifs,  groupées 
trois  par  trois,  de  manière  que  deux  d'entre  elles  ne  se  trou- 
vent pas  ensemble  plus  d'une  fois  dans  les  sept  jours.  Nombre 
des  solutions  :  i5  56^  552  000  !  )  —  Steen,  Sur  les  équations 
linéaires  aux  différences  partielles  à  intégrales  particulières  toutes 
de  la  même  forme.  —  Shlajli,  Solution  d'une  équation  aux  dif- 
férences partielles 

dy        '^    dz 


(     d(\'  di\'\-  !   r/ii'  dw\- 

\     z  dy  J  \   ilx  dz  j 


—  AV/.'.ç,  Élude  ssir  nno  fnvmiîlf"  r\!ç:éhriqnc.  —   Frrrcrs,  Théo- 


(  »9^  ) 
rèmes  relatifs  au  système  des  coniques  qui  passent  par  quatre 
points  donnés.  —  Cayley,  Sur  un  lieu  relatif  au  triangle  (lieu 
des  points  tels,  que  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de 
ces  points  sur  les  côtés  d'un  triangle  fixe  soient  en  ligne  droite. 
Il  faut  savoir  que  M.  Cayley  dit  que  deux  droites  sont  perpendi- 
culaires relativement  à  une  certaine  conique,  quand  chacune 
d'elles  a  son  pôle  relatif  à  cette  conique  sur  l'autre  droite.  On 
trouve  une  cubique.)  —  Monro,  Sur  une  intégrale.  —  Jcffery, 
Sur  l'ellipse  sphérique  rapportée  à  des  coordonnées  trilinéaires. 

BoRCHAKDT.  —  JouiTial fur  die  Mathematik  {^Journal de 
d'elle),  t.  LXVII,  i-^Mirraison. 

Clebsch,  Sur  la  surface  de  Steiner  (surface  du  quatrième  ordre 
coupée  par  un  plan  tangent  suivant  deux  coniques.  Son  équa- 
tion peut  se  mettre  sous  la  forme 

X  .  X  2  —\-~  X  .  X  ^   — r~  X  2  X ^  "X  X\  X^  X^  X^  O y 

.r,,  x,,  etc.,  étant  des  fonctions  du  premier  degré.)  —  Schwarz, 
Sur  les  surfaces  réglées  du  cinquième  degré.  —  Konigsberger, 
Sur  la  transformation  du  second  degré  des  fonctions  abéliennes. 
—  Geiser,  Sur  deux  problèmes  géométriques  (courbes  du  troi- 
sième degré).  —  Hanhcl ^  Expression  des  fonctions  symétriques 
au  moyen  des  sommes  de  puissances. —  Cayley^  Sur  une  trans- 
formation géométrique. 

ScHLOMiLCH,  Kahl  ct  Cantor.  —  Zei tsclirlfl.. ..  Journal 
de  Mathématiques  et  de  Physique.  12'  année,  1867, 
i""  livraison. 

Strjnscitncidcr,  Abraham  le  juif,  Savasorda  et  Ibn  Esra  :  frag- 
ment sur  l'histoire  des  sciences  au  xii"  siècle.  —  Lominel,  Sur 
les  coordonnées /e/«/îwcaf/(7Mej(lemniscatische).  —  Enneper^  Sur 
quelques  théorèmes  appartenant  à  la  théorie  des  fonctions©. — 
Huttyadi,  Sur  quelques  identités  (identités  qui  lésultent  du 
développement  de  déterminants  qui  ont  deux  colonnes  identi- 
ques). —  Hunyadi,  Sur  la  résolution  des  triangles  sphériqties 
dont  les  trois  hauteurs  sont  données. 


9à  ) 
PROBLÈMES  ET  THÉORÈMES  {*); 

Par  m.  J.  STEINER. 


1 .  Étant  demandée  une  section  conique  passant  par 
trois  points  donnes,  et  ayant  en  un  point  quelcon(iiie 
d\itie  courbe  donnée  du  degré  n  un  contact  du  deuxième 
ordre  avec  e//e,  le  nombre  des  solutions  du  problème 
sera  en  général 

3  «  («  —  I  j. 

Si  les  trois  points  donnés  se  trouvent  en  particulier 
sur  la  courbe  elle-même,  le  nombre  des  solutions  sera  di- 
minué de  deux  pour  chacun  de  ces  points,  de  sorte  que 
si  les  trois  points  se  trouvent  à  la  fois  sur  la  courbe,  le 
nombre  des  solutions  sera 

3«(/2  —  i)  —  6  =  3(«-hi)(/2  —  2). 

2.  Quel  est  le  nombre  des  sections  coniques  ayant  an 
contact  du  deuxième  ordre  ai>ec  une  courbe  donnée  du 
degré  n  en  un  quelconque  de  ses  points,  et  en  outre  : 

i"  Passant  par  deux  points  donnés  et  touchant  une 
droite  donnée^ 

2**  Passant  par  un  point  donné  et  touchant  deux 
droites  données  j 

3°  Ajant  trois  droites  données  pour  tfiri génies? 

3.  Étant  demandée  une  section  conique  passant  par 


(*)  tes  questions,  auxquelles  de  récents  travaux  aussi  bien  que  le  nom 
de  leur  auteur  donnent  de  l'intérêt,  se  trouvaient  à  la  suite  d'un  Menaoire 
inséré   par  extrait  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Acudrnuc  des  Sciences, 
t.  XXX.V1I,  p.  i5G.  Nous  publierons  ce  Mémoire  prochainement.     P. 
Ann.  dr  Siaihcmal .,  2^  série,  t.  VI.  (Mai  186;.)  l3 


(  'y4  ) 

(rois  points  donnés,  et  touchant  en  deux  points  quel- 
conques une  courbe  donnée  du  degré  /z,  le  nondne  des 
solutions  du  problème  sera  en  général 


4(« 


z=  —  (  «*  -t-  o.n^  —  C)  «-  H-  6 «  ' 


?, 


Si  un,  Jeux  ou  trois  des  points  donnés,  que  nous  ap- 
pellerons r^,  Z>,  c,  se  trouvent  sur  la  courbe,  le  nombre 
(les  solutions  diminuera  par  degrés;  or,  il  y  aura  quel- 
ques-unes de  ces  sections  coniques  qui  seront  en  contact 
avec  la  courbe  aux  points  donnés  mêmes,  cl,  chaque  lois 
que  cela  a  lieu,  deux  des  sections  coniques  coïncident  en 
une  seule.  Si,  par  exemple,  le  premier  point  a  se  trouve 
sur  la  courbe,  celle-ci  sera  en  contact  par  le  point  a  avec 
n^  H-  //  —  4  "J^s  sections  coniques,  de  sorte  que  le  nombre 
des  solutions  sera  diminué  pareillement  de  « -f- //  —  4- 
Et  si  l'on  ne  compte  que  celles  des  sections  coniques  qui 
ne  sont  pas  en  contact  en  «,  leur  nombre  sera  diminué  de 

2  («'+«  —  4). 

Si  le  second  point  b  se  trouve  aussi  sur  la  courbe,  le 
nombre  des  sections  coniques,  qui  ne  sont  en  contact 
ni  par  a  ni  par  Z»,  sera  diminué  encore  de 

■?.  [fi-  +  /?  —  Gj; 

et  enfin,  si  le  troisième  point  c  se  trouve  aussi  sur  la 
courbe,  le  nombre  des  sections  coniques  n'étant  en  con- 
lact  ni  pai'  <'^,  ni  par  b^  ni  par  c,  diminuera  encore  de 

a  [n'  -\-  ri  —  8), 
de  sorte  que  le  nombre  restant  de  ces  sections  coniques  ne 


(  '9^  } 
sera  que 

-  («'  -4-  2//'  —  21  «•  —  ()«-<-  72  ) 

2  ' 

=  -(«  —  3)(/?  —  2)(rt-i-3)(«-i-4)— 2(/7  —  3)«, 

altcndu  que  le  nombre  à  retrancher  élail  en  total 

6(«'+/?  — 6). 

Le  nombre  des  autres  sections  coniques  se  réduit  à 
n^ -h  n  —  8  qui  sont  en  contact  par  un  des  points  a,  b 
ou  c,  plus  3  qui  sont  en  contact  par  a  et  b  .^  par  a  et  c 
ou  par  Z>  et  c^  en  comptant  chacune  des  premières  deux 
fois  et  chacune  des  dernières  quatre  fois,  nous  aurons  le 
nombre  juste 

3  (//' -4- «  —  8)  X  2  H- 3  X  4  =  6  («^ -I- «  —  6), 

Mais,  en  ne  comptant  qu'une  seule  fois  chacune  de  ces 
sections  coniques  en  contact  par  les  points  a,  b,  c,  ce 
qui  donne  le  nombre  3  (/i^  4-  //  —  7)1  le  nombre  de  toutes 
les  sections  coniques  ne  sera  que 

-(«*  -f-  7.n^  —  i5ri-  -f-  3oj  =  -  riri  {n  —  3]  {n  -h  5)  -t-   l5, 

et  alors 

3  {n^  -4-  /?  —  5) 

sections  coniques  peuvent  être  regardées  comme  ayant 
disparu. 

On  remarquera  que  cette  proposition  contient  entre 
autres  celle-ci  :  Par  trois  points  donnés  passent  en 
général  quatre  sections  coniques  donblenient  tangentes 
à  une  section  conique  donnce  [ou  bien  touchant  deux 
droites  données),  qui  a  été  démontrée  par  M.  Poncelet. 

i3. 
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4.  Les  propositions  suivait  (es  sont  imo  conséquence* 
des  développements  donnés  au  n°  3. 

I.  Etant  demandée  une  section  conique  ayant  un 
contact  du  deuxième  ordre  avec  une  courbe  donnée  du 
degré  n  en  un  point  a  donné  sur  elle,  et  étant  en  outre 
en  contact  awec  elle  par  deux  autres  points  quelconques, 
le  nombre  des  solutions  du  problème  sera  en  général 

~  [/i^  -\-  in^  —  :•.  I  n^  —  6  «  -t-  7-2). 

II.  Etant  demandée  une  section  conique  ajant,  avec 
la  courhe  donnée,  un  contact  du  troisième  ordre  en  un 
de  ses  points  donnés  a,  et  étant  encore  en  contact  avec 
elle  par  un  autre  point  quelconque,  le  nombre  des  solu- 
tions sera  en  général 

ri  [n  -\-  \)  —  8 . 

5.  Pareillement,  la  proposition  spéciale  suivante  est 
un  corollaire  de  celle  donnée  au  n°  1 . 

Etant  demandée  une  section  conique  ayant  deux  con- 
tacts du  deuxième  ordre  avec  une  courbe  donnée  du 
degré  n,  le  premier  en  un  point  donné  a  et  le  second  en 
un  point  quelconque,  le  nombre  des  solutions  sej-a 

3n  {n  —  I  ■  —  9. 

G.  Quel  est  le  nombre  des  sections  coniques  étant 
en  contact  par  deux  points  avec  une  courbe  donnée  n, 
et  en.  outre  : 

1°  Passant  par  deux  points  donnés  et  touchant  une 
droite  donnée,  ou  bien 

9.°  Plissant  par  un  point  donné  et  touchant  deux 
droites  donjiées,  ou  bien 

3°    Touchant  trois  droites  données? 
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7.    Par   rapport    aux  propositions  cJoiinées   aux   ii'"  ! 
et  3,    nous  icnuirc|U(.M oiis   encore   les  cas  spéciaux   sui- 
vants : 

I.  Une  courhr  donnée  du  degré  in  ayant  trois 
points  n  tapies  (*),  mais  aucun  autre  point  multiple  outre 
ces  trois-là,  si  V on  demande  une  section  conique  pas- 
sant par  CCS  trois  points  ,  et  ayant  en  outre  avec  la 
courbe  : 

1**    Un  point    quelcofique  de  contact    du  deuxième 

ordre,  le  nombre  des  solutions  est  3«  (« —  2),  ou  bien 

2°  Deux  autres  points   de  contact  quelconques ,   le 

nombre  des  solutions  est  -  n  {n  —  2)  (/z  —  3  )  !//-+-  3  ) . 

II.  Une  courbe  donnée  du  degré  in  ayant  deux 
points  ntuples  et  un  point  («  —  i)  tuple ,  mais  aucun 
autre  point  multiple  outre  ceux-là,  si  Pon  demande  une 
section  conique  passant  par  ces  points,  et  ajant  en  outre 
avec  la  courbe  : 

1°  Un  point  quelconque  de  contact  du  deuxième 
ordre,  le  nombre  des  solutions  est  3  («  -f-  i)  [n  —  i),  ou 
bien 

2°  Deux  autres  points    de  contact  quelconques,    le 

nombre  fies  solutions  est  -  (//  -i-  1  )  [n  —  1)  (//  — v)  (rz  -f-  4). 

III.  Une  courbe  donnée  du  degré  {m —  i)  ayant 
trois  points  [n  —  i)  tuples,  mais  aucun  antre  point  mul- 
tiple, si  l'on  demande  une  section  conique  par  ces  trois 
points,  et  ajant  en  outre  avec  la  courbe  : 

1"  Un  point  quelcotique  de  contact  du  deuxième 
ordre^  le  nondjie  des  solutions  est  3  (//  -f-  i)  ("  —  1),  ou 
bien 


('    Point  11  tiipic,  point  muiliple  p:ir  lequel  la  courbe  passe  n  fois. 
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2^  Deux  autres  points  de  contact  quelconques ,   le 

nombre  des  solutions  est  -[n-\-i){n —  \)[n  —  2)  [n-\-/\). 

IV.  Une  courbe  donnée  du  degré  [in  —  1)  ajant  un 
point  ntuple  et  deux  points  [n  —  v)  tuples ,  mais  au- 
cun autre  point  multiple,  si  Von  demande  une  section 
conique  passant  par  ces  points,  et  ayant  en  outre  avec 
la  courbe  : 

1  °  Un  point  quelconque  de  contact  du  deuxième  ordre  ^ 
le  nombre  des  solutions  est  3/2  [n  —  2 ) ,  ou  bien 

2°   Deux   autres  points  de    contact  quelconques^   le 

nombre  des  solutions  est  -  n  [n  —  2 )  ( «  —  3 )  ( /z  -+-  3  ) . 

8.  Deux  cercles  osculateurs  quelconques  d'une  sec - 
tioîi  conique  étant  donnés  de  grandeur  et  de  position, 
trouver  le  lieu  du  centre  de  cette  conique  et  de  toutes  ses 
semblables.  Le  lieu  [V enveloppe)  de  la  droite  qui  passe 
par  les  deux  points  de  contact  de  ces  cercles  avec  la  sec- 
tion conique  variable  est  une  courbe  de  la  sixième  classe. 

9.  Les  polygones  de  plus  grand  périmètre  insci^its  à. 
une  ellipse  ont  le  périmètre  égal,  [f'oir  t.  XXX\  II  , 
p.  189-191  du  Journal  de  M.  Crelle.)  Trouver  ce  péri- 
mètre, r ellipse  étant  donnée. 

10.  I.  Trouver  parmi  tous  les  tiiangles  de  plus  grande 
aire  inscrits  à  une  ellipse  donnée  celui  dont  le  péri- 
mètre est  un  maximum  ou  un  mininumi. 

11.  Trouver  parmi  tous  les  tiiangles  de  plus  grand 
périmètre  inscrits  à  une  ellipse  donnée  celui  dont  Taire 
est  un  nuixiniuin  ou  un  niinintum  :  ou.  plus  géiiéia- 
k'mcnt  : 

11.  i .  Trouver  parmi  tous  les  polygones  de  plus  grande 
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aire  inscrits  à  une  ellipse  donnée  celui  t loti L  le  périnièlrc 
est  un  maximum  ou  un  minimu/n  ,•  et 

IL  Trouver  parmi  tous  les  polygones  de  plus  grand 
périmètre  inscrits  à  une  ellipse  donnée  celui  dont  raire 
est  un  maximum  ou  un  tninimiim. 

Quant  au  (juadrilatère,  la  dernière  question  (II)  a 
trouvé  sa  réponse  dans  mon  Mémoire  déjà  cité  (l.XXX\  IJ, 
p.  184  du  Journal  de  Crelle,  savoir  :  L'aire  du  quadri- 
latère est  un  maximum  ou  un  minimum ,  stdon  que  srs 
côtés  sont  parallèles  aux  diamètres  conjugués  égaux  on 
aux  axes  de  l'ellipse.  ÎMais  la  réponse  à  la  pieniièic 
question  (T)  est  pareillement  facile  pour  le  quadrilatère 
et  peut  presque  être  énoncée  par  les  mêmes  mois,  sa- 
voir : 

Parmi  tous  les  quadrilatères  de  plus  grande  aire  in~ 
crits  à  une  ellipse,  le  périmètre  de  celui-là  est  un  maxi- 
mum =  u  qui  a  les  axes  de  l'ellipse  pour  diagonales 
[ou  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  diamètres  conju- 
gués égaux),  et  le  périmètre  de  celui-là  est  un  minimum 
=  Ui  qui  a  les  diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse 
pour  diagonales  [ou  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux 
côtés  de  Vellipse).  En  indiquant  par«  et  b  les  demi-axes 
de  Fellipsc,  on  a 


donc 

u-  —  a\  =  8(rt  —  by. 

12.  Si  nous  désignons  par  a  et  b^  «,  et  b^  les  axes 
de  deux  sections  coniques  confocales ,  par  exemple  de 
deux  ellipses  e,  c/  e^,  e/  si  ces  axes  ont  cette  relation  que 

1  _      f  T, 

tl  II 
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//  y  aura  un  nombre  infini  de  triangles  à  la  fois  inscrits 
à  la  courbe  z^  et  circonscrits  à  la  courbe  z\. 
Et  si  les  axes  ont  cette  relation,  que 

II  a^\b^\\br.o,, 

il  y  aura  un  nombre  infini  He  quadrilatères  à  la  J'ois 
inscrits  à  la  courbe  e^  et  circonscrits  à  la  courbe  e\ . 

13.  (Quelle  est  la  relation  qui  doit  avoir  lieu  entre  les 
axes  de  deux  sections  coniques  confocales  e^  et  £^,  pour 
quun  polygone  puisse  être  à  la  fois  inscrit  à  Vune  et 
circonscrit  à  Vautre?  Dès  qu'un  polygone  peut  être  dé- 
crit de  la  manière  demandée,  on  sait,  d'après  une  belle 
proposition  de  M.  Poncelet,  qu'il  existe  une  infinité  de 
polygones  jouissant  de  la  même  propriété.  Tous  ces  po- 
lygones ont  le  périmètre  égal,  et  ils  ont  le  plus  grand 
périmètre  parmi  tous  les  polygones  inscrits  à  la  courbe  s^, 
et  ils  ont  le  plus  petit  périmètre  parmi  tous  les  poly- 
gones circonscrits  à  la  courbe  t\  (t.  XXXVII,  p.  189). 

Berlin,  au  mois  de  novembre  i852. 


NOTE 

Snr  les  degrés  de  multiplicité  des  sololions  iudiqnées  par  le  principe  de 
correspondance,  suivie  d'une  application  de  ce  principe  à  une  démonstration 
des  relations  pliickériennes  ; 

Par  m.   ZEUTHEN. 


Le  principe  de  correspondance,  dû  à  M.  Chaslos, 
s'énonce  ainsi  (voir  Nouvelles  Annales^  0.''  série,  t.  V, 
p.  195)  : 

«    Lorsqu'on  a  sut   une  droite  L  deux  séi  ies  de  points 
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X  et  u  lels,  (jii  à  un  point  x  coiTcspondent  a  points  u,  et, 
à  un  point  u,  fj  points  x,  le  nombre  des  points  x  qui 
eoïncident  avee  des  points  conespoiidanls  u  est  a  -h  ,6  (*). 
»  En  ellet,  lepiésenlons  par  les  lettres  x  et  u  les 
dislances  des  points  des  deux  séries  à  une  orii^ine  fixe 
prise  sur  L.  On  a  entre  ces  distances  une  relation  telle 
que 

x'^Au^'-hBu'-'  ^  .  .  .) 

+  .r/5-'(A'M''--^B'tt'-'- -'-+-...]  -h  ...  ^  o; 

et  les  points  x  qui  coïncident  avec  des  points  correspon- 
dants it  sont  donnés  par  l'équation 

(2)        Ax'^^'^  4- (B  + A')  x'^^'^ -'-!-...  =0 » 

Une  seule  difficulté  s'élève  souvent  dans  l'application 
de  ce  principe,  celle  de  trouver  combien  de  fois  un  point 
où  l'on  sait  qu'un  point  x  coïncide  avec  un  ou  plusieurs 
points  correspondants  u  est  compté  dans  le  nombre 
a  -t-  [3.  C'est  d'nn  moyen  qui  peut  servir  à  résoudre  cette 
difticulté  que  je  parlerai  ici. 

Si  l'on  prend  les  dislances  x  cl  u  pour  abscisses  et  or- 
données dans  un  système  de  coordonnées,  l'équation  (i) 
représentera  une  courbe  dont  les  points  d'intersection 
avec  la  droite  x  =  n  ont  pour  valeurs  communes  des  deux 
coordonnées  les  dislances  des  points  cherchés  sur  L  à 
l'origine  prise  sur  celle  droite.  Si  l'on  sait  qu'en  un 
point  f}  de  L  un  point  x  coïncide  avec  un  ou  plusieurs 
points  correspondants  u,  la  distance  de  p  à  l'oriyine 
prise  sur  L  sera  donc  égale  aux  deux  coordonnées  d'un 


(*)  Nous  110  nous  occuperons  pas  ici  à  part  du  théorème  analogue  sur 
les  droites  d'un  faisceau;  car  les  propriétcs  qui  y  sont  relatives  sont  des 
conséquences  immédiates  de  celles  des  points  d'une  droite. 
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point  (]  qui,  dans  la  représonlalion  grapliique,  est  com- 
mun à  la  courbe  (i)  et  à  la  droite  x  =  «,  et  le  nombre 
de  coïncidences  de  points  correspondants  qui  ont  lieu 
au  point  p  est  égal  à  celui  des  points  communs  à  la 
courbe  (i)  et  à  la  droite  .r  =  w  qui  coïncident  en  q.  Ce 
dernier  nombre  dépend  :  i°  de  celui  des  branches  de  la 
courbe  (i)  qui  passent  par  f] -^  et  2°  du  nombre  et  des 
ordres  des  contacts  qu'elle  y  a  a\ec  la  droite  x  =  u. 

1°  Soit  y  le  nombre  des  points  u  correspondants  à  un 
point  a:  qui  coïncident  avec  lui  s'il  est  au  point  p,  et  0 
celui  des  points  x  correspondants  à  un  point  u  qui  coïn- 
cident avec  lui  s'il  est  .'lu  point  p,  et  supposons  que 
y^â.  Alors  le  point  q  de  la  courbe  (i)  sera  multiple  de 
l'ordre  d,  à  moins  qu'une  droite  menée  par  g  parallèle- 
ment à  l'axe  des  x  ne  touche  en  ce  point  une  branche  de 
la  courbe,  c'est-à-dire  à  moins  qu'un  point  n  qui  corres- 
pond à  un  point  x  infiniment  peu  éloigné  de  p  ne  soit 
à  une  distance  de  p  qui  est  infiniment  petite  d'un  ordre 
supérieur.  Dans  ce  cas  exceptionnel,  on  trouve  l'ordre 
du  contact  par  une  comparaison  des  ordies  des  infini- 
ment petites  distances  de  p  à  deux  points  x  et  u  qui  se 
correspondent,  et  l'on  aura  de  cette  manière  le  nombre 
qu'il  faut  soustraire  de  0.  On  doit  obtenir  le  même  résul- 
tat en  faisant  une  semblable  soustraction  de  y. 

2*^  Si  une  branche  de  la  courbe  (i)  a  au  point  r/  un 
contact  avec  la  dxoite  x  =  «,  la  valeur  de  x  —  u  qui  cor- 
respond à  un  point  de  cette  branche  infiniment  peu  éloi- 
gné de  g  sera  infiniment  petite  d'un  ordre  supérieur. 
Dans  ce  cas,  un  des  points  n  qui  correspondent  à  un  point 
X  infiniment  peu  éloigné  de  p  doit  être  infiniment  plus 
près  de  x  que  de  p.  Si  cela  a  lieu,  une  comparaison 
exacte  des  or» lies  de  ces  quantités  infiniment  petites  ser- 
vira à  déterminer  l'ordre  du  contact. 

I.e    piocédé  que  nous    venons  d'exposer   permet,    au 
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moins  en  beaucoup  de  cas,  de  trouver  les  degrés  de  mul- 
liplicilé  des  coniques  exceptionnelles  qui  apparliennenl 
à  un  système  de  coniques.  Il  fournit  donc  directement 
les  coefficients  que  j'ai  trouvés  d'une  manière  très-dilîc- 
rente  dans  un  Mémoire  sur  la  détermination  des  caracté- 
ristiques des  systèmes  de  coniques  qui  a  été  inséré  dans 
plusieurs  numéros  des  Nouvelles  annales  pendant  la 
dernière  moitié  de  l'année  passée.  Au  lieu  de  nous  occu- 
per de  nouveau  des  systèmes  de  coniques,  nous  donne 
rons  d'autres  exemples  du  procédé  exposé,  en  employant 
le  principe  de  correspondance  à  une  démonstration  des 
formules  de  JM.  Plûcher. 

Les  équations  plûchériennes^  dont  il  y  a  trois  indé- 
pendantes l'une  de  l'aulie,  ont  lieu  entre  les  six  nombres 
suivants  :  l'ordre  m  d'une  courbe  algébrique  quelconque 
ou  le  nombre  de  ses  intersections,  réelles  ou  imagi- 
naires, avec  une  droite  ^  sa  classe  n  ou  le  nombre  des 
tangentes  qu'on  y  peut  mener  par  un  point  ;  les  nombres 
(l  de  ses  points  doubles,  d'  de  ses  points  de  rebrousse- 
ment,  t  de  ses  tangentes  doubles  et  t'  de  ses  tangentes 
d'inflexion.  On  peut  donner  à  ces  équations  les  formes 
suivantes  : 

[  m  [m  —  ï)  ^=  n  -r-  id  -\-  3(1'. 
(3)  \     n  [n  —  i)  =:  m -^ -ît  -h  3l', 

f    3{m  —  n)  =  cr—t'. 

Commençons  par  démontrer  la  deuxième.  Prenons, 
à  cet  eliet,  deux  droites  fixes  L  et  M  dans  le  plan  de 
îa  courbe-,  menons  par  un  point  x  de  L  une  tangente 
à  la  courbe,  et  soit  z  le  point  où  celle-ci  rencontre  M. 
Menons  ensuite  par  z  à  la  courbe  une  tangente  diOe- 
rente  de  la  première,  et  soit  u  le  point  où  celle-ci 
rencontre  L.  Alors  à  un  point  x  corres[)ondent  n  points  r: 
et  à  chacun   de    ceux-ci    [n  —  i)    points   //,    par   consé- 
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quent  à  un  point  .r,  ii  [n  — i)  points  ii.  Do  même, 
un  point  u  déterminant  des  points  correspondants  x 
exactement  de  la  même  manière  que  si  on  l'avait  pris 
pour  un  point  x,  ce  qui  fait  l'équation  (i)  symétrique 
dans  cet  exemple,  à  un  point  u  correspondent  n  [n  —  i) 
points  X.  Donc 

ar=p  =  /?(/?  —  i), 

et,  par  conséquent,  L  contient  in  [n  —  i)  points  .r  qui 
coïncident  avec  des  points  correspondants  u. 

Cette  coïncidence  a  seulement  lieu  aux  points  où  la 
droite  L  rencontre  :  i°  la  droite  M  ;  2"  les  ni  tangentes  à 
la  courbe  donnée  à  ses  points  d'intersection  avec  M^ 
S**  les  t  tangentes  doubles;  et  4°  les  t'  tangentes  d'in- 
flexion de  cette  courbe.  Désignons  le  premier  de  ces 
points  par  p'  et  respectivement  par  p",  p"\  p^^'  des  points 
appartenant  aux  trois  autres  groupes. 

1°  Le  point  ^',  qui  sur  la  courbe  représentée  par  Térjua- 
lion  (i)  correspond  à  p\  est  multiple  de  Tordre  n  [n  —  1), 
et,  en  général,  aucune  des  branches  de  cette  courbe  n'est 
en  ce  point,  </',  tangente  à  la  droite  x  =  it.  Par  consé- 
quent n  [il  —  i)  des  coïncidences  cherchées  ont  lieu  en  //. 

2°  Le  point  q" ^  qui  sur  la  courbe  (1)  correspond  à  un 
des  m  points  p" ^  est  un  point  simple  où  la  tangente,  à 
cause  de  la  symétrie  de  cette  courbe  par  rapport  à  la 
droite  x  ^u,  y  est  perpendiculaire.  Les  m  points/?"  ne 
donnent  donc  que  des  solutions  simples. 

3°  Le  point  g'",  qui  sur  la  courbe  (i)  correspond  à  un 
des  t  points  p'",  est  un  point  double,  et  aucune  des  bran- 
ches n'y  touche  la  droite  j:  =:  «.  Par  conséquent,  deux 
coïncidences  ont  lieu  en  chacun  des  t  points  p'" . 

4**  Le  point  <7'^,  qui  sur  la  courbe  (i)  correspond  à  un 
des  t'  points  p"^,  est  un  point  de  rebroussement  ordinaire 
où  la  tangente  est  la  dioite  x  -—  u.  Par  (onséquent,  trois 
coïncidences  ont  lieu  à  chacun  dos  l'  points  p^^ . 


(  -ior)  ) 

On  trouve  donc 

y./i  [n  —  I  )  =  //  (/?  —  i)  ^~  '"  "*~  2  '  ~^  3'» 
d'où 

n  (n  —  i)  =^  m  -\-  1 1  -h  3 1" . 

C.   Q.    F.   D. 

La  première  des  trois  équations  se  déduit  de  la  deuxième 
par  le  principe  de  dualité  (on  peut  aussi  la  démontrer 
d'une  manière  analogue). 

Dans  la  preuve  de  la  troisième  des  équations  (3)  on 
emploie  une  seule  droite,  fixe  mais  arbitraire,  L,  dans  le 
plan  de  la  courbe  donnée.  Par  un  point  x  de  cette  droite 
on  mène  une  tangente  à  la  courbe  qui  la  coupera  en 
ni  —  2  points  z. 

Désignons  par  u  le  point  où  la  tangente  à  la  courbe  à 
un  point  z  rencontre  L.  Alors,  à  un  points:  correspon- 
deiît  n  [m  —  2)  points  z,  et  à  cbacun  de  ceux-ci  un  seul 
point  M5  par  conséquent  à  un  pointa:,  n[ni  —  2)  points  z/; 
à  un  point  11  correspondent  n  points  z,  et  à  un  point  z, 
[n  —  2)  points  X,  par  consécjuent  à  un  point  u.  ii  [n  —  2) 
points  X.  Le  nombre  des  points  a:  qui  coïncident  avec  des 
points  correspondants  u  est  donc 

n  [m  —  1)  -\-  n  \n  —  1)  -zzz  n  [m  -+-  n  —  4  )  • 

Cette  coïnciderK  e  n'a  lieu  qu'aux  points  où  la  droite  L 
rencontre  :  1^  la  courbe  donnée  elle-même;  2°  ses  </' tan- 
gentes aux  points  de  rebroussement 5  3°  ses  t  tangentes 
doubles,  et  4"  ses  /'  tangentes  d'inflexion.  Désignons 
maintenant  par  /;',  p" ,  p"\  p^"  respectivement  des  points 
de  ces  quatre  groupes. 

1°  Le  point  q' ^  qui  sur  la  courbe  ([ue  représente  main- 
tenant l'équation  (i)  correspond  à  un  des  m  points  d'in- 
tersection p'  de  L  avec  la  couibe  donnée,  est  multiple  de 
l'ordre   (n  —  2),    et  comme   les   tangentes   à  toutes   les 
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branches  sont  parallèles  à  l'axe  des  j?,  ancune  de  ces 
branches  ne  sera  tangente  à  la  droite  x  =  u.  Par  consé- 
quent n — 2  coïncidences  de  points  correspondants  x 
et  u  ont  lieu  à  chacun  des  m  points  p'. 

2"  Le  point  q",  qui  sur  la  courbe  (i)  correspond  à  un 
des  d'  points  p",  n'est  qu'un  point  simple  c|ui  a  la  paral- 
lèle à  Taxe  des  x  pour  tangente  d'inflexion.  La  courbe  (i) 
y  coupe  donc  seulement  la  droite  x  =  u.  Les  d'  points  p" 
ne  donnent  donc  que  des  solutions  simples. 

3°  Par  le  point  q'",  qui  sur  la  courbe  (i)  correspond  à 
un  des  t  points  p'",  passent  deux  branches  de  cette 
courbe  qui  toutes  deux  y  sont  tangentes  à  une  parallèle 
à  l'axe  des  m,  et  qui  par  conséquent  toutes  deux  coupent 
la  droite  x  =  u.  Par  conséquent,  deux  coïncidences  ont 
lieu  à  chacun  des  points  p'" . 

4°  Le  point  q'",  qui  sur  la  courbe  (i)  correspond  à  un 
des  t'  points />•'',  est  un  point  de  rebroussement  où  la  tan- 
gente est  parallèle  à  la  droite  u  =  ^x,  de  façon  que  la 
droite  u  =  x  n'y  aura  que  deux  intersections  avec  cette 
courbe.  Par  conséquent,  deux  coïncidences  ont  lieu  à 
chacun  des  t'  points  p'". 

On  a  donc 

fi  (w  +  /?  —  4)  =  w  («  —  2)  -t-  <-/' -h  i>.t  ■+-  2/'. 

En  éliminant  t  au  moyen  de  la  deuxième  équation  (3) 
on  trouve  la  troisième. 
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NOTE  SIR  LES  SIRFAGES  UALCIIES  Dl  SECOND  IIEGRE 

''suite  et  nri,  Toir  page  168); 

Par  m.   h.  DURRAINDE, 

Professeur  de  Math»  matuiues  sf>eciales  au  lycée  de  Nimes. 


CYLINDRES    DU    SFXO>D    DEGRE. 

7.  Théorème  I.  —  Lorsque  les  axes  A  e^  B  fie  deux 
faisceaux  ho  mo  graphique  s  sont  parallèles  ^   la  surface 

résultante  est  un  cylindre  du  second  degré. 

On  pourra  représenter  le  cvlindre  par  la  notation 
[A,  A'J,  pour  indiquer  par  ridenlitédes  lettres  l'identité 
des  direciioiis  des  axes. 

Théorème  II.  —  Tout  plan  qui  divise  homographi- 
quemcnt  deux  droites  données  et  qui  reste  parallèle  à 
une  droite  fixe  enveloppe  un  cylindre  du  second  degré 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite .,  et  qui 
est  tangent  aux  deux  plans  menés  par  les  deux  pre- 
mières droites  parallèlement  à  la  direction  fixe. 

HYPERBOLOÏDE    A    i;>E    ^APPE. 

8.  J'appelle  hyperboloïde  a  une  nappe  une  surface  ré- 
glée du  second  degré  à  centre  unique,  dont  les  sections 
planes  peuvent  être  une  quelconque  des  courbes  du  se- 
cond degré,  mais  dont  les  génératrices  rectilignes  ne  pas- 
sent pas  par  un  même  point. 

Théorème  I.  —  La  surface  résultant  du  système  de 
faisceaux  homographiques  [A,  B],  dont  les  axes  ne  se 
rencontrent  pas,  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

jNous  savons  déjà  que  la  surface  est  du  second  degré, 
que  tontes  les  sections  par  des  plans  parallèles  sont  des 
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ioniques  hoinolhéliques.  De  plus,  il  est  iacilede  voir  que 
l'on  peut  obtenir  les  trois  genres  de  coniques  par  des  sec- 
tions planes;  car  si,  par  un  point  quelconque  de  l'espace, 
on  construit  le  système  hooiothélique  [Ao,  BoJ,  le  même 
plan  sécant  donne  des  courbes  horaothéiiques  dans  les 
deux  surfaces  {th.  III  du  n"  3)-,  car  le  cône  [Ao,  BqJ 
admet  les  trois  genres  de  sections  planes;  donc  il  en  est 
de  même  de  la  surface  [A,  B]. 

Reste  à  prouver  que  c'est  une  surface  à  centre;  on  le 
fait  siraplemeul  de  la  manière  suivante  : 

Par  l'axe  A  menons  un  plan  parallèle  à  Taxe  B,  et  par 
celui-ci  le  plan  boniologue  du  premier;  ces  deux  plans 
se  coupent  suivant  une  droite  Bj  parallèle  à  B  et  rencon- 
trant A;  répétons  la  même  construction  eu  échangeant 
les  lelties  A  et  B.  Soit  I  le  point  de  rencontre  des  droites 
Al,  Bj,  et  I'  celui  de  B  et  Ai  ;  si  nous  coupons  la  surface 
[A,  B]  par  deux  plans  parallèles  entre  eux  et  à  la  droite  II', 
et  menés  à  égale  distance  de  cette  droite,  on  voit  aisé- 
ment que  les  deux  coniques  ainsi  déterminées  seront 
égales,  mais  inversement  placées  par  rapport  au  point  O, 
milieu  de  II'  :  ces  deux  coniques,  que  Ton  sait  ètrehomo- 
thétiques,  sont  en  eûet  circonscrites  à  deux  parallélo- 
grammes égaux,  mais  inverses  par  rapport  au  point  O. 
Les  sommets  de  ces  parallélogrammes  sont  les  rencontres 
des  droites  A,  Ai,  B,  Bj  a\ec  les  deux  plans  parallèles. 

Le  point  O  est  ilouc  bien  évidemment  le  centre  de  la 
surface. 

Théorème  IL  —  La  surjacc.  [A,  B]  admet  les  mêmes 
plans  diaméiraux  et  diamètres  l  o/ijiigués  que  le  cône 
honiothétiqne  [Aq,  Bq]  ayant  son  sommet  au  centre. 

Ceci  résulte  évidemment  de  ce  que  tout  plan  sécant 
mené  par  le  centre  commun  des  deux  surfaces  donne  des 
courbes  homothétiques  et  coJicentriques.  Par  conséqueut, 
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les  (l(,'ux  siii  laces  oui  les  mêmes  plans  [jrincipaux  ;  or 
les  plans  p!  iii(i[)aux  (In  cùiie  donnent  pour  sections  prin- 
cipales un  poinl  el  deux  svslèines  de  dioiles  :  donc,  dans 
1  hyperl)olr/ide  [A,  B],  nous  aurons  une  ellipse  conrnie 
sous  le  nom  à  ellipse  de  gorge  et  deux  hyperboles. 

De  là  plusieuts  modes  \}\ci\  <"onnus  de  j^jénération  de  la 
surface. 

TuÉouÈ:\iK  111.  —  Le  côiic  [Aq,  Bq]  homolliëliqtie  et 
concentrique  à  la  surface  [A,  1^]  rsl  asymptote  à  cette 
surface. 

F!n  ertet,  lout  plan  mené  par  l'axe  commun  perpendi- 
culaire à  Tellipse  de  i^oige  coupe  le  cône  suivant  un  sys- 
lème  de  denx  droites  qui  .sont  les  asvniptoles  de  Tliyper- 
l)oIc  que  ce  plan  détermine  dans  la  surface  [A.  B]. 

Théorème  IV.  —  Toute  section  diamétrale  de  la  sur- 
face [A,  B]  Cil  r enveloppe  des  projections  des  généra- 
trices rectiligjies^  la  projection  se  faisant  pdrulli'lcnwnt 
à  la  direction  conjuguée. 

C'est  une  conséquence  de  ce  que  les  sectioi'.s  parallèles 
sont  des  courbes  liomoihéliqnes  et  ont  leurs  centres  sur  le 
<!iamèire  conjugué.  Si  Ion  considère  en  effet  une  section 
diamétrale  et  deux  sections  parallèles  et  équidislantes  de 
la  première,  et  (jucTon  projette  les  courbes  obtenues  sur 
le  plan  de  l'une  d'elles  parallèlement  à  la  ligne  des  cen- 
tres, les  pro|ections  se  réduisent  à  deux  coniques  con- 
centriques et  homothétiques.  La  portion  d'une  généra- 
tiice  quelconque,  comprise  entre  les  deux  sections  égales, 
se  projette  suivant  une  corde  de  leur  projection  commune; 
et  comme  son  milieu  doit  se  trouver  sur  la  section  dia- 
métrale, la  projection  de  la  génératrice  sera  donc  lan- 
i;ente  à  celle  section. 

Renia/que.  —  C>ette  démonstration  repose  sur  un  tbéo- 

Ann.    de  ilalhrniiil.,  V''  série,  t.   yi.   (Mai    1867.}  l4 
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lènio  bien  connu  des  coniques  homolhétiques  ei  con- 
(^entiiques,  et  qui  s'étend  facilement  aux  surfaces  du 
second  degré ^  ainsi  :  Si  deux  coniques  sont  homothé ti- 
ques et  concentriques,  toute  corde  de  l'une  tangente  à 
r autre  est  di^^isée  en  deux  parties  égales  au  point  de 
contact^  et  réciproquement. 

Si  deux  surfaces  du  second  degré  sont  hornothéti- 
ques  et  concentriques,  toute  section  faite  dans  Vune 
tangentiellement  à  Vautre  a  son  centre  au  point  de 
contact. 

Cela  vient  de  ce  que  les  deux  coniques  ou  les  deux  sur- 
faces ont  les  mêmes  systèmes  de  diamètres  conjugués. 

Corollaire  1.  —  Les  sections  principales  de  la  surface 
[A,  B]  sont  les  enveloppes  des  projections  orthogonales 
des  génératrices  sur  les  plans  principaux,  et  par  consé- 
quent les  contours  apparents  de  la  surface. 

Corollaire  H .  —  Les  plans  tangents  à  la  surface,  pa- 
rallèles à  une  droite  donnée,  forment  un  cylindre  ciicon- 
scrit  dont  la  courbe  de  contact  est  la  section  diamétrale 
conjuguée  de  la  droite. 

9.  On  donne  en  Géométrie  descriptive  plusieurs  déti- 
nitions  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe;  nous  allons  voir 
que  toutes  ces  définitions  sont  identiques. 

Théorème  \  .  —  Etant  données  trois  droites  A,  B,  C 
noji  situées  dans  un  même  plan^  une  droite  mobile  qui 
s'appuie  constamment  sur  ces  droites  fixes  décrit  une 
surface  [A^  B] . 

En  effet,  pour  construire  une  génératrice  de  la  sur- 
face, il  suffit  de  prendre  un  point  quelconque  sur  la 
droite  C  et  de  faire  passer  un  plan  par  ce  point  et  cha- 
«une  des  droites  A,  B;  l'inlerseclion  de  ces  deux  plans 
est   une   génératrice.    Or,    il    est    bien    évitlenl    que    les 
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dt;ux  iaisceaiix  <le   [)lans  ainsi  déterminés  sont  lioniogra- 
pl)icju(;s. 

Remarque.  —  Si,  au  lieu  do  prendre  les  droites  A  et  B 
comme  axes  des  faisceaux,  on  prend  A  et  C  ou  Tî  et  C, 
les  surfaces  résultantes  sont  identiques,  ce  qui  tient  pré- 
cisément à  ce  qu'une  génératrice  détermine  des  divisions 
homographiques  sur  A,  B,  C. 

Théorèaie  VI.  —  Vhyperboloïde  admet  deux  modes 
de  génération  rectdigne ,  c'est-à-dire  que  toute  droite 
mobile  s' appuyant  sur  trois  quelconques  des  génératrices 
rlécrit  la  même  surface. 

II  suffit  de  démontrer  que  toute  droite  qui  rencontre 
trois  génératrices  G,  G',  G"  de  la  surface  [A,  B]  les  ren- 
contre toutes,  et  par  conséquent  est  entièrement  située 
sur  la  surface.  Soit  H  une  droite  satisfaisant  <à  cette  con- 
dition ;  les  deux  faisceaux  [A,  B]  doivent  déterminer  sur 
cette  droite  deux  divisions  homographiques  5  mais  comme 
ces  deux  divisions  ont  déjà  tiois  points  doubles  (H,  G), 
(H,  G'),  (H,  G''),  elles  coïncident,  ce  qui  revient  à  dire 
que  tous  les  couples  de  plans  homologues  doivent  se  cou- 
per sur  la  droite  H,  ou  bien  que  la  droite  H  rencontre 
toutes  les  génératrices  de  la  surface  [A,  B]. 

Ainsi  se  trouve  démontrée  aussi  simplement  que  pos- 
sible, je  crois,  l'existence  des  deux  systèmes  de  généra- 
trices de  la  surface  [A,  B]  ;  cette  démonstration  prouve 
d'ailleurs  que  toute  généialrice  du  système  H  rencontre 
une  génératrice  du  système  G,  et  réciproquement. 

Corollaire.  —  Deux  génératrices  d'un  même  système 
ne  se  rencontrent  jamais,  car  sans  cela  toutes  celles  de 
l'autre  système  seraient  dans  un  même  plan,  et  en  parti- 
culier les  trois  diiectrices  A,  B,  C,  ce  (|ui  est  contre  l'hv- 
pollîèse. 

,4. 
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Théorème  MI.  —  Sur  /rois  génératrices  de  la  sur- 
face appartenant  à  un  même  système,  on  peut  con- 
struire un  parallélipipéde  dont  le  centre  est.  le  centre 
même  de  la  sur j ace,  dont  les  trois  arêtes  opposées  sont 
tiois  génératrices  paiallèle'i  dn  second  système. 

Ceci  est  démontré  parioul. 

Théorème  VlII.  —  Dans  le  parallélipipéde  construit 
sur  trois  génératrices,  il  n'y  a  (pie  six  arêtes  for uiant  un. 
hexagone  gauche  qui  appartiennent  à  r liyperboloïde j 
la  diagonale  du  parallélipipéde  qui  ne  rencontre  au- 
cune de  ces  six  arêtes  est  le  diamètre  conjugué  de  la 
section  diamétrale  qui  passe  par  les  milieux  des  six 
arêtes  génératrices. 

Oii  verra  sans  difficnllé  que  les  six  plans  tangents  à 
rhvperboloï(le,  menés  par  les  milieux  des  six  arêtes,  sont 
parallèles  à  la  diagonale  du  parallélijiipède  fjui  ne  ren- 
contre pas  ces  six  droites;  cette  diagonale  est  donc  hien 
le  diamètre  conjugué  de  la  section  diamétrale  c[ui  passe 
par  les  points  de  contact. 

Corollaire  1.  —  L'hexagone  gauche  loi  mé  par  les 
six  arêtes  génératrices  du  parallélipipéde  se  projette  sui- 
vant un  hexagone  circonscrit  à  la  conique  diamétrale,  la 
projection  étant  faite  parallèlement  à  la  (iiagonale  dia- 
ujèire  conjugué. 

Corollaire  JI.  —  Si  le  parallélipipéde  est  un  cube,  le 
plan  diamétral  passant  par  les  milieux  des  six  arêtes  gé- 
nératrices  devient  un  plan  principal,  pnis<iu"il  est  per- 
pendiculaire .à  la  diagonale  conjuguée:  déplus,  la  projec- 
tion de  riuxagonc  gauche  devient  un  hexagone  régulier; 
donc  la  conique  principale  est  un  cercle  et  l'hyperboloïde 
est  de  révolution. 

Théorème  IX.  —   Étant  données  deux  droites  A,  B, 
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tioii  siLitces  (Idtis  un  iiiciiu:  f/lan^  et  une  conujuc  fixe 
rencontrant  ces  deux  ilroiles^  une  droite  mobile  rencon- 
trant ces  trois  directrices  décrit  un  hyperholoïde  [A,  \S\. 

II  est  évident,  en  ellel,  que  les  di.'ux  laisc(,'aux  [A,  B] 
sont  bien  liomographiques,  puisque  le  pian  de  la  conique 
dinîctrice  délennlne,  en  les  coupant,  deux  iaisceaux  reo 
tilignes  lioniographic|ues. 

A  ce  théorème  se  rattache  évidemment  cet  énoncé  de 
M.  Chasles  : 

A",  par  deux  droites  fixes  A,  B,  on  mène  deux  séries 
de  plans  perpendiculaires  entre  eux  respectivement,  le 
lieu  des  intersections  des  plans  homologues  est  un  hy- 
perholoïde à  une  napp::  dont  les  plans  cjclir/ues  sont 
perpendiculaires  aux  deux  droites.  (Queslion  analogue 
à  celle  du  cône,  n"  6.) 

Voici  encoie  quelques  questions  (|ui  se  ramènent  aisé- 
ment aux  précédentes  : 

i**  Etant  données  deux  ellipses  liomothétiques  et 
situées  dans  des  plans  parallèles ,  on  prend  un  dia- 
mètre quelconque  dans  la  petite  et  une  corde  égale  et 
parallèle  dans  la  grande^  les  droit(  s  qui  joignent  les 
extrémités  de  ces  deux  parallèles  décrivent  un  lijpei- 
boloïde  à  une  nappe. 

2*'  Etant  données  trois  ellipses  homotlietiques  dans 
trois  plans  parcdlèles,  les  centres  étant  en  ligne  droite,  et 
celui  de  la  plus  petite  étant  le  centre  d^liomothétie  in- 
verse des  deux  autres,  toute  droite  mobile.,  s'appu)  ant 
sur  ces  trois  courbes  ,  décrit  un  hjperboloïde  à  une 
nappe. 

!V  Le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  itroitcs 
fixes  non  situées  dans  un  même  plan  sont  d(ins  un  rap- 
port constant  est  un  hyperholoïde  à  une  nappe. 

La  solution  (K'   celle  question  se  ramène  au  ihéorènu 
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de  M,  Chasles  énoncé  précédemment;  on  en  trouvera 
une  solution  dans  un  Mémoire  de  ce  savant  [Journal  de 
Mfrthéftiafiqiies,  t.  P'',  i836,  p.  324). 

PARABOLOÏDE    HYPEP>BOLIQUE. 

10.  Théorè:me  I.  —  Si,  dans  le  système  [A ,  B]  de 
deux  faisceaux  homographiques,  l'un  des  axes  s^ éloigne 
à  r  infini,  c'est-à-dire  si  tous  les  plans  de  l'un  des  fais- 
ceaux deviennent  parallèles,  la  surface  du  second  de- 
gré est  dépoujvue  de  centre  et  ri  admet  pour  sections 
que  des  courbes  ii  branches  infinies. 

Ce  théorème  est  évident,  et  on  voit  que  la  nouvelle  sur- 
face que  Ton  nomme  puraholoïde  hyperbolique  à  cause 
de  la  nature  de  ses  sections  planes,  et  que  nous  pourrons 
représenter  par  [A,  B^J,  est  la  limite  vers  laquelle  tend 
un  hyperboloïde  [A,  B]  lorsque  son  centre  s'éloigne 
indéiiniment. 

Le  cône  asymplole  de  l'iiyperboloide  se  transforme, 
dans  le  cas  du  paraboloïde  hyperbolique,  en  un  système  de 
deux  plans. 

De  même  que  pour  l'hyperboloide  à  une  nappe,,  les 
diverses  définitions  du  paraboloïde  sont  les  différentes 
manières  de  faire  conespondre  les  plans  homologues  des 
deux  faisceaux.  Le  mode  le  plus  oi^dinaire  consiste  à  faire 
passer  par  les  mêmes  points  d'une  droite  C  les  plans  ho- 
mologues du  système  [A,  Bj^],  ce  qui  revient  à  dire 
que  la  surface  est  engendrée  par  une  droite  mobile  s'ap- 
puyant  sur  deux  droites  fixes  A,  C,  en  restant  parallèle  à 
un  plan  {x\c  nonimé  plan  directeur. 

Comme  pour  l'hyperboloïdc,  nous  avons  encore  un  dou- 
ble mode  de  génération,  car  une  dioite  rencontrant  trois 
génératrices  les  rencontre  toutes,  et  par  conséquent  est 
entièrement  sur  la  su i  face.  11  est  d'ailleurs  facile  de  s'assu- 


(  ^«5  ) 
reiqiie  ces  nouvelles  généralrices  sont  ellcs-inènies  paral- 
lèles à  un  second  pian  diiecleur  parallèle  aux  dioiles  A,  C. 

La  surface  homothélique  leniplaçanl  le  côiu'  asyinj)- 
tote  est,  comme  nous  ravons  dit,  un  système  de  deux 
plans;  ces  plans  sont  parallèles  aux  plans  directeurs.  Les 
sections  planes  de  ce  système  sont  des  courbes  du  même 
genre  que  les  sections  planes  de  la  surface  parles  mêmes 
plans  sécants. 

Voici  quelques  questions  sur  le  paraboloïde  liypei- 
bolique  : 

i"  Une  ff toile  mobile,  s\ippujant  sur  trois  droites 
/uirallèics  ii  un  même  plan  ,  riécrit.  un  paraboloïde. 
Double  mode  de  génération. 

■2"  Le  lieu  des  points  êquidislants  de  deux  droites 
Jixes  non  situées  dans  un  même  plan  est  un  parabo- 
loïde hj perbolique.  Si  les  droites  se  rencontrent,  c'est 
un  système  de  deux  plans .^  surface  du  même  genre  que 
le  paraboloïde. 

3"  Le  lieu  des  normales  à  une  sinjace  gauche  quel- 
conque en  lous  les  points  d^ une  même  génératrice  est 
un  paraboloïde  hyperbolique. 

Je  ferai  remarquer,  à  l'occasion  de  celte  dernière  ques- 
tion ,  que  le  raccordement  de  deux  surfaces  réglées  qui 
ont  une  génératrice  commune  se  rattache  à  l'homogra- 
phie; il  était  aisé  de  voir  que  les  points  de  contact  des 
plans  tangents  qui  coïncident  forment  deux  divisions 
homogiaphiques  sur  l'arête  commune.  Il  en  résulte  que. 
lorsque  les  deux  divisions  ont  trois  points  doubles,  c'e<t- 
à-dire  lorsque  les  deux  surfaces  ont  trois  plans  tangents 
communs  sur  une  même  génératrice,  elles  se  raccordent 
complètement  tout  le  long  de  cette  génératrice. 


(   2i6  ) 
SUR  L'ÉQUILIBUE  DES  FLUIDES; 

Pau  m.  J.    MOUTIER. 


On  démontre  à  priori  le  prineipe  d  Arcliimède  dans 
tous  les  Traités  de  Physique  en  considérant  une  portion 
de  la  masse  fluide  en  équilibre  sous  l'action  de  son  propre 
poids  et  des  pressions  extérieures  qu'elle  supporte.  On 
peut  déduire  de  ce  principe  fondamental  tous  les  théo- 
rèmes de  riiydrostalique. 

Considérons  en  elï'et  un  filet  cylindrique  incliné  dont 
les  bases  o),  oj'  soient  dirigées  obliquement  par  rapport 
aux  génératrices',  en  appelant  a  la  section  droite  du  filet, 
/  la  distance  des  centres  de  gravité  des  deux  bases,  d  le 
poids  de  l'unilé  de  volume  du  fluide,  le  poids  de  la  masse 
fluide  contenue  dans  l'intérieur  du  filet  a  pour  expres- 
sion Q  =  fjld. 

Il  y  a  équilibre  en  lie  le  poids  Q  du  lilet  et  les  pres- 
sions extéiieures  qui  s'exercent  normalement  sur  les 
divers  éléments  de  sa  surface:  chacune  de  ces  forces  peut 
se  décomposer  suivant  deux  directions,  l'une  parallèle, 
l'autre  perpendiculaire  aux  génératrices  du  filet.  Le 
poids  Q  du  filet  et  les  pressions  p^  p'  que  supportent  les 
deux  bases  du  filet  sont  les  seules  forces  qui  fournissent 
des  composantes  suivant  la  première  direction;  si  ou 
appelle  a,  a',  o  les  angles  aigus  que  forment  les  trois 
forces  p,  p',  Q  avec  les  génératrices,  les  trois  compo- 
santes pcosy.^  //cosa',  Q  cos  o  doivent  se  faire  mutuel- 
lement é([ui!ibre;  ei!  tenant  compte  du  sens  dans  lecjuel 
ces  forces  agissent, 

/>  '  (OS  -y.  '  —-  J)  fos  a  -T-  Q  los  ►i. 


(  '^«7  ) 
D'ailleurs,  si  l'on  liciil  coniple  des  n.'iations 

Q=^'jl(/,      (T  =:  w  cos»  =  oj' cosa'. 

Si  l'on  représente  par  z  la  dill'érence  de  niveau  des 
centres  de  gravité  des  deux  bases  o),  to',  /cosS  =  2, 


:^/. 


Celle  relation  s'applique  à  doux  points  quelconques 
pris  dans  l'intérieur  de  la  masse  lluide,  même  lorsque  la 
ligne  droite  qui  joint  les  deux  points  n'est  pas  entière- 
Mient  contenue  à  l'intérieur  du  tluide.  11  suffît  d'imaginer 
dans  ce  cas  un  contour  brisé  allant  d'un  point  à  l'autre 
dans  l'intérieur  du  fluide,  et  d'appliquer  successivement 
la  même  relation  aux  sommets  consécutifs  du  eonlour. 

On  déduit  de  celte  relation  les  propositions  fondamen- 
tales de  l'hydrostatique  : 

1°  La  pression  en  un  point  est  inrlèpendante  de 
VoriejLtaiion  de  rélvnient. 

2°  La  pression  en  un  point  est  égale  à  la  pression 
eu  un  autre  point  du  liquide  augmentée  du  poids  d  une 
colonne  liquide  ayant  pour  base  l'unité  de  surj'ace  et 
pour  hauteur  la  différence  de  niveau  des  deux  points  ; 
c'est  là  le  principe  de  la  transmission  des  pressions. 

3"  La  pression  est  la  même  en  fous  les  points  d'un 
même  plan  horizontal. 

La  relation  précédente  s'étend  aisément  au  cas  de  pa- 
rois planes  d  étendue  finie.  Soient  en  eiiel  p  la  pression 
supportée  par  un  élément  w  d'une  paroi  plane  d'éten- 
due S,  z  la  distance  de  cet  élément  à  un  plan  horizontal 
arbitraire  mené  à  linlérieur  du  fluide,  cy  la  pression  en 
un  point  de  ce  plan,  Z  la  distance  du  centre  de  gravité 


(  -»8  ) 
(le  la  [)aroi  S  à  ce  plan  ; 

-  =  n  -^  zd, 
/J  =  cjw  -4-  &)2f/. 

La  pression  P  supporlée  par  la  paroi  est  la  somme  des 
pressions  p , 

9  =z  aS  -h  (iluz  :=  nS  -î-  SZci; 
par  suite, 

P 

—  =  CT   -t-   ^/Z. 

Pour  une  autre  paroi  plane,  on  a  de  même 
P' 

donc 

P      P' 

Des  raisonnements  analogues  s'appliquent  à  l'équilibre 
des  liquides  soumis  à  des  forces  autres  que  la  pesanteur, 
pourvu  toutefois  que  ces  forces  varient  d'une  manière 
continue  en  passant  d'un  point  à  un  point  voisin.  On 
établit  sans  difficulté  que  la  pression  en  un  point  est 
indépendante  de  l'orientation  de  l'élément,  et  si  on  ap- 
pelle surface  de  niveau  le  lieu  géométrique  des  points  où 
la  pression  est  la  même,  on  arrive  à  celte  conséquence 
(jue  la  surface  de  niveau  doit  être  normale  en  chacun  de 
ces  points  à  la  résultante  des  forces  qui  sollicitent  le 
fluide. 

Il  suffit  de  considérer  un  point  de  la  surface  de  niveau 
comme  le  centre  d'un  parallélipipède  rectangle  infini- 
ment petit  dont  les  arêtes  soient  parallèles  à  la  normale 
à  la  surface  (jui  passe  par  le  point  considéré.  La  juasse 


(  --^i)  ) 

Huide  ronU'iiuc  dans  ce  pai-allélipipède  élériHMilaire  esi 
en  équilibre  sous  l'action  des  pressions  extérieures  et  de 
la  résullaiiie  R  des  forces  qui  sollicitent  le  licjuide:  cette 
dernière  force  est  appliquée  au  centre  de  gravité  de  la 
masse  fluide.  D'après  les  propriétés  de  la  surface  de  ni- 
veau, les  pressions  qui  s'exercent  sur  les  faces  latérales 
du  parallélipipède  élémentaire  sont  égales  deux  à  deux  et 
directement  opposées  et  se  font  mutuellement  équilibre. 
Il  doit  donc  y  avoir  équilibre  entre  la  force  R  et  les  pres- 
sions supportées  par  les  bases  du  parallélipipède-,  ces  deux 
dernières  forces  étant  normales  à  la  surface  de  niveau,  la 
force  R  doit  être  également  normale  à  celte  surface. 


SOLiriOIVS  DE  QIESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  MIVELLES  AXIALES. 


Questions   760   à   762 

(Toir  2*  sériSj  l    V,  p.  2Ki  et  igt); 

Par    m.    G.-B.    MAFFIOTTI, 

Elève  a  l'Université  de  Turin. 

M,  Painvin,  dans  un  article  sur  les  tétraèdres  inséré 
dans  les  ISoiivelles  Aimoles^  t.  XIX,  ]i.  290,  fait  usage 
de  formules  qui  conduisent  immédiatement  à  la  solution 
des  questions  760,  76i. 

760.  Etant  donnce  une  surface  du  second  ordres  dont 
le  centre  est  O,  il  j^  aura  une  infinité  de  tétraèdres  con- 
jugués par  rapport  à  cette  surface  et  en  même  temps 
circonscrits  à  une  sphère  dont  le  centre  est  un  point 
arhiti airenienl  choisi  C;  si  R  est  le  rayon  de  la  sphère 
inscrite,  si  I  est  le  point  d'intersection  du  rayon  vec- 
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(riir  OC  cn-ec.  le  plan  polaire  du  poiiiL  C  par  rapport  à 
la  surface,  on  a  la  relation 

I  I  '  \  _  <^I 

^  "^  6^  ~'~  ^/  "~  Ôl' 


R= 


'2a,  "ih^  ic  représentant  les  x^aleurs  al^éhri(pies  des  axes 
de  la  surface  du  si-cond  ordre.  (Paijhvin.) 

Soient  Ml  (xj,  ri,  s,).  M,  (j-^, /«,  -2)'  ^^-^-i  '^*  soin- 
iiiels  du  tétraèdre.  M.  Painvin  pose 


D 


Xi     Xj    X3    x^ 

j    Z,      Zj     Z3      z 


"i   —   ./4    —     1  , 


dD 

(lar 


i.\lors  l'équalion  du  plan  d'une  quelconque  des  lacrs  du 
tétraèdre,  celle  qui  est  opposée  au  sommet  iNJ^  (x,.,  iv»  ^1)1 
sera 


(I) 


dD  dD  dD 

h  j h  z  —  -i-  D,  =  o. 

dXr  nfr  dZr 


En  donnant  à  /"  les  valeurs  1,  2,  o,  4i  «1»  obtiendra  les 
équations  des  quatre  faces  du  tétraèdre. 

L'équation  de  la  surface  du  second  ordre  rapportée  à 
son  centre  ci  à  ses  axes  est 


a' 


11 
b- 


L'équation  du  plan  polaire  iln  point  .r,..  >,,  z^  par  rap- 
port à  celte  surface  est 


a- 


■IZ2 
b' 


Le  tétraèdre  étant  conjugué,  celte  ccjuation  divia  être 
identique  avec  réquali(Ui  (i).  On  a  donc 

dD    _  Xr  d  l)  .)  r  f^D 

dZf. 


*^'  ^^^  =  -"'7'- 


dfr  0' 


-  —  D. 


(  '-^'  ) 

En  développant  le  déterminant  D  et  en  tenant  compte 
des  équations  (y),  on  a 

J),  +  D,  +  D,  4   D.  =  D, 
\  D.x]  -hlhx]  -hD.r]  -hD,a:]  =  ^a^D, 

I  D,  jf  4-  ï),jI  -h  ihrl  +  i>4r:  =  -  *'D, 


(3; 


14) 


D,z]  H-  D,zl  -{-D,zl  +D,2;  =  — r'D; 

l  D,.r,7,  -t-  D^r.j,  +  Dj.rj'j  -f-  D^-z^r»  =  o, 
\  Dia.'|Z|  -f-  D^fJTjZ;!  -f  D.,.rTZj  -f-  D4  r^  Zj  zr:  o, 
I    D,/,  z,  -I-  D,_>-,z,  H-  D,j3Z.-î  +  D4.}-,z,  =  o; 


r/D         r/D         r/D 
r/r,         d.r^         dr^ 

r/D 
'     r/r, 

==0, 

r/D          r/D          r/D 

r/>-,          r/r,          r/j, 

r/D 

—  0, 

r/D         r/D         r/D 

r/z,     '     r/z,     '     dZi 

r/D 

=  0. 

(5:. 


Ces  dernières  équations  expriment  que  la  somme  des 
[)iojeclioris  des  faces  du  tétraèdre  sui'  chacun  des  plans 
<M)ordonnés  est  nulle. 

Mainleiiant,  si  Xq,  /o,  Zq  sont  les  coordonnées  du 
point  C,  centre  de  la  sphère  inscrite  dans  le  tétraèdre, 
on  aura,  en  exprimant  que  ce  point  est  également  éloi- 
gné de  chacune  des  faces  du  tétraèdre, 


/      r/D  r/D  r/D\'         /      r/D  ..  ^  ..  ^  , 

[xo-, •-  y, i-  Zo -7—  -^u -, 1-  Jo  -: ^  -0  -^ 

\      r/.r,  r/j-,  </Z|  /     •     \       «J^j 


r/D         _    r/D  y 
r/j-j        "°  Hz.,  j 


r/D\-    -  ^y- ,  /12V     /''^\''  r''^\'    /— 

r/D  r/D  r/D\^         /      r/D  r/D  r/D 


r/rj  r/}-3  dz^^  /  \       r/j^  ri/«  riz^ 


/r/D\^       /^/D\-'       /r/D\^        /^l>\'       i'^^V       IdUy 

U)  +  l77J  +  U)    U)+(«r)  +  (5ï:) 

A    l'aide  des    relations   (2),   ces   équations   se   trans- 


forment  en  r<'lles-(i  : 


(     'i.  -i.  -2    ) 


K^(^  +^  -H  ^U.  f  f!i^  +-^  +  ^  -. 


Il' 


xl         yl         z 

^\   .  il 


b' 

Zi,  Z2 

J0J3 
b' 

_^  20Z3 

b' 

^2 

il 


Je  multiplie  la  première  de  ces  équations  parDj,  la 
deuxième  par  Dj,  la  troisième  par  D3,  et  la  quatrième 
par  D4,  et  je  les  ajoute  ensuite  membre  à  membre.  Le 
résultat,  simplifié  à  l'aide  des  relations  (3),  (4),  (5),  (6), 
est 


h^        c'J        fl*         b 
La  droite  CO,  dont  les  équations  sont 


2»  ^0 


perce  le  plan  polaire 


YYo      •    ZZo 
1^    '^'   V 


du  point  jro,joi  Zoi  par  rapport  à  la  surface  du  second 
oixlre,  en  un  poijit  I  dont  les  coordonnées  sont 


b'  r-  a^  h'  c'         a^  b^ 


(  •^•^:^  ) 


J)(>ii 


Cl  =  l  i- -^ ;7  \  ^<  +y\ 


\  a'    ^    b^         c'  J 


01 


par  conséquent, 
CI 


OI        a»  ^'  ^ 


C.    Q.     F.    D. 


761.  Si  la  surface  donnée  est  un  paraboloïde  t-t  I  U^. 
centre  de  la  section  de  la  surface  par  le  plan  polaire 
du  point  C,  on  a  la  relation 


RM-  +  ^)=ci, 


•ip  et  •i.q  étant  les  paramètres  des  sections  principales. 

(Paikvin.) 


Si  lit 

r^        z- 
P         'l 


récjuation  du  paraboloïde.  En  conservant  les  notalions 
dont  on  a  fait  usage  dans  la  (jueslion  précédente,  les  con- 
ditions qui  expriment,  dans  notre  cas,  que  le  tétraèdre 
est  conjugué  au  paraboloïde  sont 


D,  =r  Xr 

(7) 


Les   forniiiles   relatives  aux  déteiminants .  combinées 


dx: 

d\)                y,  d\) 
dy  r               p    dx,. 
(/•^  I  ,  2,  3,  4  ' 

r/D 

dz,  ~ 

Zr    d  D 

q    dxr 

(  ^•^4  ) 

avec  les  relalions  (y),  donnent 


;8) 


dD        d  D        tri) 
dx\  dx-i         d.t  s 


o, 


dïy 

dJ, 


r/L) 


•^'^-^^^ttt: 


dxi, 

.r^ r-  .r 


r/z, 


dïy 

~dz 


-\-   z 


'   d.v, 

2   ^^^ 

d)\ 

,  dD 


pD, 


d  D  dD 

dx^  dx^_  de ,  dx^ 


dD 

dx^ 
dD 
dxs 
dD 

7/7, 


-+-   X.^Z-, 


y,z. 


dD 

717, 

dD 
dx-i  ' 
dD 
dxi 


.  H      -^3  ^  3 


dD 

dx. 


dD 

y?.  ^3  -7 


J4Z, 


dD 

dx^ 
dD 
dx^ 


o, 


t'» 


/'o/'r  Paik VI»,  /or.  r;V.) 


O 


n 

J  aussi 

dD            dD            dD            dD 

[     X,                +  X;               +  X,,               +  -^'4      ,         = 

l          r/.r,                r/jr.,               r/.rj               a.r, 

D, 

1        r/D            dD            dD            dD 

'  Ji    ,     ^y-i  ,     +J3   .     +.r4  ,     = 

1          r/.r,               dx,               dx^               dx^ 

0, 

\        dD            dD            dD            dD 

^              dX^                      d.l-2                      tlX-                      rt.7'4 

0. 

F.es  équations  (jui  expriment  que  le  point  a'ojj'oi  ^-o  est 
le  centre  d'une  splière  de  rayon  R  et  inscrite  dans  le 
tétraèdre  deviennent,  en  ayant  é.ard  aux  relations  (^), 


r'      7 


7 


■t^o  —  -^J       1 
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^Jfl       ,        ^,       ,        .\_//"r3       ,       3« 


9'         I        \   P  7 


H'  1        \    P  H 

J'ajoute  ces  équations  membre  à  membre,  après  les 

-  .    ,.,  .  r/D    r/D    r/D    dVi 

avoir  multipliées  respectivement  par  — —  »  ——5  - — •>  —, — 
^  ^  *■        a.T^    dx2     dXi    dXi 

En  tenant  compte  des  équations  (8)  ot  (9),  j'obtiens 

\/^       '7/        P         7 
Le  plan  polaire  du  point  (xq,/)  or  ^0)  est 

1 =  ^„  +  .r. 

P  9 

Soit  I  le  centre  de  la  section  faite  par  ce  plan  dans  la 
surface  que  nous  considérons.  La  droite  CI  sera,  comme 
on  sait,  parallèle  à  Oa:,  qui  est  aussi  l'axe  de  la  surface. 
Les  équations  de  CI  seront  donc  Z  =  Zq?  Y=joi  les 

coordonnées  de  I  seront  701  ^01  —  »  —  —  Xo;  par  corisé- 

P      7 

quent, 

p       n 

C.     Q.     F.     D. 

762.  Le  rayon  de  la  sphère  inscrite  reste  constant 
lorsque  le  centre  de  cette  sphère  se  déplace  sur  une 
surface  parallèle  et  égale  à  la  première,  cette  seconde 
surface  s'obtenant  en  faisant  glisser  la  première  paial- 
lèlement  à  son  axe.  (Painvia.) 

L'énoncé  de  celte  question  me  paraît  inexact.  II  fallait 
dire  que  le  rayon  de  la  sphère  reste  constant  lorsque  son 

Ann.  de  Mathémat.,  a^  série,  t.  \'I.  (Mai  18G7.)  '5 
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centre  se  déplace  sur  une  surface  qui  est  concentrique  et 
homothétiqiie  à  la  surface  donnée,  s'il  s'agit  d'une  sur- 
face à  centre;  ou  bien,  s'il  ne  s'agit  pas  d'une  surface 
à  centre,  sur  une  surface  qu'on  obtiendra  en  faisant 
glisser  la  surface  parallèlement  à  elle-même  le  long  de 
son  axe. 

En  effet,  ou  a  trouvé  pour  les  surfaces  à  centre 

/i  I  i\         x^        r'         s' 

(i)  rW_+       +-    =-  +  -^-f---i, 

^   '  \a-         h-         c- j         fl'         b^         c- 

x^y^  Z  étant  les  coordonnées  du  centre  C  de  la  sphère. 
Soit  M  le  point  d'intersection  de  la  droite  OC  avec  la 

CO 

surface  donnée,  et  ni  le  rapport  — —  •  L'équation  d'une 

surface  concentrique  et  homothétique  à  cette  surface,  et 
passant  par  le  point  C,  sera 

^  ma^        mb-        me- 

Supposons  maintenant  que  le  point  C  varie  de  position 
en  se  trouvant  toujours  sur  la  surface  (2).  On  aura,  en 
différentiant  l'équation  (i)  et  l'équation  (2)  successive- 
ment par  rapport  à  .r  et  à  y^ 


et 


-t 

1 

i\          X         z 

+  -     =  -  -^  -, 
c-  /         a-        c' 

dz 

'dx 

^'^ 

(    I 
h 

I 

dz 

X 

rnn- 

-f- 

z     dz 
nie-  dx 

y 

- 

z      dz 

=  0. 

mc^  dy 
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Donc  évideminenl 

-7-  =  o,      -—  =  0, 
aa:  fijr 

ce  qui  signifie  que  R  est  constant. 

Dans  le  cas  d'une  surface  dépourvue  du  centre,  Téqua- 
tion  de  la  surface  sur  laquelle  doit  glisser  le  centre  C 
pour  que  le  rayon  de  la  sphère  reste  constant  est  de  la 
forme 

y  2  2' 

1 —  2.{x  -\-  a.)  =  O. 

P         7 
La  démonstration  est  analogue  à  la  précédente. 


Questions  769  et  770; 

Par  m.  Ladislas  KRETKOWSKI, 

Élève  externe  de  l'École  impériale  des  Ponts  et  Chaussées. 

769.  Nommons  secteur  en  général  le  corps  terminé 
d'une  part  par  une  surface  conique,  de  Vautre  par  une 
surface  quelconque  que  nous  appellerons  la  base  du 
secteur.  Tous  les  secteurs  ayant  une  base  commune  et 
des  volumes  égaux  ont  leurs  sommets  situés  dans  un 
même  plan.  (Zedthen.) 

770.  Le  plan  dont  il  est  parlé  dans  la  question  pré- 
cédente est  perpendiculaire  à  deux  plans  sur  lesquels 
Faire  de  la  projection  du  périmètre  de  la  base  commune 
est  nulle.  (Louis  Oppermann.) 

Désignons  respectivement  par  Y,  r/A,  p  le  volume  du 
secteur,  l'élément  de  la  surface  de  sa  base  et  la  longueur 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  du  secteur  sur 

i5. 
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le  plan  de  rélémenl  r/A;  ou  a  alors 


v=fe|_A  =  l/„M. 


l'intégrale  s'étendant  à  toute  la  base  du  secteur. 

Si  l'on  déplace  le  sommet  du  secteur  de  façon  que  la 
droite  qui  joint  sa  position  primitive  avec  la  position 
nouvelle  ait  une  longueur  /,  le  volume  \  variera  de  A\ 
et  la  droite /?  variera  de  A^  en  conservant  sa  direction^ 
d'où  il  résulte 

V  +  AV=:^    j  {p-hAp)dA^^    jpd\-h~    j\p</A, 

les  limites  des  intégrales  étant  celles  de  la  base.  On  a 
donc 

AV  =  -    \  \pdk  =  -    j  lcos{/,p)dA  =  -    I  cos{/,  p)dA, 

cos  {l,  p)  désignant  les  cosinus  de  l'angle  compris  entre 
les  di'oites  /  et  p.  Cette  forme  de  la  variation  du  volume 
du  secteur  pour  un  déplacement  quelconque  de  son  som- 
met est  un  produit  de  deux  facteurs  dont  un  représente 
l'influence  de  la  grandeur  du  déplacement,  tandis  que 
l'autre  représente  l'influence  de  la  direction  du  déplace- 
ment. 

Considérons  trois  positions  S,,  Sa,  S3  du  sommet  du 
secteur  telles,  qu'en  les  joignant  par  trois  droites  à  un 
point  S  de  la  surface  de  la  base,  ces  droites  ne  se  trouvent 
pas  dans  un  même  plan,  ce  qui  est  toujours  possible.  Il 
en  résulte  que  si  Vj,  \\,  V3  sont  les  trois  volumes  des 
secteurs  ayant  Sj,  So,  S3  respectivement  pour  sommets, 
et  si  l'on  déplace  ces  derniers  suivant  les  directions  SSj, 
SS2,  SS3,  les  trois  volumes  varieront  dans  le  même  sens, 
et  on  les  rendra  tous  égaux  à  un  même  volume  \ ,  qu'on 
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choisira  dillércnl  <ic  celui  qui  est  relatif  au  cas  où  le  som- 
met serait  en  S.  Si  l'on  fait  parcourir  aux  trois  sommets 
Si,  Sa,  S3  respectivement  les  longueurs 

3(V-V.)  3(V-V,)  3(V-V,) 


/  cos(/,,/>,)c/A  /   COS  ( /j, /^, )  f/A  /   cos(/3,/-yj)<'/A 

les  diverses  notations  ayant  les  mêmes  significations  que 
précédemment,  et  les  indices  étant  ceux  du  sommet  au- 
quel elles  se  rapportent.  Cela  est  toujours  possible,  car 
les  trois  intégrales  ne  sont  pas  nulles,  à  cause  de  ce  que, 
pour  ces  directions  des  déplacements  des  sommets,  les 
volumes  \'i,  Vj,  V3  varient  nécessairement,  et  si  les  inté- 
grales étaient  nulles,  on  verrait,  en  se  reportant  à  la 
forme  de  AV  trouvée  précédemment,  que,  contrairement 
à  ce  qu'on  vient  d'observer,  les  variations  des  volumes 
seraient  nulles.  Ces  trois  positions  des  sommets  que 
nous  désignerons  par  2],  Sj,  Sg  exislenl  donc  effective- 
ment, et  comme  elles  ne  sont  pas  sur  une  droite,  elles 
définissent  un  plan  SiSaSs. 

Considérons  deux  positions  du  sommet  du  secteur, 
pour  lesquelles  les  volumes  sont  égaux.  La  variation  du 
volume,  en  passant  d'une  position  à  l'autre,  est  donc 
nulle,  et  par  suil(;,  pour  celte  direction  du  déplacement 
du  sommet  du  secteur  et  ses  parallèles,  on  a 


-    1   cos  {l,  p)  dA.  =  o. 


/  désignant  la  distance  de  deux  positions  du  sommet,  - 

n'est  pas  nul  par  conséquent^  donc,  pour  cilte  diiectioii 
et  ses  parallèles,  on  a 


/    cosf  /,  jj)  <l\ 


(  iSo  ) 
Ou  en  conclut  que  le  déplacement  du  sommet  suivant 
ces  directions  ne  fait  pas  varier  le  volume  du  secteur.  Il 
s'ensuit  que  les  déplacements  suivant  les  directions  défi- 
nies par  deux  quelconques  des  points  Si,  2,,  Ss  et  leurs 
parallèles  ne  font  pas  varier  le  volume  du  secteur,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  le  déplacement  suivant  le  plan 
2i  2^  Ss  ou  suivant  un  des  plans  parallèles  à  ce  dernier 
ne  fait  pas  varier  le  volume  du  secteur;  comme  d'ail- 
leurs chacune  des  directions  SSi,  SSg,  SS3  ou  SSj^  SS^, 
SSs  rencontre  les  plans  dont  il  vient  d'être  question,  et 
que  le  déplacement  du  sommet  suivant  chacune  de  ces 
droites  fait  varier  le  volume  du  secteur,  donc  tous  les 
secteurs  de  même  base  et  de  volumes  égaux  ont  leurs 
sommets  sur  un  plan.  C'est  le  théorème  de  M.  Zeuthen. 
Le  déplacement  suivant  le  plan  2i  2,  Sg,  ou  suivant  un 
des  plans  parallèles  à  ce  dernier,  ne  faisant  pas  varier  le 
volume,  on  a,  par  suite,  pour  deux  directions  dans  un 
de  ces  plans, 

I    ces  (/,, /^,)  <f  A  =  o,         I   CQS{l2,  Pi)  d  A  =  o, 

ce  qui  veut  dire  que  ces  directions  sont  telles,  que  les 
projections  orthogonales  de  la  base  sur  deux  plans  per- 
pendiculaires à  ces  directions,  et  par  suite  au  plan  2,  2,  2^ 
sont  nulles;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  le  plan 
2i  2223  est  perpendiculaire  aux  deux  plans  sur  lesquels 
les  aires  des  projections  orthogonales  du  périmètre  de  la 
base  commune  sont  nulles.  C'est  le  théorème  de  M.  Louis 
Oppermann,  de  Copenhague. 

Nous  ajouterons  que  pour  toute  surface  non  fermée,  il 
existe  une  direction  telle  : 

1°  Que  les  aires  des  projections  orthogonales  de  celte 
surface  ou  les  aii"cs  des  projections  de  son  périmètre  sur 
les  plans  parallèles  à  cette  direction  sont  nulles: 


(  ^3.  ) 

a*^  Que  les  aires  analogues  relatives  aux  plans  égale- 
ment inclinés  sur  celle  direciion  sonl  égales^ 

3°  Que  ces  aires  augmentent  avec  les  inclinaisons  des 
plans  sur  cette  direction-, 

4"  Que  l'aire  la  plus  grande  possible  correspond  aux 
plans  de  projection  perpendiculaires  à  celle  direction. 

Pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  considérer  un  point 
comme  sommet  du  secteur  ayant  la  surface  donnée  pour 
base,  dont  le  volume  est  désigné  par  Vj,  et  un  plan  qui 
serait  le  lieu  des  sommets  des  secteurs  de  volume  \\  dif- 
férent de  Vi,  car  on  a  alors  pour  l'expression  des  aires 
en  question,  /étant  la  distance  des  sommets, 


/ 


co^{l,p)d^  =  '^ — X^j, 


qui  permet  de  tirer  les  conclusions  ci-dessus. 

Note.  —  La  même  question  a  été  traitée  par  M.  Laisant,  capitaine  da 
Génie,  et  par  M.  Pellel,  du  lycée  de  Nîmes.  M.  Dennery,  du  lycée  de  Metz, 
a  traité  la  question  769. 


PIBLICATIOIVS  RECEmS. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  se  trouvent  à  la  librairie  de  Gaulhier-Villars, 
quai  des  Augustins,  55.) 


HouEL  (J.).  —  Recueil  de  formules  et  de  Tables  numé- 
riques. I  vol.  in-8  de  lxxt-64  pages;  1866.  Gaulhier- 
Villars.  —  Prix  :  4  fi-  5o  c. 

Nous  devons  déjà  à  M.  Hoùel  d'excellentes  Tables  de  loga- 
rithmes à  cinq  décimales  qui  renferment,  outre  de  nombreuses 
améliorations,  les  logarithmes  de  Gauss,  inconnus  en  France 
avant  cette  publication,  quoiqu'ils  soient  d'origine  française. 
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Mieux  que  personne,  M.  J.  Hoùel  pouvait,  par  la  nature  de 
ses  études,  introduire  dans  les  nouvelles  Tables  les  perfection- 
nements qui  manquaient  aux  Tables  françaises;  il  a  complète- 
ment réussi  en  publiant  le  nouveau  Recueil  qu'on  ne  doit  pas 
séparer  des  Tables  de  logarithmes  à  cinq  décimales. 

Dans  ces  Annales,  consacrées  particulièrement  à  l'étude  des 
Mathématiques  spéciales,  nous  n'entreprendrons  pas  d'analyser 
complètement  ce  Recueil,  dont  une  partie  est  destinée  aux  per- 
sonnes qui  s'occupent  des  points  les  plus  élevés  de  la  science. 
Nous  nous  contenterons  d'indiquer  aux  candidats  aux  Écoles 
Polytechnique  et  Normale  l'immense  parti  qu'ils  pourraient 
tirer  des  Tables  nombreuses  et  variées  que  renferme  ce  petit 
volume. 

Dans  les  cas  ordinaires  de  la  discussion  d'un  problème,  il 
est  très- avantageux  d'employer  les  petites  Tables  loijarith- 
miques  à  trois  ou  quatre  décimales.  Dans  ce  nouveau  Recueil 
comme  dans  l'ancien,  M.  Hoiiel  a  disposé  une  série  complète 
de  ces  Tables  de  la  manière  la  plus  commode,  tant  pour  les 
logarithmes  vulgaires  que  pour  les  logarithmes  népériens. 

Il  a  reproduit  avec  d'heureuses  modifications  les  Tables  de 
logarithmes  d'addition  et  de  soustraction,  si  utiles  dans  diverses 
applications  du  calcul. 

Mais  ce  qui  distingue  surtout  ce  Recueil,  c'est  une  collection 
complète  de  Tables  trigonométriques  disposées  avec  la  plus 
grande  simplicité  et  contenant  les  valeurs  logarithmiques  et 
naturelles  des  fonctions  circulaires,  avec  trois  ou  quatre  déci- 
males, et  pour  tous  les  systèmes  de  division  du  quadrant. 

Ainsi  la  Table  IX  donne  les  lignes  trigonométriques  natu- 
relles avec  quatre  décimales,  pour  chaque  quart  de  degré.  Les 
Tables  X  et  XI  donnent  les  valeurs  logarithmiques  de  ces 
lignes,  la  première  de  lo  en  lo  minutes,  la  seconde  de  6  en 
6  minutes  ou  de  dixième  en  dixième  de  degré.  Elles  contien- 
nent en  outre  de  petites  Tables  à  trois  décimales  donnant  les 
logarithmes  des  sinus  et  des  tangentes  pour  chaque  degré.  Ces 
Tables  nous  ont  semblé  précieuses  pour  la  j)reparation  ou  la 
vérilication  des  calculs. 
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Viennent  ensuite  des  Tables  trigonométriques  à  trois  et 
quatre  décimales,  relatives  a  la  division  décimale  du  quadrant. 
Cette  division  ne  présente  que  des  avantages  toutes  les  fois  que 
l'on  n'a  pas  en  vue  un  calcul  astronomique  ou  nautique,  fait 
d'après  des  données  obtenues  à  l'aide  des  instruments  ordi- 
naires. Lorsque  les  lignes  trigonométriques  sont  employées 
simplement  comme  lignes  auxiliaires,  il  n'y  a  pas  d'hésitation 
possible  entre  les  deux  systèmes,  pourvu  qu'on  ait  à  sa  dis- 
position, comme  ici,  des  Tables  commodes  pour  le  système 
décimal.  Celles  de  M.  Hniiel  sont,  eu  égard  à  leur  étendue, 
les  plus  complètes  et  les  mieux  disposées  que  nous  connais- 
sions. 

Ces  mêmes  Tables  contiennent  encore  les  valeurs  d'autres 
fonctions  qui  ne  sont  plus  une  nouveauté  qu'en  France,  et  que 
M.  Hoiiel  a  déjà  fait  connaître  dans  une  Note  intéressante 
insérée  dans  les  Nouvelles  Annales  (2*^  série,  t.  III,  1864).  Nous 
voulons  parler  des  fonctions  hyperboliques,  qui  jouent  dans 
l'analyse  un  rôle  tout  pareil  à  celui  des  fonctions  circulaires, 
et  qui,  par  exemple,  conduisent  de  la  manière  la  plus  simple 
à  la  résolution  de  l'équation  du  troisième  degré  dans  le  cas 
d'une  seule  racine  réelle. 

Nous  citerons  encore,  parmi  les  Tables  qui  peuvent  être 
d'une  grande  utilité  pour  nos  élèves,  la  Table  des  carrés  et  les 
petites  Tables  de  puissances  qui  terminent  le  volume. 

Il  serait  à  désirer,  pour  que  ce  Recueil  devînt  proraptement 
populaire,  que  l'auteur  et  l'éditeur  se  décidassent  à  faire  un 
extrait  exclusivement  desliné  aux  lycées;  mais  telles  qu'elles 
sont,  les  nouvelles  Tables  auront  le  succès  qui  ne  peut  manquer 
aux  œuvres  consciencieuses. 

Nous  croyons  donc  pouvoir  les  recommander  sérieusement 
à  toutes  les  personnes  qui  pensent  avec  iM.  Hoiiel  que  le  cal- 
cul numérique  employé  avec  discernement  peut  devenir  un 
puissant  auxiliaire  de  la  théorie  et  former  par  lui-même  un 
excellent  exercice  intellectuel. 

Nous  ne  recommandons  pas  moins  la  possession  de  ce  vo- 
lume aux  amateurs  de  belles  impressions,  la  maison  Gauthier- 
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Villars    s'étant   surpassée  elle-même   dans   l'exécution   d'une 
œuvre  si  pleine  do  difficultés  typographiques  (*). 

C.-H.  Berger, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  lycée  Charlemagne. 

Duhamel,  Membre  de  l'inslitut.  —  Des  Méthodes  dans 
les  sciences  de  raisonnement.  In -8°  de  x-94,  Xiv- 
45o  pages;  i865-i866.  Gauthier -Villars.  —  Prix: 
i"  Partie,  2  fr.  5o  c;  2^  Partie,  6  fr.  5o  c. 

La  langue  des  Mathématiques,  comme  toutes  les  langues,  s'est 
formée  progressivement  par  l'usage  et  à  l'aide  de  conventions 
qui  n'ont  point  toujours  été  explicites.  Des  locutions,  suggé- 
rées par  l'analogie,  se  sont  imposées  pour  ainsi  dire  aux  sa- 
vants, presque  à  leur  insu  et  sans  qu'ils  se  rendissent  bien 
compte  de  leur  portée  (**).  Cependant  ces  locutions  dérivaient 

(*)  En  1771,  Cartault,  commis  principal  de  la  Marine,  mort  le  2G  oc- 
tobre 1784,  a  offert  à  l'Académie  des  Sciences  des  Tables  de  logarithmes 
h  sept  décimales  qui  s'étendent  jusqu'à  25o  000.  Une  copie  de  ces  Tables 
en  deux  volumes  in-folio  a  été  donnée  par  l'auteur  à  de  Lalande  en  1772 
et  est  passée  plus  tard  dans  la  bibliothèque  de  Delambre.  J'ignore  ce 
qu'elle  est  devenue;  mais  il  existe  une  autre  copie  en  deux  volumes  in- 
quarto,  aujourd'hui  en  ma  possession,  et  sur  laquelle  se  lit  la  note  sui- 
vante, de  la  main  de  Cartault  :  «  Toutes  les  corrections  qui  se  trouvent 
tant  dans  flnstruction  que  dans  la  Table  des  logarithmes  ont  été  faites 
par  moi-même  avec  la  plus  grande  attention.  C'est  d'après  ces  corrections 
que  j'ai  fait  faire  et  que  j'ai  vérifié  moi-même  la  copie  exacte  de  l'Instruc- 
tion (a)  et  des  logarithmes,  laquelle  copie  a  été  remise  au  dépôt  de  l'Aca- 
démie royale  des  Sciences.  On  peut  en  toute  sûreté  s'en  servir  pour  l'im- 
pression lorsqu'on  le  jugera  à  propos.  »  La  Table  est  à  simple  entrée. 
Chaque  page  renferme  160  logarithmes  disposés  sur  quatre  colonnes. 

P. 

(«)  J'ai  copié  aussi  moi-même  la  Table.  {Note  marginale  de  Cartault.) 

(**)  Ce  caractère  du  langage  mathématique  a  été  bien  compris  par  Rolle, 
qui,  parlant  des  avantages  des  quantités  négatives,  ajoute  :  «  Il  ne  paroist 
pas  qu'on  les  ait  introduites  (les  quantités  négatives)  pour  en  tirer  tous 
ces  avantages,  mais  il  paroist  qu'on  a  été  comme  forcé  de  les  introduire, 
et  qu'il  seroit  difficile  d'en  éviter  l'expression  sans  faire  un  changement 
très-considérable  en  Algèbre,  m  (Traité  d'Algèbre,  p.  i(^;  1690.) 
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91  naturellement  des  objets  étudiés,  qu'elles  étaient  universel- 
lement comprises  et  acceptées.  Les  difficultés  sont  venues  lors- 
qu'on a  voulu  les  expliquer  d'une  façon  abstraite,  et  indépen- 
damment de  toute  application  sérieuse ,  dans  les  Traités  d'Al- 
gèbre, ces  grammaires  de  la  langue  mathématique.  Pour  quel- 
ques auteurs,  l'Algèbre  semble  n'être  que  l'art  de  deviner  des 
rébus.  Quelle  lumière  pouvez-vous  tirer  de  problèmes  dans 
lesquels  de  braves  gens,  interrogés  sur  leur  âge,  l'heure  qu'il 
est  ou  le  nombre  d'œiifs  qu'ils  ont  vendu,  font  les  réponses  que 
vous  savez?  L'obscurité  devenait  de  plus  en  plus  grande,  lors- 
que deux  vrais  géomètres,  d'Alembert  et  Carnot,  cherchèrent  à 
la  dissiper.  Mais,  faute  de  distinguer  les  choses  de  pure  con- 
vention de  celles  dont  l'existence  est  forcée,  leurs  dissertations 
ne  produisirent  pas  l'effet  qu'on  devait  attendre  d'esprits  aussi 
distingués.  De  cette  méprise  naquirent  des  objections  peu  fon- 
dées sur  la  règle  des  signes  (*).  La  prétendue  démonstration 
donnée  de  cette  règle  par  d'Alembert  est  une  véritable  pétition 
de  principe;  mais  peut-être  l'auteur  n'y  attachait-il  pas  lui- 
même  une  grande  valeur,  puisqu'il  ajoute  :  «  Allez  en  avant,  et 
la  foi  vous  viendra.  «  On  a  critiqué  cette  pensée,  qui  est  cepen- 
dant d'une  grande  justesse.  Il  ne  s'agit  pas  ici  d'une  foi  aveugle, 
mais  de  la  confiance  raisonnée  qui  pénètre  peu  a  peu  dans  l'es- 
prit éclairé  par  une  longue  pratique.  Nous  enseignons  aujour- 
d'hui d'une  manière  plus  satisfaisante  la  théorie  des  quantités 
négatives,  mais  nos  élèves  n'en  possèdent  bien  toutes  les  res- 
sources que  lorsqu'ils  se  sont  longtemps  exercés  dans  la  Trigo- 
nométrie et  la  Géométrie  analytique. 

Mais,   sans  renoncer  au  bénéfice  du  temps  et  de  l'exercice, 

(*)  Delambre,  plus  astronome  que  géomètre,  a  néanmoins  très-bien  vu 
le  peu  de  fondement  de  ces  objections  :  «  Les  signes  -(-et  —  ont  en  Al- 
gèbre deux  significations  :  ils  indiquent  l'addition  et  la  soustraction;  ils 
signifient  encore  qu'une  quantité  est  prise  avec  le  signe  —  en  sens  con- 
traire de  celui  qu'elle  avait  avec  le  signe  -+-.  Si  vous  confondez  ces  deux 
idées,  vous  pourrez  être  conduit  à  quelques  conclusions  absurdes,  mai» 
jamais  cet  inconvénient  n'aura  lieu  si  vous  distinguez  bien  ces  deux  signi- 
fications. )i  (Rapport  sur  les  progrès  des  sciences  tnaihcmaiiqucs,  p.  /(.'), 
in-.'i  ;  iSio.  ) 


{    236    ) 

est-il  possible  de  s'arranger  de  manière  que  chaque  difficulté 
puisse  être  levée  au  moment  où  elle  se  produit?  Un  ordre  con- 
venable, de  bonnes  définitions,  une  extrême  attention  à  distin- 
guer ce  qui  est  démontrable  de  ce  qui  ne  l'est  pas,  peuvent  con- 
duire à  ce  but  que  semble  s'être  proposé  M.  Duhamel.  Pendant 
près  de  cinquante  années  de  professorat,  M.  Duhamel  aclierché 
et  réussi  à  répandre  dans  le  public  d'excellentes  notions  sur  les 
points  controversés.  Aujourd'hui  il  consigne  dans  un  livre  le 
résultat  de  ses  nombreuses  réflexions  et  de  sa  longue  expérience; 
c'est  un  nouveau  service  rendu  à  l'enseignement. 

L'ouvrage  de  l'éminent  Professeur  se  divise  en  deux  Parties. 
La  première  est  consacrée  aux  préceptes  généraux  applicables  à 
toutes  les  sciences  de  raisonnement.  Elle  renferme  des  règles  de 
logique  très-simples,  très-claires,  que  tout  le  monde  admet,  et 
qu'on  oublie  si  facilement  dans  la  pratique.  ]\ous  y  avons  trouvé, 
entre  autres,  une  excellente  réfutation  de  Condillac. 

La  seconde  Partie  comprend  l'application  des  méthodes  gé- 
nérales à  la  science  des  nombres  et  à  celle  de  l'étendue.  A  part 
quelques  articles  où  il  y  aurait  matière  à  contestation,  les  Pro- 
fesseurs trouveront  dans  cette  seconde  Partie  une  foule  de  re- 
marques sensées,  écrites  dans  un  style  pur  et  élégant,  dont  ils 
tireront  certainement  profit. 

Après  avoir  rendu  hommage  au  talent  de  M.  Duhamel  et 
reconnu  les  qualités  de  son  livre,  nous  sommes  obligé,  par  un 
devoir  sacré,  d'en  critiquer  un  passage  concernant  un  géomètre 
dont  la  mémoire  nous  est  chère.  M.  Duhamel,  après  avoir  parle 
avec  un  éloge  mérité  du  théorème  de  Fourier,  indique  ensuite 
les  lacunes  de  ce  théorème. 

«  Il  a,  comme  celui  de  Descartes,  l'inconvénient  de  laisser 
croire  à  la  possibilité  de  racines  qui  souvent  n'existent  pas,  et 
de  donner  lieu  à  beaucoup  de  calculs  inutiles  avant  qu'on  par- 
vienne à  reconnaître  leur  absence.  Cette  lacune,  dans  la  théo- 
rie de  l'illustre  géomètre,  devait  être  comblée  de  son  vivant,  et, 
comme  cela  était  naturel,  par  un  de  ses  propies  disciples. 

«  Sturm,  qui  avait  connaissance ,  comme  il  le  dit  lui-mcmc, 
non-seulement  des  Mémoires  publics  par  son  maître,  mais  en- 
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core  de  tous  ses  travaux  manuscrits  ,  ri  qui  pouvait  par  consé- 
quent juger  avec  précision  ce  qui  manquait  à  la  théorie,  cher- 
cha d'abord  à  bien  reconnaître  ce  qui  empêchait  Fourier  de 
pouvoir  assigner  le  nombre  exact  des  racines  comprises  entre 
deux  nombres  donnés,  et  ne  permettait  d'en  indiquer  avec  cer- 
titude qu'une  simple  limite.  Ayant  reconnu  la  cause,  il  cher- 
cha à  y  remédier  en  substituant  aux  fonctions  dérivées,  em- 
ployées par  Fourier,  d'autres  polynômes  très -différents  qui 
n'offraient  plus  le  même  inconvénient.  Et  alors  imitant,  comme 
il  le  dit  avec  naïveté,  les  démonstrations  de  son  maître,  il  est 
parvenu  à  la  découverte  du  théorème  qui  porte  son  nom  et  qui 
permet  d'assigner  le  nombre  exact  des  racines  comprises  dans 
un  intervalle  donné.   » 

Assurément  il  est  impossible  d'imaginer  un  tour  plus  ingé- 
nieux pour  amoindrir  une  importante  découverte  et  le  mérite 
de  son  auteur.  Il  y  avait  si  peu  de  chose  à  faire!  Le  maître 
avait  tracé  la  route,  l'écolier  docile  avait  suivi  et  trouvé  au  bout 
la  récompense  de  son  application.  Rien  de  plus  simple.  Mais  si 
vous  remarquez  que  le  maître  avait  de  nombreux  disciples  aux- 
quels il  communiquait  libéralement  ses  idées,  que  lui-même 
était  depuis  plus  de  trente  ans  en  possession  de  sa  méthode, 
qu'elle  était  l'objet  constant  de  ses  méditations,  vous  verrez 
qu'il  ne  suffisait  pas  d'être  disciple  de  Fourier  ni  même  de  con- 
naître les  manuscrits  de  Tillustre  géomètre. 

Le  lendemain  d'une  découverte  il  ne  manque  pas  de  gens  qui 
trouvent  la  voie  aisée  pour  y  parvenir.  Mais  l'histoire  détruit 
ces  faciles  théories,  en  nous  montrarit  des  propositions  très- 
voisines  dans  l'ordre  des  idées  et  néanmoins  très-séparées  dans 
l'ordre  des  temps.  Si  un  disciple  de  Descartes  avait  découvert, 
du  vivant  de  ce  dernier,  le  théorème  de  Fourier,  cela  aurait 
paru  tout  naturel.  Cependant  la  règle  de  Fourier  est  venue 
près  de  deux  cents  ans  après  la   règle  de  Descartes. 

Enfin,  ce  que  M.  Duhamel  appelle  naïveté,  je  l'appellerai 
plutôt  franchise,  modestie,  mémoire  du  cœur.  Sturm  avait  de 
grandes  obligations  à  Fourier;  il  les  reconnaît  loyalement,  sans 
marchander,  avec  un  complet  oubli  de  lui-même,  en  ces  termes  : 
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«  L'ouvrage  qui  doit  renfermer  l'ensemble  de  ses  travaux  sur 
l'analyse  algébrique  n'a  pas  encore  été  publié.  Une  partie  du 
manuscrit  qui  contient  ses  précieuses  recherches  a  été  commu- 
niqué à  quelques  personnes.  M.  Fourier  a  bien  voulu  m'en  ac- 
corder la  lecture,  et  j'ai  pu  l'étudier  à  loisir.  Je  déclare  donc 
que  j'ai  eu  pleine  connaissance  de  ceux  des  travaux  inédits  de 
M.  Fourier  qui  se  rapportent  à  la  théorie  des  équations,  et  je 
saisis  cette  occasion  de  lui  témoigner  la  reconnaissance  dont 
ses  bontés  m'ont  pénétré.  C'est  en  m'appuyant  sur  les  principes 
qu'il  a  posés  et  en  imitant  ses  démonstrations  que  j'ai  trouvé 
les  nouveaux  théorèmes  que  je  vais  énoncer.  »  Ces  paroles 
émues  font  autant  d'honneur  à  Sturm  qu'à  Fourier.  Puissions- 
nous  trouver  souvent  dans  les  œuvres  des  géomètres  de  pareilles 
naïeetés  ! 

Mais  si  M.  Duhamel  fait  si  petite  la  part  de  l'inventeur,  re- 
connaît-il au  moins  l'importance  de  l'invention?  Pas  le  moins  du 
monde.  M.  Duhamel  ne  dit  rien  de  son  importance  théorique, 
si  bien  démontrée  par  les  travaux  de  MM.  Sylvester,  Cayley  et 
autres.  Il  se  borne  à  insister  sur  des  inconvénients  pratiques. 

«  Malheureusement,  continue  M.  Duhamel ,  l'application  de 
ce  théorème  n'est  pas  aussi  facile  que  celle  du  théorème  de 
Fourier  :  les  calculs  sont  très-longs,  par  conséquent  exposés  à 
des  erreurs  qui  pourraient  en  infirmer  les  conséquences.  On  peut 
bien  quelquefois  les  éviter  par  des  remarques  particulières,  mais 
tout  le  monde  ne  peut  pas  les  faire ^  et  l'on  a  besoin  de  procédés 
que  tout  le  monde  puisse  employer  avec  le  même  succès.  Il  est  vrai 
que  ces  longs  calculs  pourraient  servir  dans  le  cas  où  l'on  ap- 
pliquerait la  théorie  des  racines  égales;  mais  enfin,  pour  le  but 
même  que  se  propose  le  théorème,  le  grand  avantage  qu'il  pro- 
cure est  quelquefois  acheté  un  peu  cher.    » 

Il  serait  vraiment  trop  naïf  de  réfuter  les  objections  tirées  de  la 
maladresse  possible  ou  de  l'ignorance  des  calculateurs.  L'objec- 
tion, je  ne  dirai  pas  la  plus  sérieuse,  mais  la  plus  spécieuse,  est 
celle  tirée  de  la  longueur  du  calcul.  Sur  ce  point, nous  sommes 
heureux  de  céder  la  parole  à  Sturm,  qui,  comme  on  va  le  voir, 
ne  laissera  rien  subsister  des  raisons  de  son  contradicteur  : 


«  M.  Duhamel  n'a  d'autre  objection  à  faire  contre  lua  mé- 
thode que  la  longueur  des  calculs  nécessaires  pour  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  le  polynôme  qu'on  égale  à 
zéro  et  sa  fonction  dérivée.  L'objection  tombe  plutôt  sur  la 
méthode  des  racines  égales  que  sur  mon  théorème,  et  par  cela 
même  elle  attaque  toutes  les  méthodes  connues.  Lagrange  et 
tous  les  géomètres  qui  se  sont  occupés  des  équations  numé- 
riques ont  toujours  admis  la  nécessité  et  la  possibilité  de  dé- 
barrasser une  équation  de  ses  racines  égales.  On  sait  que  le 
procédé  de  Lagrange  pour  réduire  les  racines  réelles  en  frac- 
tions continues  ne  s'applique  qu'au  calcul  d'une  racine  simple 
ou  multiple  d'ordre  impair  et  ne  pourrait  pas  donner  la  valeur 
d'une  racine  double. 

»  M.  Duhamel  n'a  pas  remarqué  que  son  objection  est  bien 
plus  forte  contre  la  méthode  de  Fourier  que  contre  la  mienne. . . . 
C'est  précisément  un  avantage  de  mon  théorème  qu'il  se  rat- 
tache à  la  théorie  des  racines  égales. 

»  La  recherche  de  toutes  les  racines  d'une  équation  est  sur- 
tout une  question  de  théorie  pure  qui  exige,  pour  la  dignité  de 
l'analyse,  une  solution  d'une  généralité  et  d'une  rigueur  ab- 
solues. Celle  de  Lagrange  et  la  mienne  ont  seules  ce  caractère. 

»  J'ajoute  que  mon  théorème  sur  les  équations  ne  doit  pas 
être  considéré  comme  isolé.  Il  se  rattache  à  une  méthode  gé- 
nérale de  résolution  qui  s'applique  à  certaines  équations  algé- 
briques déterminées  qu'on  rencontre  dans  les  problèmes  les 
plus  importants  de  la  Mécanique  céleste,  de  l'Astronomie  et  de 
la  Physique  mathématique.  Mon  travail  sur  les  équations 
linéaires  du  deuxième  ordre,  qui  m'a  fait  trouver  les  propriétés 
des  racines  des  équations  transcendantes,  n'est  qu'une  partie  de 
cette  théorie  générale  (*),  et  ce  n'est  qu'en  suivant  cette  voie 
qu'on  pourra  savoir  quelque  chose  sur  les  équations  à  diffé- 
rences partielles  d'ordres  supérieurs. 

(*)  J'ajouterai  que  ce  traToil  est  le  point  de  départ  du  célèbre  théo- 
rème, au  dire  de  Sturm  qui  devait  le  savoir.  La  marche  de  l'inventeur 
■'a  donc  pas  été  celle  que  M.  Duhamel  suppose  {tou-  plus  haut,  p.  237). 

P. 
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»   Les  équations  qu'on  peut  avoir  à  résoudre  ne  doivent  pas 
être  séparées  du   problème  qui   les  amène.   Leur  génération 
donne  le  système  de  fonctions  auxiliaires  le  plus  simple  pos- 
sible, propre  à  faire  découvrir  ces  racines. 

»  Au  surplus,  j'offre  à  M.  Duhamel  une  discussion  verbale 
sur  tous  ces  points  qu^il  serait  trop  long  de  traiter  par  écrit. 
En  attendant,  je  lui  proposerai  de  résoudre  l'équation  suivante  : 

io.r^  —  5.r^  —  y6j?^  -f-  58.r  —  1 1  =:  o, 

sans  faire  usage  de  mon  théorème  et  en  écrivant  tous  ses  cal- 
culs. Je  l'ai  choisie  aussi  simple  qu'il  m'a  été  possible,  pour  ne 
pas  abuser  de  son  temps.  » 

C'est  ainsi  que  Sturm  répondait  à  M.  Duhamel  il  y  a  trente- 
huit  ans.  Nous  croyons  inutile  d'y  rien  ajouter. 

E.   Prouhet. 

P.  S.  —  A  partir  de  1868,  le  théorème  de  Sturm  fera  par- 
tie des  connaissances  exigées  des  candidats  à  l'Ecole  Polytech- 
nique. 

QIESTIOKS. 


811.  Nommons  S  un  groupe  quelconque  de  termes 
consécutifs  dans  le  développement  de  (i  — x)',  où  l'ex- 
posant est  négatif,  ou  bien  un  groupe  quelconque  de 
termes  consécutifs  à  coefficients  positifs  dans  le  dévelop- 
pement de  (i-f-x)',  où  i  est  positif-,  écrivons  S  sous  la 

forme  .x*  ^,  ^  sera  ou  une  quantité  qui  ne  change  ja- 
mais son  signe  quel  que  soit  .r,  ou  une  telle  quantité 
multipliée  par  un  binôme  du  premier  degré. 

La  même  proposition  aura  lieu  pour  un  groupe  quel- 
conque de  termes  consécutifs  dans  le  développement  de 
l'exponentielle  e^.  (Sylvesteh.) 
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GÉOMÉTRIE  DES  COIRBES  (*). 

Sur  les  dépendancps  mutoellcs  des  tangentes  donbles  des  coorbes 
du  quatrième  degré  ; 

Par   m.   J.   STEINER. 


Depuis  que  M.  Poncelet  a,  pour  la  première  fois, 
appelé  l'atlention  sur  l'existence  des  tangentes  doubles 
des  courbes  algébriques  (**),  on  s'est  peu  occupé  d'en  étu- 
dier les  propriétés  essentielles.  Cependant  on  est  parvenu 
depuis  à  déterminer  le  nombre  de  ces  tangentes  d'après 
celui  des  points  d'inflexion  en  se  fondant  sur  la  théorie 
des  polaires  réciproques,  dont  les  principes  ont  été  égale- 
ment établis  par  l'auteur  précité.  J'ai  donné,  à  ce  sujet, 
des  formules  qui  lient  entre  eux,  d'une  manière  géné- 
rale, le  degré  et  la  classe  d'une  courbe  algébrique  avec  le 
nombre  de  leurs  points  multiples,  de  rebroussement, 
d'inflexion,  et  celui  de  leurs  tangentes  doubles  (***). 
Après  bien  des  tentatives.  M.  Jacobi  est  parvenu  à  déter- 
miner directement  et  analytiquement  le  nombre  de  ces 
tangentes  doubles  dans  un  Mémoire  inséré,  il  y  a  peu 
de  temps,  au  Journal  de  M.  Crelle  (t.  XL,  p.  aSy). 
L'examen  des  propriétés  générales  de  ces  mêmes  tan- 
gentes doit  être  plus  difficile  encore;  les  mathématiciens 
qui  s'en  sont  occupés  le  reconnaîtront  sans  doute.  J'ai 


(  *)  Mémoire  inséré  par  extrait  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences,  l.  XXXVII,  p.  121. 

("*)  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Crelle,  t.  VIII,  p.  [\0\  à  l\oQ. 

(***)    Monatshericht    der   Akad .    der  W issenschaftcn  zu  Be;7/n  (  aiigust 
i8/,8). 

Ann.  de  Malhcmat.,  1'^  série,  t     VI     (Juin  1867.)  '^ 


essayé,  il  y  a  quelques  anuées,  de  trouver  par  voie  de 
synthèse  les  relations  muluelles  des  28  tangentes  doubles 
de  la  courbe  du  quatrième  degré,  et  je  suis  arrivé  à 
des  résultats  qui ,  en  montrant  le  fond  des  difficultés 
inhérentes  à  ce  genre  de  questions,  montrent  en  même 
temps  la  route  à  suivre  pour  les  aborder  et  les  traiter  con- 
venablement. Ces  résultats  reposent  sur  une  combinaison 
des  éléments  donnés  d'une  complexité  extraordinaire  et, 
pour  ainsi  dire,  inextricable.  Le  petit  nombre  des  essais 
publiés  jusqu'à  ce  jour  par  les  mathématiciens,  sur  le 
même  sujet,  sont  peu  d'accord  avec  les  résultats  de  mon 
travail,  et  ce  n'est  d'ailleurs  qu'après  l'avoir  entièrement 
•terminé  que  j'ai  eu  connaissance  de  ces  essais.  Les  énon- 
cés suivants  ont  pour  but  d'en  donner  une  simple  idée  et 
de  mettre  les  géomètres  sur  la  voie  des  solutions  ou  dé- 
monstrations, difficiles  sans  doute  dans  l'état  présent  de 
l'analyse  algébrique,  mais  que  l'on  déduira  sans  trop  de 
peine  des  propositions  fondamentales  qui  se  trouvent 
rapportées  dans  mon  Mémoire,  déjà  cité,  de  1840  (t.  IV 
du  Journal  de  M.  Crelle)  ;  d'où  j'ai  déduit,  comme  pre- 
mière conséquence,  la  théorie  des  polaires  successives 
d'une  courbe  algébrique,  d'un  degré  donné,  sur  un  plan, 
par  rapport  à  un  point  ou  à  une  courbe  pareille  donnée 
sur  ce  plan. 

I.  Qu'on  imagine  une  courbe  générale  du  quatrième 
degré  G*.  Ses  28  tangentes  doubles  if,  arrangées  par  cou- 
ples, donneront  378  couples.  Désignons  chaque  couple 
par  TT,  et  le  point  d'intersection  des  deux  tangentes  de 
chaque  couple  par /^  5  il  y  aura  pareillement  378pointsp. 
Soient  m  et  /i,  tn^  et  n^  les  points  de  contact  de  la  courbe 
avec  les  deux  tangentes  du  couple  quelconque  t:;  joignons 
ces  points  par  les  deux  paires  de  droites  mnii  et  nni , 
m«i  et  ntrii  :  les  deux  droites  de  chaque  paire  se  coupe- 
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ront  réciproqueraenl  en  un  point.  Appelons  q  et  r  les 
deux  points  ainsi  obtenus.  Alors  il  y  aura,  pour  chaque 
couple  TT  de  tangentes,  trois  points  /?,  q,  r. 

II.  Les  378  points  p^  et  avec  eux  les  378  couples  tt, 
peuvent  être  arrangés,  6  par  6,  en  groupes  G,  d'après 
une  loi  déterminée,  de  sorte  qu'il  en  naîtra  63  groupes  G, 
dont  aucuns  n'ont  de  point  p  ni  de  couple  tt  commun  avec 
les  autres.  Cela  posé  : 

Les  6  points  p  de  chaque  groupe  G  sont,  situés  sur 
une  certaine  section  conique  G'^  ce  qui  donne  en  tout 
63  sections  coniques  G^ . 

Les  6  points  appartenant  à  un  même  groupe  sont 
donnés  par  12  tangentes  /  différentes,  c'est-à-dire  par 
6  couples  T.  n'ayant  aucune  tangente  commune,  de  sorte 
que  jamais  deux  points  d'un  groupe  de  6p  ne  sont  situés 
sur  une  même  tangente. 

III.  Les  8  points  de  contact  de  quatre  tangentes  de  deux 
couples  z  quelconques  d'un  même  groupe  se  trouvent 
toujours  sur  une  certaine  section  conique  B^,   de  sorte 

qu'il    y   a  pour    chaque    groupe  -6'x5  =  i5  sections 

coniques  B^  D'après  cela,  il  devrait  y  avoir  pour  les 
63  groupes  63  X  i5  =  94^  sections  coniques  B^;  mais 
chacune  d'elles  est  comptée  trois  fois,  et  n'y  a  réellement 
que  3i5  sections  coniques  différentes  B',  c'est-à-dire: 

Parmi  les  28  tangentes  doubles  t  d'une  courbe  du 
quatrièine  degré  C%  ilj  a,  en  général,  3i5  groupes  de 
4  tangentes  telles,  que  leurs  8  points  de  contact  se 
trouvent  sur  une  même  section  conique  B*. 

IV.  Les  iS  points  de  chaque  groupe  G,  savoir  :  les  6p, 
les  6q  et  les  6r  se  trouvent  tous  sur  une  certaine  courbe 
du  troisièfne  degré  G%  de  sorte  quil  y  a  63  courbes  G'. 

16. 
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Chaque  courbe  G*  coupe  la  courbe  donnée  C*^  en 
12  points  rt,  ce  qui  donne  en  tout  63  X  ï2  =  736  points 
déterminés  a.  Chacun  de  ces  points  jouit  de  cette  pro- 
priété :  quune  certaine  section  conique  A^  peut  avoir  au 
point  a  un  contact  du  troisième  ordie  et,  en  outre,  en- 
core certains  couples  points  de  contact  b  et  c  du  premier 
ordre  avec  la  courbe  donnée  C*. 

D'après  cela, 

Êtaîit  donnée  une  courbe  du  quatrième  degré  C%  si 
ion  demande  une  section  conique  K^  ayant  avec  elle  un 
point  de  contact  a  du  troisième  ordre  et  deux  autres 
points  de  contact  b  et  c  du  premier  ordre,  il  j  aura,  en 
général,  736  solutions  du  problème. 

Si  on  joint  les  trois  points  a,  è  et  c  fournis  par  une  de 
ces  sections  coniques  par  les  droites  ab,  ac  et  bc,  et  que 
l'on  mène  par  le  point  a  les  tangentes  A  et  Aj  aux 
courbes  C*  et  G^,  les  quatre  droites  ab.  A,  ac,  Aj  foj- 
meront  un  faisceau  hwmonique,  de  sorte  que  la  droite  A, 
est  déterminée  par  les  trois  autres;  de  plus,  le  point 
d'intersection  d  des  droites  A  et  bc  se  trouve  sur  la 
courbe  G^,  de  sorte  quon  obtient  1 2  nouveaux  points  d 
de  cette  courbe. 

Les  84  droites  appartenant  à  chaque  groupe  Q,  savoir: 
les  6  couples  tt  de  tangentes  (équivalant  à  11  droites  t); 
les  6  fois  4  droites  mm^,  nn^,  mn^  et  nm^;  les  12  tan- 
gentes A,  et  enfin  les  12  fois  3  droites  ab,  ac  et  bc  sont 
toutes  tangentes  d'une  certaine  courbe  de  la  troisième 
classe  K^  [du  sixième  degré)  ;  el  les  droites  ab  et  ac,  en 
particulier,  ont  les  points  b  et  c  eux-mêmes  pour  points 
de  contact  avec  elle,  de  sorte  que  les  11b  el  les  12c  sont 
en  même  temps  les  24  points  d'ijitersection  de  cette 
courbe  K'  avec  la  courbe  donnée  C*.  Enfin  il  j  a  en 
tout  63  courbes  K'. 
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Les  deux  courbes  G'  et  K',  appartenant  à  un  même 
groupe,  ont  entre  elles  des  relations  intimes,  dont  nous 
indiquerons  quelques-unes.  Désignons  par  w  chacun  des 
9  points  d'inflexion  de  la  courbe  G',  et  par  W  la  tan- 
gente en  ce  point;  de  chaque  point  w  on  peut  mener 
trois  tangentes  Q,  Qi ,  Q2  à  la  courbe,  dont  les  points 
de  contact  «7,  (/i ,  q^  sont  situés  sur  une  droite  Rj.  Appe- 
lons;? le  point  d'intersection  de  W  avec  R,.  Désignons 
par  R  la  tangente  à  chacun  des  9  points  de  rebrousse- 
ment  de  la  courbe  K',  et  par  r'  l'un  de  ces  points  de  re- 
broussement  ;  chaque  tangente  R  coupe  la  courbe  aux 
trois  points  q,  q\  q" ^  et  les  tangentes  eu  ces  points, 
Q,  Q',  Q",  se  coupent  toutes  les  trois  en  un  point  w. 
Appelons  P  la  droite  rwi.  Les  cour'hes  G'  et  K'  ont  entre 
elles  ces  relations  :  qu  elles  se  louchent  aux  9  points  q, 
et  que,  par  suite,  les  9  droites  Q  sont  leurs  tangentes 
communes  en  ces  points  q  ;  que  les  9  couples  de  points  w 
et  Wi,  aussi  bien  que  les  g  couples  de  droites  R  et  Rj  ^ 
coïncident  ;  enfin  que  les  4  droites  W,  Q'^  Q_,  Ç^" ,  aussi 
bien  que  les  4  points  r,  q^ ,  q,  q.^,  sont  harmoniques ,  et 
que,  par  suite,  les  4  droites  P_,  Q,^  Q^  Q2  sont  égale- 
ment harmoniques. 

Je  réserve  pour  une  autre  occasion  des  discussions  plus 
détaillées  sur  les  autres  relations  des  deux  courbes. 

V.  Les  63  groupes  G  (II)  peuvent  être  arrangés, 
3  par  3,  en  systèmes  S,  d'après  une  loi  telle,  que  pour 
deux  groupes  quelconques  il  en  existe  toujours  un  troi- 
sième, mais  un  seul,  qui  fasse  un  système  S  avec  les  deux 
autres.  D'après  cela,  le  nombre  de  ces  systèmes  est  =  65 1 , 
et  chaque  groupe  appartient  à  3i  de  ces  systèmes. 

L'ensemble  de  ces  systèmes,  d'après  une  propriété 
constitutive,  se  divise  naturellement  en  deux  sections. 
Pour  plus  de  clarté  nous  désignerons  par  Si  et  Sa  les  sys- 
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tèmes  appartenant  à  ces  sections  :  la  premièie  section 
contient  3i5  syslèmes  Si,  la  seconde  336  systèmes  Sj, 
et  chaque  groupe  G  appartient  à  i5  systèmes  Si  et  à 
i6  systèmes  Sa. 

Les  systèmes  respectifs  de  chacune  de  ces  deux  sec- 
tions ont  entre  autres  les  caractères  distinctifs  suivants  : 

1°  Les  trois  groupes  de  chaque  système  Si  ont  toujours 
4  tangentes  doubles  communes  telles,  qu'elles  forment 
dans  chaque  groupe  deux  couples  tt.  Soient,  par  exemple, 
M,  x^y  ç\  z  les  quatre  tangentes  t  communes,  il  faudrait 
que  ux  et  yz  fussent  les  couples  d'un  des  trois  groupes, 
ny  et  xz  les  couples  d'un  second  groupe,  et  uz  et  xy  les 
couples  du  troisième  groupe.  D'après  cela,  les  8  points 
de  contact  de  quatre  tangentes  pareilles  m,  x,  y  et  z  se 
trouvent  toujours  sur  une  section  conique  B^  (lil)-  Les 
trois  groupes  embrassent  toutes  les  28  tangentes  dou- 
bles f,  et  quatre  de  celles-ci,  u,  x^  y  c\.  z,  sont  employées 
chacune  trois  fois. 

2°  Au  contraire,  les  trois  groupes  de  chaque  système  S.3 
ne  contiennent  ensemble  que  18  tangentes  doubles  f, 
chacune  de  ces  dernières  appartenant  à  deux  groupes, 
de  sorte  que  deux  quelconques  des  trois  groupes  ont 
6  tangentes  communes  -,  ou  bien,  si  nous  désignons  les 
18  tangentes  par  «,  «j ,  «2,  «35  «o  «s 5  ^»  ^i,  ^a,»--?  ^«5 
c,  Cl , .  .  .  ,  Cj,  il  faudrait,  par  exemple,  que 

aè,  «1^1,  ^2^-2  5  ^3^3  1  <7i^^i-)  ^^s  ^s  fussent  des  cou- 
ples d'un  premier  groupe  \ 

ac,  cil  Ci  ^  <^zC9.-)  ^3  ^'3  7  cil,  Cl,  ^  ciaCs^  des  couples  d'un 
second  groupe, 

Et  bc,  /^iCi,  h^c^^  b^c-i^  bf,Ci,  b^c-^,  des  couples  du 
troisième  groupe. 

Abstraction  faite  de  ces  difl'érences,  tous  les  systèmes 
ont  la  propriété  commune  suivante  : 

Si  Von  choisit  dans  chacun  des  Iroiy  groupes  d'un  s]  s- 
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U^nie  S  un  couple  quelconque  i:  de  tangentes  doubles, 
les  1 2  points  de  contact  de  ces  tangentes  se  trouveront 
à  la  fois  sur  une  certaine  courbe  du  troisième  degré  B' 
D'après   la  règle  des  combinaisons,   on  aura,    pour 
chaque  système  S, 

6x6x6  =  216 

courbes  B',  et  en  tout 

63  X  216  =  i4o6i6 

courbes  B'.  Mais  alors  chaque  courbe  se  trouve  être 
comptée  plus  ou  moins  souvent,  de  sorte  que  le  nombre 
des  courbes  B^  différentes  les  unes  des  autres  est  bien 
moindre.  De  plus,  B*  n'est  pas  toujours  une  courbe  de  la 
forme  générale  5  au  contraire,  dans  le  plus  grand  nombre 
des  cas,  elle  se  décompose  en  une  section  conique  et  une 
droite,  ou  bien  en  trois  droites;  et  ces  sections  coniques 
ne  sont  autres  que  les  3i5  sections  coniques  B^  (lïl),  et 
les  droites  ne  sont  autres  que  les  28  tangentes  doubles  t 
elles-mêmes.  Ces  circonstances  ont  lieu  de  la  manière 
suivante. 

Pour  tout  système  Sj,  si  nous  désignons  par  to  chacune 
des  quatre  tangentes  communes  z/,  a:,  j,  z,  et  par  B^  la 
section  conique  B^  passant  par  les  8  points  de  contact  de 
ces  tangentes,  les  216  courbes  B^  se  composent  comme 
il  suit  : 

a.  4  de  trois  droites,  savoir  :  de  i<,x,j,  u,  x,  z, 
«,  j,  z  etx,y,  z; 

b.  4  de  B^ -1-^05  c'est-à-dire  de  B^  et  d'une  des 
quatre  droites  u,  x  ou  y,  z-, 

c.  48  de  B--h?o,  d'une  des  droites  u,  x,  /,  z,  avec 
une  section  conique  B^, 

d.  Et  160  de  courbes  B'  proprement  dites. 

Pour  tout  système  S3,  au  contraire,  les  216  courbes  B' 
se  composent  : 
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e.  6  de  trois  droites,  savoir  :  de  a,  è,  c,  a,,  ^i,  c,,..., 
«5?  ^sj  Cg; 

f.  90  de  B^  +  f ,  savoir  :  d'une  section  conique  B*  avec 
unedes  18  droites  a,  «i,...,  03,  Z>,  ^j,...,  Z»^,  c,  c,,...,  c,.,, 

g.  Et  120  courbes  B'  proprement  dites. 
En  résumé  il  y  aurait  : 

a.   Courbes  B',  composées  de  trois  droites  [a  et  e)  : 

3i5x4-f-  336x6=13276, 

nombre  éj^al  à  celui  des  combinaisons  des  28  tangentes 

28  ^)^  2  n  ^^  26 
doubles  prises  trois  à  trois,   = —- 

^  1.2.3 

|3.  Courbes  B^,  composées  de  B^ -I- ^01  la  section  co- 
nique B^  passant  par  les  points  de  contact  de  la  tan- 
gente to  [h]  : 

3i5  X  4  =  1260. 

y.  Courbes  B',  composées  de  B^  -f- 1,  B-  ne  passant  pas 
par  les  points  de  contact  de  t  (c  et  f)  : 

3 15  X  48  4-  336  X  6  =  4536o. 

â.  Courbes  B'  proprement  dites,  non  décomposées 
(^et^): 

3i5  X  160  -f-  336  X  120  =  90720, 

ce  qui  fait  en  total  le  nombre  i4o6i6  énoncé  ci-dessus- 
y'^.  Comme  il  n'y  a  que  3i5  sections  coniques  B^  (JII), 
tandis  que  nous  venons  d'en  trouver  4536o  (y),  il  faut 
que  chacune  d'elles  ait  été  employée  i44  fois-,  de  plus, 
elle  est  chaque  fois  liée  à  une  des  24  tangentes  t,  par  les 
points  de  contact  desquelles  elle  ne  passe  pas.  Il  faut 
donc  qu'elle  soit  employée  dans  cette  liaison  avec  cha- 
cune de  ces   tangentes   —^  =  6   fois.    De   sorte  que  le 

24 

nombre  des  B^ -\- t  données   sous  (y),    mais  différentes 


(  ^49 
l'une  de  l'aiilre,  se  réduit  à 

45360  _ 
6      ~ 


7560, 


en  observant  que  toujours  24  de  ces  W -h  t  couliennent 
la  même  section  conique  B%  et  ne  diffèrent  l'une  de 
l'autre  que  par  la  tangente  t. 

§^.  De  plus, comme  toute  courbe  B^,  énoncée  sous  (o), 
passe  par  les  points  de  contact  de  6  tangentes  f,  les- 
quelles sont  employées  i5  fois  sous  la  forme  de  3  cou- 
ples TT,  cette  courbe  se  trouve  répétée  i5  fois,  de  sorte 
qu'il  n'y  a  en  effet  que 

90720 

' '-Z—  =  6048 

i5 

courbes  B^  proprement  dites,  différentes  l'une  de  l'autre. 

D'après  cela,  le  nombre  réel  des  courbes  B'  différentes 
l'une  de  l'autre  est  : 

[a].     3276,  composées  chacune  de  3 f; 

[f3i].     1260,  composées  de  B^  +  ?o; 

[y°].   7560,  composées  de  B^ -h  f , 

[^°].   6048  courbes  B^  proprement  dites. 

Somme  totale  =  i8i44' 

Le  résultat  principal  est  contenu  sous  (^°),   savoir  : 

Parmi  les  28  tangentes  doubles  t  d\ine  courbe  du 
quatrième  degré,  ilj  a  en  gétiéral  ôo^Sfois  6  tangentes 
telles,  que  leurs  1 2  points  de  contact  se  trouvent  sur  une 
courbe  du  troisième  degré  W  proprement  dite,  c'est-à- 
dire  non  décomposée. 

VI.  Les  63  groupes  (i  (II)  peuvent  être  arrangés 
4  par  4  eu  systèmes  S  [4],  tels  que  pour  trois  groupes 
quelconques,  mais  qui  ne  constituent  pas  un  sys- 
tème S  (\  ),   il  y  a  toujours  un  quatrième  groupe,  mais 
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u)i  seul,  qui  forme  un  système  S  [4]  avec  les  trois  autres, 
et  ce  quatrième  groupe  ne  doit  pas  non  plus  former  un 
système  S  avec  deux  quelconques  de  ceux-ci.  Cela  posé, 
il  existe  en  loialité  97^5  systèmes  S  [4]  qui  jouissent, 
entre  autres,   de  la  propriété  commune  suivante  : 

Si  Von  choisit  dans  chacun  des  quatre  groupes  d'un 
système  S  [4]  un  couple  quelconque  tt  de  tangentes 
doubles,  les  i6  points  de  contact  de  ces  tangentes  se 
trouveront  à  la  fois  sur  une  courbe  du  quatrième  de- 
gré B\ 

VIL  Pareillement  les  63  groupes  peuvent  être  arrangés, 

5  par  5,  en  systèmes  S  [5],  tels  que,  pour  quatre  groupes 
quelconques  qui  ne  forment  entre  eux  ni  un  système  S  (V) 
ni  un  système  S  [4]  (VI),  il  v  a  toujours  un  cinquième 
groupe^  mais  un  seul,  qui  forme  un  système  S  [5]  avec 
les  quatre  autres,  et  ce  cinquième  groupe  ne  doit  pas 
non  plus  former  ni  avec  deux  ni  avec  trois  des  quatre 
premiers  groupes  l'un  des  systèmes  énoncés  précédem- 
ment. Il  existe  109 368  pareils  systèmes  S  [5],  tous 
distincts  entre  eux,  et  jouissant  de  la  propriété  sui- 
vante : 

Si  Von  choisit  dans  chacun  des  cinq  groupes  d'un  sys- 
tème S  [53  M/i  couple  quelconque  tt  de  tangentes  doubles, 
les  20  points  de  contact  de  ces  tangentes  se  troubleront 
à  lajois  sur  une  courbe  du  cinquième  degré  B^. 

VIII.   Les  63  groupes  G  peuvent  être  arrangés  encore 

6  par  6,  en  systèmes  S  [6]  ,  tels  que  pour  cinq  groupes 
quelconques,  qui  ne  forment  entre  eux  aucun  des  sys- 
tèmes indiqués  précédemment,  il  existe  toujours  un 
sixième  groupe,  mais  un  seul,  qui  ne  doit  former  non 
plus,  ni  avec  deux,  ni  avec  trois,  ni  avec  quatre  des  cinq 
premiers  groupes,  un  des  systèmes  déjà  énoncés.  Le 
nombre  de  ces  systèmes  S  [6]  s'élève  à  8^4  944  ^   c*? 
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Si  Von  clioisit  dans  chacun  des  six  groupes  d^ un  sys- 
tème S  [6]  un  couple  quelconque  tt  de  tangentes  doubles, 
les  24  points  de  contact  de  ces  tangentes  se  trouveront 
à  la  fois  sur  une  courbe  du  sixième  degré  W. 

IX.  Enfin  les  63  groupes  peuvent  être  arrangés  eu 
systèmes  S  [7]  de  7  et  7  groupes,  de  sorte  que  pour  six 
groupes  quelconques,  ne  formant  entre  eux  aucun  des 
systèmes  déjà  énoncés,  il  y  a  toujours  un  certain  septième 
groupe  qui  ne  doit  former  ni  avec  deux,  ni  avec  trois, 
ni  avec  quatre,  ni  avec  cinq  de  ces  six  groupes  un  des 
systèmes  énoncés.  Le  nombre  des  systèmes  S  [7]  est 
=  3999744. 

Si  l'on  clioisit  dans  chacun  des  sept  groupes  d\in  sys- 
tème S  [7]  un  couple  quelconque  t.  de  tangentes,  les 
28  points  de  contact  de  ces  tangentes  se  trouveront  tou- 
jours sur  une  courbe  du  septième  degré  W . 

Il  n'y  a  pas  de  systèmes  formés  par  8,  9v"  groupes. 

Remarque.  —  Il  a  été  dit  aux  n°*  VI,  VII,  VIII  et  IX 
que  les  16,  20,  24,  28  points  de  contact  se  trouvent  tous 
sur  une  courbe  B*,  B',  B^,  B^;  mais  il  est  bien  entendu 
que  ces  courbes  ne  sont  pas  parfaitement  déterminées  par 
ces  points,  comme  Tétait  la  courbe  B^  au  n°  V.  Au  con- 
traire, on  peut  faire  passer  par  ces  points  un  nombre 
infini  de  courbes  du  même  degré,  et  il  doit  être  sous- 
entendu  que  ces  points  jouissent  de  la  propriété  qu'on 
peut  faire  passer  par  eux  de  telles  courbes.  Si  l'on  pre- 
nait à  volonté  le  même  nombre  do  points  sur  la  courbe  C^, 
on  ne  pourrait  pas  faire  passer  par  eux  des  courbes  des 
degrés  indiqués;  car  ou  sait  qu'une  courbe  du  degré  ti^  B" 
peut  avoir  ^n  points  d'intersection  avec  la  courbe  C*, 
et  que  de  ces  4'^pt'i"lson  ne  saurait  prendre  à  volonté 
que  /\n  —  3,  les  autres  trois  points  étant  alors  déter- 
minés. 
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X.  Ce  qui  précède  conduit  à  plusieurs  questions  ou 
problèmes,  dont  voici  quelques-uns  : 

1 .  Quels  sont  les  résultats  auxquels  on  paivient  en 
soumettant  les  sj  stènies  des  n"'  VI,  Vil,  VIII  et  IX  à  des 
disciLSsions  aussi  détaillées  que  celles  faites  sur  les  sj^s- 
tèmes  S  aun°  \? 

Ou  bien,  on  peut  demander  en  particulier  : 

Combien  de  fois  j  a-t-il,  parmi  les  28  tangentes 
doubles  t,  8,  10,  12  ou  i4  tangentes  telles,  que  leurs  i6, 
20,  24  ou  28  points  de  contact  se  trouvent  tous  sur  une 
courbe  proprement  dite  B%  B^^,  B®  ou  W  ? 

2.  Quelle  est  la  manière  d^être  des  63  sections  co- 
niques G^  (II)  à  regard  de  leur  positioji  relative? 

3.  Quelles  sont  les  relations  des  63  courbes  du  troi- 
sième degré  G^  (IV)  entre  elles  P 

•4.  Quelles  sont  les  relatioîis  des  63  courbes  de  la  troi- 
sième classe  K^  (IV)  «  l'égard  de  leur  position? 

Berlin,  octobre  i852. 


COniCOliRS  D'ADiMISSiON  A  L  ECOLE  POLYTËCHNIQIE 

m  18G6. 

Composition  malbématiiiiie  ; 
Par  m.   Victor-Alexandre  CHORON  (*). 


Énoncé.  —  Etant  données  une  parabole 

y''  :=  ipx 

{')  Cet  élève  a  clé  admis  le  prkmilk. 
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et  una  Jij perhùlc  rquilatcrc 

xy  =  m' 

ayant  pour  asymptotes  Vaxe  et  la  tangente  au  sommet 
de  la  parabole  y  on  propose  : 

i"  De  former  l  équation  ayant  pour  racines  les  ab- 
scisses ou  les  ordonnées  des  pieds  des  normales  com- 
munes aux  deux  courbes ^ 

2°  De  déduire  de  cette  équation  que  le  nombre  des 
normales  communes  réelles  est  au  moins  un  et  au  plus 
trois  5 

3^  De  démontrer  que  lorsque  7/v*  est  ^  2m*,  //  ny 
a  qu'une  normale  commune  réelle. 

Soit  MP  une  normale  commune  à  la  parabole  et  à 
l'hyperbole  données,  soit  M  le  point  où  elle  est  normale 
à  l'hyperbole.  Je  désigne  para:  étales  coordonnées  du 
point  M;  j'aurai  entre  x  ei  j  \a.  relation 

L'équation  de  la  normale  MP  au  point  M  sera,  X  et  Y 
étant  les  coordonnées  courantes, 

X— ^        Y— y 


Je    calcule   l'abscisse    à   l'origine   OA  =:  X„  de   cette 
droite  5  j'aurai 

Dans  une  parabole,  la  sous-normale  est  constante  et  égale 
à  ^  ;  si  la  droite  MP  est  normale  à  la  parabole,  son  pied 
aura  nécessairement  pour  abscisse  X„  — p,  et  si  le  point 
de  la  droite  MP  dont  l'abscisse  est  égale  à  X„ — p  se 
trouve  situé  sur  la  parabole,  le  même  théorème  montre 
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que  la  droite  MP  sera  normale  à  la  parabole  en  ce  point. 
Je  calcule  l'ordonnée  du  point  de  la  droite  dont  l'ab- 
scisse est  égale  à  X^  —  /?•,   cette   ordonnée  est  égale  à 

j ( ^  p]   '^^   ^  —  J'exprime   que    le   point 

/>,   —  —  I  est  situé  sur  la  parabole  par  la 

relation 

Cette  équation,  jointe  à  la  relation 

xy  =  m"-, 

détermine  les  coordonnées  des  points  où  les  normales 
communes  cherchées  sont  normales  à  l'hyperbole. 

Pour  avoir  l'équation  qui  définit  les  abscisses  de  ces 

points^  il  nie  suffit  de  remplacer  y  par  —  dans  l'équa- 
tion (i)  ;  il  me  vient  ainsi 


'm" 


ou,  ramenant  à  une  forme  entière  et  ordonnant, 
(  2)  p.i''  —  2/«^r'  -i-  nm* px^  -r  2.rn*  =:  o. 

Avant  de  discuter  cette  équation,  je  remarque  qu'à  chaque 
racine  réelle  ti'ouvée  pour  x  correspondra  une  normale 
commune,  et  une  seule  normale  commune.  Car  celte  va- 
leur de  X  définira  un  point  réel  et  un  seul  sur  l'hyperbole 

Ensuite  la  normale  menée  en  ce  point  sera  normale  à  la 


(  ii55  ) 
paraboli'  en  iiii  point  ive\ 

.'/•^  —  y'^  p.T. 

P, 

X  y 

Cela  posé,  je  discule  l'cquation  (ci).  Il  y  a  une  lacune 
de  deux  termes  entre  le  terme  en  x'  et  le  terme  en  x^ . 
Comme  une  lacune  de  deux  termes  fait  toujours  perdre 
deux  variations  à  la  somme  des  variations  d'un  poly- 
nôme ordonné  et  du  polynôme  obtenu  par  le  changement 
de  X  en  —  x^  l'existence  de  cette  lacune  m'apprend  que 
l'équation  (2)  a  forcément  des  racines  imaginaires.  Une 
seconde  lacune  de  deux  termes  entre  le  terme  en  x"^  et  le 
terme  indépendant  m'apprend  l'existence  de  deux  autres 
racines  imaginaires.  Ainsi  l'équation  (2)  ne  saurait  avoir 
plus  de  trois  racines  réelles;  d'ailleurs,  comme  elle  est  de 
degré  impair,  elle  admet  toujours  au  moins  une  racine 
réelle,  d'ailleurs  négative. 

La  dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  est 

Pour  que  réf[uation  (2)  ail  plus  d'une  racine  réelle, 
il  faut  que  cette  dérivée  puisse  changer  de  signe  ou  que 
y  l?x''  -+-  8m*.r  +  Gni'p  puisse  s'annuler  pour  des  valeurs 
réelles  do  .r.  Je  prends  encore  la  dérivée,  et  j'obtiens 

4  ("JP-^^  —  2m'). 

L'équation  que  j'obtiendrai  en  égalant  celte  dérivée  à  o 
ne  pouvant  avoir  qu'une  seule  racine,  la  dérivée  première 
ne  pourra  s'annuler  pour  plus  de  deux  valeurs  réelles 
de  jr,  et  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'elle 
ait  effectivement  deux  racines  réelles  sera  que  le  résultat 

3  /  2  /w  ^ 
de  la  substitution  de  1  /  dans  7/^ir* —  Sni'x  -+-  6m'' p 
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soit  négatif.  On  devra  doTic  avoir 


1  / 8//^^  \  / h  ian'D  <  o, 

V     IP  V     IP 


</ 


P< 

IP* 


3  /"xm* 


Ainsi,  quand  •jp*  sera  plus  grand  que  2m*,  la  dérivée 
première  ne  pourra  jamais  changer  de  signe  et  l'équation 
en  X  n'aura  qu'une  seule  jaciue  réelle;  quand  7^*  sera 
plus  petit  que  2  m*,  la  dérivée  changera  deux  fois  de  signe. 
Ainsi  l'inégalité 

est  nécessaire  et  non  suffisante  pour  qu'il  y  ait  trois  ra- 
cines réelles,  et  par  conséquent  pour  qu'il  puisse  y  avoir 
trois  normales  communes  réelles. 

L'équation  qui  donnerait  les  ordonnées  les  pieds  des 
normales  relatifs  à  l'hyperbole  serait  l'équation  en  .r,  où 

,  .  m' 

je  remplacerais  x  par  —  : 

w"                 nif^                   m''' 
p 2  w'  — -  4-  am'A* 1-  2W'*  =  o, 

iy'  H-  1  ni'^py^  —  1  rn^y^  -\-  pm^  =  o. 

Raisonnant  comme  tout  à  l'heure,  j'aurai 

/'^  =  2  ('jj"  -f-  ^m^py^  —  3w*j'). 

Prenant  encore  la  dérivée  de  'jy'"  -\-  /'^in'^pj — 3///*,  il 
me- vient  ^  ['j  )'^  -\-  ni^ p) ,  qui  change  de   signe  pour  la 


_  (  ^'>7  ) 

ilcur  — \/~~;r  aHf'l^ut^ti  àj  .  Posant  encore 

/■(-\/'f)<o. 


jan 


condition  toujours  remplie.  Ainsi  la  considération  de 
l'équation  aux  ordonnées  fournit  des  résultats  beaucoup 
moins  avantageux  que  la  considération  de  ré(juation  aux 
abscisses;  l'une  donnait  au  moins  une  restriction  pour 
la  réalité  des  racines,  la  seconde  ne  fournil  rien. 

Je  vais  maintenant  former  Téquation  qui  donne  les 
ordonnées  des  pieds  des  normales  communes  relatifs  à  la 
parabole  (*). 

Si  dans  l'équation  (2)  je  remplaçais  y  par  \'i.px,  j'ob- 
tiendrais une  équation  du  septième  degré  en  \Jx\  cliaque 
valeur  réelle  de  \x  me  fournirait  une  valeur  positive 
de  x\  substituant  cette  valeur  de  x  dans  Téquaiion 

j"^  —  T-px  r=  O, 

et  prenant  seulement  la  valeur  négative  du  radical  \Jipx, 
je  vois  qu'à  chaque  valeur  réelle  de  \^  correspond  une 
valeur  admissible  de  j,  et  une  seule. 

Le  texte  qui  ma  été  remis  demandait  de  démontrer 
qu'il  ne  pouvait  y  avoir  qu'une  seule  normale  commune 
lorsque  ni  et  p  satisfont  à  l'inégalité 

et  j'ai  trouvé  que  cette  inégalité  était  au  contraire  néces- 

(*)  Nous  oraeUons  ce  calcul  bien  supeillu,  après  ce  qui  vient  d'être  dit 
et  où  il  s'est  glissé  une  légère  i'aule  :  -+-4  au  lieu  de  — 8. 

Ann.  de  Malhémat.,  3"  série,  t.  W.  (Juin  1867.'  IT 
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saire  pour  qu'il  ]iùl  y  avoir  trois  uornialcs  coniniunes- 
je  crois  bieu  qu'il  y  a  dans  k'  lexie  utie  faute  d  impres- 
sion. Si  je  suppose  que  p  devienne  de  j)lus  en  plus  grand, 
la  parabole  s'élève  de  plus  eu  plus  rapidenient  au-dessus 
de  son  axe:  ainsi,  dans  lajig.  i,  les  ordonnées  croissent 
très-rapideuient,  et  Toeil  conçoit  mal  que  Ton  puisse 
mener  plusieurs  normales  comuuincs.  Si,  au  conliaire, 
j'attribue  à  j)  une  valeur  assez  petite  pour  que  la  para- 
bole soit  ircs-aplaiic,  comme  dans  la^^'.  2,  l'œil  aperçoit 
beaucoup  mieux  la  possibilité  de  mener  trois  normales 
communes  (*). 


NOTE 

sur  la  question  proposée  au  concours  d'admission  à  l'École  Polytecliuique 
(année  1866). 


1 .  Si  X  et  j  représentent  les  coordonnées  du  pied  (sur 
l'hyperbole)  d'une  normale  commune  aux  deux  courbes 
considérées,  la  valeur  de  x  doit  vérifier  l'équation 

(1)  px'  —  im''.]''  -h  2/wi^r^  H-  2/h"  :=  O, 

qui  admet  une  racine  réelle  négative,  et  au  plus  deux 
racines  positives. 

A  chaque  valeur  réelle  de  x  correspond  une  valeur 
réelle  de  y  donnée  par  x-\  =  nr  -,  donc  le  nombre  des 
normales  communes  est  au  moins  un,  el  au  plus  iiois. 

!2.  En  remplaçant  dans  l'équation  (i)  .r  par  pz  ei 
m*  par  p^h,  il  vient 

(2)  Z'  —  '2.llZ'[z  —  1)  -+-  2/<-'  =  O, 


C)  Je  ne  reproduis  pas  ce?  figures,  que  chacun  peut  se  représenter.  P. 
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d'où 

(3)  /.r^'^[c-,±:v/{z-^.)'-3]. 

La  quanlité  h  ou  —   étant  réelle  et  positive,  ré(|uation  (3) 

montre  que  z  ne  peut  avoir  une  valeur  positive  moindre 
que  2  H-  \'3  (*).  D'autre  part, il  est  évident  que  pour  toute 
racine  positive  de  Téquaiion  (2),  on  a 

•y.hiz—  1)  >>z', 

inégalité  qui  donne 

-4 

2^  >  — " —  >>  z^  H- z'  -f-  c  -f-  I , 

z I 

ou,  parce  que  z  est  au  moins  égale  à  2  -j-  n/3, 

2/i>(2  +  v^3)'-f-(2^v/3)'-4-(2-i-s/3)-t-  r, 
2  /i  ^  36  -f-  20  y'3  ^  70, 


et  par  suite 


/.>35,     —  >35,     7//<-^ 
P^  5 


Il  n'y  aura   donc   qu'une    seule    normale   commune,  si 

7/7    est  plus  grand  que  -p-5  et  a  plus  torte  raison  si  on  a 

7;>*>  2m*. 

3.  Mais  l'inégalité  h  ^  35  n'exprime  j)as  une  con- 
dition suffisante  pour  que  le  nombre  des  normales  com- 
munes soit  trois ^  car  la  plus  petite  valeur  entièiequc  h 
puisse  avoir  lorsqu'il  y  a  tjois  normales  communes  est  63. 
Cela  résulte  du  calcul  suivant. 


(*)  Par  conséquent  le  minimum  des  valeurs  positives  de  l'abscisse 

pst  ;;  (2-i-  \J1>). 

'1' 


(    l6n 
En  posant 


h^y.z^      et     ,^^^i--^^\ 


Téqualion  (2)  est  vérifiée,  quel  que  soit  a.  Pour  que  z  et  h 
soient  positifs,  il  faut  prendre  a  >  -• 
La  dérivée  de  h  par  rapport  à  a  est 

en  l'égalant  à  zéro,  l'équation  qui  en  résulte  admet  pour 

.  .      5  -f-  V  f53  „  •       1  - 

racine  positive  -^ =  1  ,ob, .  .  . ,  et  cetle  racine  de- 

^  10 

termine  le  minimum  des  valeurs  positives  de  h  corres- 
pondantes à  des  valeurs  positives  de  z.  Pour  a  =  1,08 — , 
on  a  r  =  3,86,...,  et,  en  remplaçant  a  et  z  par  leurs 
valeurs  dans  l'équation  /?  =  az^,  on  trouve  // ^  62 
et  /^  <^  63  ;  ainsi,  en  nombres  entiers,  le  minimum  de  // 
est  63. 

Lorsque  /i  ou—  est  égal  à  63,  les  deux  racines  posi- 
tives de  l'équation 

(1)  px'  —  im'x^  -f-  ipin^.r^  H-  im*  ^  o 

sont  comprises,  l'une  entre  p  X  3,8  et  /)  X  3,9,  et  l'autre 
entre  p  X  3,9  et  /\p. 

Si  — Y  =  64,  la  plus  grande  des  deux  racines  positives 

de  l'équation  est  ^p^  et  la  plus  petite  est  comprise  entre 
7>X3.7  et  ;>X3.8.  G. 


(  '^6i   ) 
SUK  IJi^E  RÈtiLE  DE  CO^VERGE\CE  DES  SERIES; 

Par   m.   a.  GENOCCHI. 


Une  règle  assez  remanjuable  pour  déterminer  la  con- 
vei'gence  ou  divergente  des  séries  peut  être  déduite  très- 
simplement  d'une  formule  identique  due  à  INicolc  (*). 
On  a  d'abord 


a  —  b         (i  -\-  K\        (  rt  -I-  ('„  )  (  a  —  b) 

d'où,    en    remplaçant    successivement    v,,    par    l'o,    «i , 

1^2,...,    p-,,,   multipliant   respectivement   par  les  quan- 

è -!-.•„       [h  +  v,){b-\-v,)  .  , 

tites  I,    , ; —-•,    etc.,    et    aioulant   Jes 

produits,  on  lire,  après  des  réductions  faciles, 

[b^v,)[b  +  v,].  ..{b  +  v„_,) 
[a  +«'o)(«  +  ♦',)..  .(rt  4-  v„) 


-h... 


(a  +  <^„)(rt  -f  i',)..  .(rt-j-f,,)  [a  —  b) 

Cette  formule  ne  dilT'ère  pas  de  celle  de  jNicole,  qu'on 
trouve  eu  faisant  l'o  =^  o.  Le  second  membre  renferme 
les  n  -f-  i  premiers  termes  d  une  série  avec  un  terme 
complémentaire.  Désignons  par  w,,  le  terme  général  de 
la  série,  par  R„  le  terme  complémentaire,  nous  aurons 

7   ^-^  '«'o  -T-  »'i  -4-  ■  .  .  -T-  <>'„  +  xi«  ,        == ; ; 


C)  Mémuires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  1727,  p.  267. 
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de  plus, 

K„       ^  '\         b+çj  \   ^   b  + 

Si  les  quantités  a,  b,  i'„  sont  positives,  et  que  a  soit  ^^, 
on  aura  évidemment 

l^,  ,,/  a  —  b         a  —  b  a  —  b 

—  >   a  -  ^^       I  +   . h  7 h  -  .  .  +  -. 

Rr,  \  b   -^V,  b   -^V,  b  -hi'n 

d'où  il  s'ensuit  que  si  la  série  dont  le  terme  général  est 

7- ■  est  divereente,  la  valeur  de  —  augmentera  indé- 

fîniment  avec  7^,  et  par  conséquent  celle  de  R„  décroîtra 
sans  cesse  et  aura  pour  limite  zéro,  eu  sorte  que  la  série  2  w„ 
sera  convergente.  Soit 


D'après   un  principe  connu  ,   une   série  Zf/^  est  diver- 
gente si  l'on  a 


—■jl!  "^-^ 


et  convergente  si  l'on  a 


pour  n  quelconque  ou  à  partir  d'une  valeur  donnée  de  //, 
les  termes  n^  étant  supposés  positifs.  Il  en  résulte  la  règle 
suivante  : 


Une  série  composée  de  ternies  positifs  »„  sera  conver- 

gente  s  il  existe  une  autre  série  a  termes  positijs 

qui  soit  divergente  et  telle  que,  du  moins  à  partir  d^une 


(  .6;i  ) 

Vdlcuv  dofincc  rie  ii ,  on  ait.  constaimncnl 
<C  — ; ' 

a  cl  h  étant  dciix  nombres  déterminés  positij's  et  n'^h. 
y/u  contraire,  fa  même  série  sera  (liwergcnie  si  Von  a 
sons  les  mêmes  conditions 

11  est  visible  f|iie   la  première   partie  de   cet  énoncé 

sciait,  à  plus  forte   raison,   vérifiée  si  la  série  S  , 

était  convergente,   et  que  dans  ce  cas  il   suffirait  de  la 
condition 

/f  -f-  "„ 


u„  b 


On  peut  aussi    mettre  les  inégalités  précédentes   sous 
les  formes 


"H  +  l  , 


—  -{n  +  v.,)<-{a-b). 


(  b  +  «'„+,)  -^  —  (  6  4-  t'„)  >  o. 


En  remarquant   (lue  si  la  série  2 est  divergente, 

Il  -V-  •',, 

la  série  2  -; le  sera  à  plus  forte  raison,  on  tient  en- 

h  -t-  "«  ^  ^ 

core  considérer  seulement  l'expression 


V     "«-t-l 


[U   -r-  •'„!. 


La   série  2 étant  supposée  divergente  si  cette  ck- 

«  -i-  '"rt 

pression  est  positive,  la  série  2</„  sera  aussi  divergente. 
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si  celte  expression  est  négative  et  toujours  inférieure  à 
une    quaritilé   déterminée   négative,    la  série  2?/„   sera 

convergente.    Si  la  série  2 était  convercjente,  il 

suffirait,  pour  en  conclure  la  convergence  de  la  série  2//„ , 
que  la  même  expression  fût  toujours  négative.  En  suppo- 
sant la  série  2 divergente,  on  voit  que  la  série  2w„ 

sera  convergente  ou  divergente  suivant  que  l'expression 
indiquée  aura  pour  n  infini  une  limite  négative  ou  une 
limite  positive. 

Pjenons,  par  exemple,  a-+-  v^=  n,  nous  retrouverons 
la  règle  connue  de  M.  Duhamel.  En  faisant  successi- 
vement 

a  -i-  (•„:=  n,      =z  nln,      ^inlnlln,      =  nlnllnllln, 

où  la  caractéristique  /  désigne  des  logarithmes  népériens, 
nous  obtiendrons  un  autre  théorème  connu  (*),  d'après 
letjuel  une  série  2w„  est  convergente  ou  divergente  sui- 
vant que  sera  négative  ou  positive  la  première  des  ex- 
pressions 

lim     (rt  -f- 1)  -^  —  /?  h 

lim     {n  +\)l{n+ï)  —  —  /////    , 

lim     (/2  +  i)  /  («  4-  i)  //  (//  +  i)  ^^'  —  ninlln    , 

qui  ne  sera  pas  égale  à  zéro.  On  sait,  en  effet,  que  dans 

tous  ces  exemples  la  série  2 est  divergente. 

Le  théorème  que  nous  venons  de  rappeler  est  surtout 

(")  Catalan,  Traitr  rlrruiiunrr  des  srrics,  \>.  23,  tlicor.  XIV. 
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utile  l()rs(|ue  -^  se  présenle  sous  lune  des  foi  uies 
u„ 


I 

-A ■> 

n 

I  — 

n        nln 

1  - 

I 

I                      hn 

II 

nln        nlulln 

h'n  désignant  une  fonction  de  n  qui,  pour  n  infini,  a  une 
limite  finie  dilîérente  de  — i.  Dans  les  deux  premiers 
cas  est  comprise  la  règle  de  Gauss,  qui  suppose 

/<„  n        n- 

h  étant  une  constante  et  H  une  fonction  de  n  dont  la  va- 
leur reste  finie. 

Le  théorème  que  M.  Rouclié  a  donné  dans  les  Nou- 
velles annales  (i866,  p.  12)  se  déduit  immédiatement 
de  notre  règle.  Car,  en  supposant 

ii„^,        n  —  p  —  X 


ll„  H  JJ   -\-    I 

si  la  quantité  x  est  positive,  on  fera 

a  =z  X,      b  <^x,     ('„  =  n  —  /;  —  .r, 
et  Ton  aura 

"«4-1    ^       b  4-  i'n     . 

Un  a  4-  •'„+, 

si  la  (juantité  x  est  négative  ou  nulle,  on  fera 

/;  -4-  ('„  :=  /2  —  JJ, 

Cl  l'on  aura 
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donc  la  série  S»„  est  convergenlc  dans   li'  prcniirr  cas, 
div(Mgento  dans  le  dernier. 

La  règle  de  convergence  détiiontrée  dans  celle  Note  se 
rapproche  de  celle  de  M.  Kutnmer  (*),  et,  comme  celle-ci, 
elle  est  applicable  à  une  série  quelconque,  attendu  qu'une 
série  à  termes  positifs  //„  étant  donnée,  il  existe  toujours 

une  série  auxiliaire  S  -; •>  par  laquelle  l'une  ou  l'autre 

b  H-  ('„     ^  ^ 

des  inégalités  ci-dessus  indiquées  sera  vérifiée.  En  effet, 
si  la  série  Si/„  est  divergente,  on  peut  prendre 

«„  +    «,+...  +  K„_, 

6   -h  f„  = 5 

«n 

puisque,  en  vertu  d'un  théorème  d'Abel,  la  série  2 

sera  aussi  divergente,  et  il  viendia 


et  par  suite 


/»-+-!  +  !•„ 


w.        /^ 


b  -4-  t'„+, 
8i  la  série  2w„  est  convergente,  on  peut  prendre 


I)  4-  v„  ■= 


«« 


d'où 

b 


Un 


b  -h   l  +  l'„.j-,,  Un 


(")  Jouinul  lie  Crcllf,  i.  XllI. 


(  ^(^:  ) 

cl  [)ar  suite 


//„  U 


si  a  est  une  quaniité  roinprise  entre  b  eib-\~i 


^OTE  SIR  LES  FOXCTIOXS  PÉUIODIQIES; 

Pxa  î\l.   Herma>-n  LAURENT, 

Répétiteur  d'analyse  à  l'Ecole  Polytechnique. 


On  appelle  pcriorla  d  une  fonction  f{x)  une  quan- 
tité w  telle,  que  1  on  ait 

II  est  aisé  de  voir  que  si  w  est  une  période,  —  w,  ±  2w, 
ii:3w,  etc.,  seront  également  des  périodes.  En  effet,  on 
a,  par  exemple, 

/(x  -1-  3m)  =/{x  -+-  2w)  =f{x  -+-  »)  =/{x); 
on  a  aussi 

/(x  —  to)  —f{jn—  w-)- co)  =^f{x). 

ct),  aw,..  ,  «(ri  ne  constituent  pas  ce  que  l'on  appelle 
des  périodes  distinctes;  deux  périodes  co  et  w'  sont  dis- 
tinctes lorsqu'il  n'existe  pas  de  période  o  telle,  que  o)  et  w' 
soient  des  multiples  entiers  de  ^. 

Lorsque  w  et  oo'  sont  deux  périodes  distinctes,  o)  ■+-  w' 
et  en  général  mot-}-  m'w'  sont  également  des  périodes, 
ni  et  /?i'  désignant  deux  entiers  positifs  ou  négatifs.  Le 
but  que  nous  nous  proposons  dans  cette  INote  est  de  dé- 
montrer ([u'une  fonction  ne  peut  avoir  plus  de  deux  pé- 
riodes distinctes. 
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Pour  le  tlénionlrer,  nous  ferons  usage  d  un  principe 
irès-fécond  dû  à  Mourey,  et  fpie  l'on  peut  énoufîer  comme 
il  suit  : 

Si  l'on  représente  la  quantité  imaginaire 

/•(cosô  -f-  y/ —  I  sinô) 

})ar  une  droite  de  longueur  /'  et  faisant  avec  un  axe  fixe 
dans  un  plan  fixe  un  angle  égal  à  0,  la  somme  de  deux 
imaginaires  sera  représentée  par  la  résultante  des  droites 
(jui  représentent  chacune  de  ses  parties.  En  effet,  consi- 
dérons les  imaginaires 

r  (cosO  -h  y/— I  sinô),      r'  (cosO'  +  y  — i  sinô'); 

/cosô  et  r'cosô'  sont  les  projections  sur  Taxe  fixe  des 
droites  qui  représentent  les  imaginaires  en  question; 
rcosÔH-  j'cosQ'  sera  donc  la  projection  sur  le  même  axe 
de  leur  résultante,  c'est-à-dire  la  partie  réelle  de  lima- 
ginaire  représentée  par  cette  résultante,  en  considérant 
maintenant  comme  axe  de  projection  une  droite  perpen- 
diculaire à  Taxe  fixe  de  tout  à  l'heure,  on  verrait  (jue 
/•sin6,  r'sinô'  et  rsinô  +  ;'sin6'  sont  les  projections  des 
composantes  et  de  leur  résultante.  Donc 

/-cosô  -+-  r'  cosG'  H-  v^ —  I  (/•  H-  sinO  -f-  r'sinO'), 

somme  des  imaginaires  considérées,  est  bien  représentée 
par  leur  résultante. 

Ceci  posé,  supposons  qu'une  fonction  puisse  admeltie 
plusieurs  périodes;  soient  a  ci  b  les  périodes  de  celte 
foncliou  qui  ont  les  plus  petits  modules,  soient  OA  et  OB 
les  droites  qui  représentent  «  et  Z».  Portons  sur  OA  et  OB 
prolongées  dans  les  deux  sens  des  longueurs  A  A',  A'A",... 
égales  à  OA,  et  BB'. .  .  .  égales  à  OB.  Par  les  points 
B.  B',.-i  A,  A',  A",.-  nicnons  des  parallèles  à  OA  ctOB; 


(  '^(b  ) 

nous  décomposerons  ainsi  le  plan  on  parall<'l()£i;iamnics, 
<'l,  cil  joignant  le  sommcl  «7  de  l'un  quelconque  de  ces 


•parallélogrammes  au  point  O,  la  droite  ainsi  menée  sera 
une  période;  car  elle  sera  la  lésultaute  de  deux  droites 
représentant  deux  imaginaires  de  la  forme  y.a  -h  vA, 
//  et  V  désignant  deux  entiers. 

Soit  alors  c  une  période  distincte  de  a  et  de  b,  soit  Ont 
la  droite  c[ui  représente  cette  imaginaire;  Os  étant  une 
période,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  sni^  résul- 
tante de  /?/0  et  de  0,s,  représentera  encore  une  période; 
c/n^  égale  et  parallèle  à  sni^  représentera  une  nouvelle  pé- 
riode; rneimp,  résultantes  de  droites  représentant  des 
périodes,  seront  deux  nouvelles  périodes,  ainsi  que  su 
et  (/ni. 

Or  le  parallélogramme  qn.sm  a  un  périmètre  moindre 

C|ue  i'qps\  donc 

s  m  -f-  iiKj  <^  sj)  -+-  pq  ; 

donc  l'une  des  droites  .v///,  niq  est  moindre  que  la  plus 
grande  des  droites  sp^  pq^  (jui  ont  des  longueurs  égales 
aux  modules  de  a  et  A;  donc,  enfin,  il  existerait  une  pé- 
riode ayant  un  module  moindre  que  celui  de  a  ou  de  /?,  ce 
qui  est  contre  notre  hvpotlièse;  donc,  enfin,  une  fonction 
ne  peut  possédei- plus  de  deux  périodes  c.  q.  f.  n. 

Une   foncliojj    ne  ])eut    même  posséder  deux   périodes 


(  ^'7«  ) 
réelles  ou  ayant  un  rapport  réel.  En  effet,  en  désignant 
par  w  et  oj'  les  deux  périodes  ayant  le  plus  petit  module, 
fj)  —  0)'  serait  encore  une  période  et  aurait  un  module 
moindre  que  celui  de  oi  ou  de  o/,  ce  qui  est  contre  notre 
hypothèse. 


SIR  LE  CAS  IftUÉDllCTIlîLE  DE  L'EQIJATIOK 
DU  TROISIÈME  DEGRÉ  ^ 

Par    m.    a.    HKRMANN, 

Ancien  élève  rie  TÉcole  Normale  supérieure. 


I.  —  Exposé  de  la  méthode. 

Lorsque  l'équation  du  troisième  degré  a  ses  trois  ra- 
cines réelles,  la  formule  de  Cardan  devient  illusoire  et 
ne  peut  pas  servir  au  calcul  numérique  des  racines  de 
l'équation  ;  il  est  cependant  possible,  dans  ce  cas,  d'ex- 
primer les  racines  à  l'aide  de  formules  pouvant  servir  à 
leur  calcul  numérique. 

Soit 

x^  —  px  —  q  =  o 

l'équation  du  troisième  degré,  dans  laquelle  je  mets  les 
sigjies  en  évidence.  Je  puis  écrire  léquation  sous  la 
forme 

.T^  z=z  px  ^-  (J , 


le  radical  ayant  une  double  déterjulnation  cl  la   valeur 


{  '-7'   ) 
(le  X  sous  le  radical  ayant  le  luênie  sigur  (jiie  le  latJical, 
Cette  foiimilc  peut  servir  de  formule  d'approxiinalioii 
successive  pour  deux  des  racines  de  récjualion  du  troi- 


sième degré. 


Celle  qui  correspond  au  signe  -i-  du  radical  est  évi- 
demment supérieure  à  V/M 


V^ 


l'sl  une  valeur  de  celte  racine  approchée  par  défaut  ; 


une  valeur  approchée  par  excès; 

une  valeur  approchée  par  défaut. 

Cette   racine   x'  peut  être    exprimée    à    l'aide    d'un 
nombre  illimité  de  radicaux  par  la  formule 


^■=\li 


s/, 


\P 


La  deuxième  x"  ne  peut  être  exprimée  que  par  défaut 
par  la  formule 

Ces   foimules    sont  susceptibles  d  une  interprétation 
géométrique  très-si n) pie. 

Les  racines  de  1  équation  du  troisième  degré  peuvent 
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èlre  considérées  comme  les  abscisses  des  points  communs 
à  la  parabole  et  à  l'hyperbole  : 

xj  z^  px  H-  (j, 
^  '1 

Nous  cherchons  l'abscisse  du  point  a. 

FiG.     I. 


La  première  valeur  approchée 

X,  =  sjp 

représente  l'abscisse  du  point  «,,  la  deuxième  l'abscisse 
du  point  «21  I3  troisième  l'abscisse  du  point  a^^  etc.  On 
voit  sur  la  figure  comme  sur  la  fornuile  (jue  ces  valeurs 
vont  constamment  en  se  rapprochant  de  la  racine  exacte. 
La  troisième  racine  peut  être  obtenue  d'une  manière 
un  peu  différente.  L'écjuatiou  peutséciire 


x  =  —  '-H 

P       P 
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La  troisième  racine  est  négative  et  supérieure  en  valeur 

absolue  à  — 

/' 

P 
est  une  première  valeur  approchée  de  cette  racine; 

P  "^   P 

une  deuxième  valeur  plus  approchée,  etc. 

Cette  formule  est  également  susceptible  d  une  inter- 
prétation géométrique. 

La  racine  que  nous  cherchons  est  l'abscisse  de  Pun  des 

points  d'intersection  de  la   parabole    cubique  et   de  la 

droite 

y  =px  -h  q. 


Fie.  '?.. 


\ 


/  ; 


/ 


// 


La  méthode  d'approximation  substitue  à  l  abscisse  des 
points  a  les  abscisses  des  points  «,,  a»,...,  <?,,  etc. 

Ann  .  de  Mathcnial.,  -i^  f-cr\c,  t.  \  1.  (Juin  ii>6;.  J  lu 


(  '>^l^  ) 

II.  —  Calcul  de  Veneur  covinnsc  dans  le  calcul  dc^ 
racines  par  la  méihode  précédente  après  un  certain 
nombre  d^ opérations . 

Considérons  d'abord  la  première  racine  exprimée  par 
la  formule 


s/. 


v/^ 


VT^ 


Désignons  par  £i,  eo,.-?   ^n  les  erreurs  commises  après 
1,  2,  3,...,  /7  opérations,  nous  aurons 

'/ 


I  II  -  ^  \lp 

=.  <  \/  /^  +  -p  —  \P      «»     < 
V  siP 


MP 

\i  ij  -I—  \  I  ij  -t-     _ 


,>  ^sjr^j. 


j'augmente  évidemment   le  deuxième  membre  en  rem- 


plaçant 

V' 

+  4^  par  sjp. 

SP 

J'aurai 

i  donc 

^■<i- 

j  aurai 

de  m 

eme 

_7_„ 
\7^ 

<^P^ 

■K^P-^ 

V 

\/p^ 

9 

s/p 

£ 

,<^ 

S^P~ 

<? 

yjp-^ 

s/p 

\lp  + 

s/p 

7 

\/p^ 

\P 
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ipSjp 

ou       <^ 

On 

trouvera 

de  même 

^■<è 

r  '' 

\ip  \jp 

..<^ 

(  " 

^/^  yp  ),p 


V'  Xip  s,p 

La  métliode  que  je  viens  d  indiquer  pour  calculer  une 
limite  de  l'eireur  sera  applicable  toutes  les  fois  que  Ton 
aura 

Elle  sera  donc  applicable  dans  une  limite  plus  étendue 
que  celle  de  la  réalité  des  racines  de  l'équation  du  troi- 
sième degré,  puisque,  pour  la  réalité  des  racines,  il  suffit 
que  Ton  ait 

Si  <7  =  I , 

p  =z   lOO, 

^     I              r  I 

cj  <;  X ou      <; 


200       2000  400000 

Cette  méthode  est  donc  assez  commode  pour  le  calcul 
des  racines,  lorsque  (j  est  petit  par  rapport  à  p. 

On  pourrait  de  même  calculer  une  limite  de  l'erreur 
commise  dans  le  calcul  des  deux  autres  racines;  mais 
comme  la  mélhotle  que  j'indique  ne  me  parait  avoir  d'in- 
térêt (ju  au  point  de  vue  théorique,  ce  ipu'  j'ai  dit  suffit 
pour  h'  but  ijue  je  me  propose. 

iS. 


(  ^:G) 

RECTIFICATIO!^  ET  ADDITION 
A  LA  «  NOTE  SIR  m  PROBLÈME  D'ANALYSE  INDETERMINEE  » 

(voir  p.  63); 

Par   m.   Eugène  CATALAN. 


Actes  de  l'Académie  de'  Suoi/i  Lincei,  3  février  1867. 

M.  Le  Besgue  ma  fait  observer  que  les  foiniules  (6)  et 
(6')  ne  sont  pas  assez  générales  :  en  les  écrivant,  j'ai  sup- 
posé, tacitement,  les  valeurs  de  t,  p.'  —  i  et  aa  -4-  fz-  —  i , 
premières  entre  elles  deux  à  deux.  Le  même  manque  de 
généralité  se  remarque  sur  les  formules  (i  i)  et  (i  i').  Néan- 
moins les  résultats  indiqués  dans  le  §  \  sont  exacts, 
comme  tous  ceux  que  l'on  déduirait  des  formules  citées. 

En  cherchant  à  corriger  la  faute  dont  je  viens  de  parler, 
je  me  suis  aperçu  que  le  problème  en  question  se  ramène 
très-simplement  à  la  résolution,  en  nombres  entiers, 
d'une  équation  de  la  forme 

Ax-  —  B  j-  =  I . 

Cette  nouvelle  solution  du  problème  est  Tobjet  de  la  pré- 
sente Note. 

L 
Reprenons  les  équations 

[a)    .  ix-\- y  —  I  =c, 

(è)  '  lyz  —  a, 

{d)  a.^—\^t\ 

{e)  s^O. 

D'après  («),.)'  ^i   ^  ^ont  de  parités  (hjferenles;  donc 


(  '-^77  ) 
a,  Çj  soiiL  (les  multiples  de  4-  Soient 

a  =  4ÔM%       p  — 4  (/'<.', 

0,  6'  ne  coriieiiani  aucun  facteur  carré;  autrement  dii, 

9  =  abcde.  .  .  ,      G'  =z  «'  Z»'  c'r/'  e' .  .  .  , 

rt,  Z>,  c,  d,  e,.  .  . ,  d'une  part,  et  «',  è',  c',  ^',  e', .  .  . ,  de 
l'autre,  étant  des  facteurs  premiers  inégaux.  A  cause  de 
l'équation  (<i),  09'  doit  être  un  carré;  donc 

a' =  a ,      b'=:b,      c':=c,..., 
ou 

et,  par  conséquent, 

(/)  a^40«%        ^:^4Ô.\ 

Soient 

{g)  x=pi,    ^'—fn> 

p,  q  étant  deux  nombres  donnés,  l'un  pair,  l'autre  im- 
pair, premiers  entre  eux.  Les  équations  (A),  (c)  devien- 
nent, à  cause  des  valeurs  (/), 

[k)  (/>=+ry^)7=-.=4ô..^ 

Eliminant  0,  on  trouve 

a- 

{p^  H-  fp  )  «'  —  2/^7  »*':=—, 

donc  u  est  divisible  par  y, 

lO  u  —  -^u', 

et  la  relation  (A)  devient 

(A)  pq  —  1^u'\ 
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11. 

Dans  chaque   cas   particulier,    on  décomposera  donc 
—  en  deux  facteurs  u''^,  Q.  dont  l'un  soit  un  carré,  l'autre 

2 

n'admettant  aucun  facteur  carré;  après  quoi  l'on  cher- 
chera les  solutions  entières  de  l'équation 

(B)  (/?'4-r/')v'-49p'=  I. 

Si  elle  en  admet,  on  emploiera  les  formules 


:c) 


— ,       x -\~  j —  i  =  - — — 


s  =  {u'o(fyy 


SOLITIOXS  DE  QIESTIOKS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question   707 

^voir  •>'  série,  t.  III,  p.  âSS)  ; 

Par   m.   Marcel  BERTRAND  {*), 
Élève  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Bouquet). 

On  donne  sur  un  plan  deux  coniques  homoj'ocales 
(O)  et  (O').  Par  un  point  jixe  A  de  la  première  on  trace 
une  conique  (C)  tangente  en  ce  point  à  la  conique  {O), 
et  doublement  tangente  à  la  seconde  conique  (O').  Le 
lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  communes 
aux  coniques  (O)  et  (C)  est  une  conique  honiojbcala 
aux  coniques  données.  (Manjvheim.) 

C)  Fils  de  M.  Joseph  Beilrand. 
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Celle  proposilion  csl  un  cas  parliculiei-  de  la  suivaiiU' . 

Si  d\tti  point  fixe  P,  pris  rl^ une  manière  quelconque 
dans  son  plan,  on  mène  deux  tangentes  à  la  coni- 
que (O),  et  que  l'on  considère  les  diverses  coniques 
tangentes  à  ces  deux  droites  et  doublement  tangentes  à 
la  conique  (O'),  le  lieu  des  points  de  rencontre  des 
tangentes  communes  à  ces  coniques  et  à  la  conique  (O) 
se  compose  des  deux  coniques  homojocales  aux  pro- 
posées et  passant  par  le  point  P. 

Celte  qucsliou,  ainsi  ([ue  la  plupait  de  celles  où  il  s'agit 
des  points  de  lenconirc  de  tangentes  communes  à  deux 
courbes,  se  traite  plus  simplement  par  les  coordonnées 
langentielles.   Rappelons  d'abord  les  principes  suivants  : 

L  équation  de  la  droite  étant  prise  sous  la  forme 

nix  H-  //)   H-    I  :^=  o, 

si  ses  coellicients  salistont  à  une  relation  du  premier  degré 
ani  -^  bn  -\-  i  z=z  i)^ 

la  droite  passe  constamment  par  le  point  («,  />).  On  peut 
donc  dire  que 

am  H-  /;//  H-  I  z=  o 

est  Véquation  de  ce  point.  De  même,  si  les  coeiîicients  m 
et  n  sont  liés  par  une  lelation  du  second  degré,  la  droite 
enveloppe  une  conique,  et  la  relation  entre  m  cl  n  est 
Véquation  de  cette  conicpie.  Il  est  clair  que  toute  coni(juc 
inscrite  dans  un  quadilalère  dont  les  sommets  ont  [)our 
écpialions 

a  ;=  o,     .3  =  0,    7  ^=  o,    <y  =^  o, 

a  une  éipialion  de  la  loinie 

afs  -\    A'^S  =-  o. 
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Plus  généralement,  soit  S  =  o  l'équalion  d'une  conique. 
Toute  conique  qui  a  pour  points  de  rencontre  de  ses  tan- 
gentes communes  avec  cette  première  conique  les  points 
a  =1  o,  |S  =  o,  a  une  équation  de  la  forme 

S  -4-  /.  a  S  =  o  ; 

par  suite,  la  forme  générale  de  l'équation  des  coniques 
doublement  tangentes  est 


Ceci  posé,  prenons  pour  axes,  dans  la  question  pro- 
posée, les  axes  communs  des  deux  coniques  (O)  et  (O'). 
Soit  2c  la  distance  des  fovers.  Ces  coniques  sont  inscrites 
dans  le  quadrilatère  formé  par  les  points 

wH-«v  —  i=o,    m  —  «y/  —  i=o,   cw-|-i=io,    cm — i  =  o; 

leurs  équations  sont  donc 

(O  )  k  [m-  -+-  n^)  -\-  c-tii'  —  1  =  0, 

(O'  )  k'  [m-  -I-  «■-)  +  c^m-  —  iz=o. 

Soient  a  et  (3  les  coordonnées  du  point  P;  appelons  x  et  j 
les  coordonnées  d'un  point  du  lieu.  D'après  ce  qui  pré- 
cède, l'équation  d'une  conique  satisfaisant  à  la  première 
condition  de  l'énoncé  est  de  la  forme 

(1)  /i-(/7i'-f-«-)+c==w-—  I  -t-X(aw-f  (i«-i-i)(j:w-)-J«-l-  l)=0. 

Pour  que  cette  conique  soit  doublement  tangente  à  la 
conique  (O'),  il  faut  que  son  équation  puisse  s'identifier 
avec  l'équation  générale  des  coniques  qui  remplissent 
cette  seconde  condition,  c'est-à-dire 

( 2 )  k'  [nr  •+-  n^)  -+-  c-m-  —  1  -4-  p.  (  7  w  -1-  5«  -+-  1  )=  =^  o. 
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En  ideiitifiatit,  on  trouve  les  einq  relations 

c^(>  —  i)  _  /-  -h  c'  -H-  \ax  _  —  ik  -t-Âpr) 
f-  (  f*  —  I  )  ~  /•'  H-  c'  H-  p7^  ~"  —  (  /■=  H-  p5=) 

).  {v.r  -\-  p.r)  _    A  (a  -+-  Jt)  X  (j5  -f-j) 

2  p'/c»'  2  fzy  2  piî 

En  éliminant  /,  p,  y,  J  entre  ces  équations,  on  obtient 
une  relation  entre  les  coordonnées  x  ei  j  d'un  point  du 
lieu,  c'est-à-dire  l'équation  du  lieu  en  coordonnées  ordi- 
naires. 

Pour  éliminer  /  et  ^,  remplaçons  une  ([uelconque  des 
trois  premières  fractions,  comme  cela  est  permis,  par 
celle  qu'on  obtient  en  prenant  le  rapport  de  la  somme  de 
leurs  numérateurs  à  la  somme  de  leurs  dénominateurs. 
11  suffit  alors  de   supprimer  les  deux  autres  pour  faire 

l'élimination,  car  -  se  trouve  en  facteur  dans  les  quatre 

fractions  restantes. 

Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  éliminer  y  et  o  entre  les 
trois  équations 

27^  27  2^  •/'  —  (î-  H-  c'^ 

Remarquons  maintenant  que  ces  équations  sont  indé- 
pendantes de  k  et  de  A'-,  par  suite,  le  lieu  proposé  reste 
le  même,  de  quelque  manière  que  les  coniques  (O)  et  (O') 
aient  été  choisies  parmi  celles  du  système.  Nous  pouvons 
donc  supposer  qu'elles  coïncident  et  passent  toutes  deux 
par  le  point  P;  les  coniques  variables  (C)  sont  alors  dou- 
blement tangentes  à  une  conique  fixe,  l'un  des  points  de 
contact  restant  fixe.  Il  est  clair  que  le  second  point  de 
contact  décrit  toute  la  conique  proposée*,  mais,  dans  ce 
cas  particulier,  le  lieu  demandé  devient  précisément  le 
lieu  de  ce  point  de  coulact.  On  reconnaît  donc  ainsi  que 
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les  deux  coniques  du  système  qui  passent  par  le  point  P 
font  toutes  deux  partie  du  lieu.  Il  est  d'ailleurs  facile  de 
voir  que  réliminalion  conduit  à  une  éqviation  du  qua- 
trième degré  :  donc  ces  deux  coniques  composent  tout 
le  lieu. 

Ce  résultat  se  vérifie  bien  simplement  en  achevant  le 
calcul.  Ou  trouve  pour  l'équation  du  lieu 

(aj  -h  Px)^  [(a  -h  .tY  —  (  p  -h  y  Y]  -h  c'fa  4-  x)^  (^  +  j)' 
=  2  (aj-f-  px)  (ax  —  P/  -+-  c^)  (a  H-  x)(p  -f-/ ), 

ou  bien,  en  développant  et  réduisant, 

I  p'j^  —  a-j^  +  (  fJ-^  —  oc'-h-  c-  )  jt'j-  —  P'  (  a'  +  p-  h-  c^)  x' 

Or,  pour  former  l'équation  des  deux  coniques  liouio- 
focales  aux  proposées,  et  passant  par  le  point  (a,,Ô),  il 
suffit  d'éliminer  b  entre  les  deux  équations 

X-  Y'  a^  3- 

1-  V  =  I     <^i    -, h  V  =  i  • 

6  -f-  c^  b  b  -t-c'         b 

L'élimination,  qui  se  fait  sans  difficulté,  conduit  piéci- 
sénierit  à  l'équation  (3).  Le  théorème  est  donc  démontré. 
Comme  cas  particulier,  on  retrouve  un  théorènu^ 
connu.  En  etfet,  supposons  A'  inlini,  ce  qui  ne  chani^e  pas 
la  nature  du  lieu  cherché.  L'équation  de  la  conique  (O') 
se  réduit  alors  à  m^  -{-  n-  =  o,  c'est-à-dire  que  cette  co- 
nique se  réduit  elle-même  aux  deux  points  circulaires  à 
l'infini.  Dans  ce  cas,  toute  conique  doublement  tangente 
est  un  cercle,  et  réciproquement  tout  cercle  peut  être 
considéré  comme  satisfaisant  à  la  condition  du  double 
contact.  Si,  de  plus,  nous  supposons  le  point  P  sur  la 
conique  (O),  nous  retond)ons  sur  le  théorème  relalil  aux 
points  de  concours  des  tangentes  communes  à  une  courbe 
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<lu  second  degré  ol  a  un  cerrlo  qui  la  louche  <'n  un  point 
lixe. 

Si  on  s'était  ])roposé  de  déterminer  l'enveloppe  de  la 
corde  de  contact  de  la  conique  variable  avec  la  co- 
nique (O'),  ou  le  lieu  du  pôle  de  cette  corde,  des  consi- 
dérations analogues  aux  précédentes  auraient  mené  de 
même  au  résultat.  En  elFet,  pour  avoir  le  lieu  du  pôle  de 
la  corde  de  contact,  dont  nous  avons  désigné  les  coor- 
données par  7  et  o,  il  suffit  d'éliminer  A,  (x,  x  ei  y  entre 
les  équations  fournies  par  l'identification.  L'élimination 
de  /  et  de  a  faisant  disparaiti e  A  et  A',  nous  pouvons  en- 
core ramener  le  problème  au  cas  beaucoup  plus  simple 
déjà  considéré,  et  l'on  reconnaît  ainsi  que  le  pôle  de  la 
corde  des  contacts  se  meut  sur  les  deux  tangentes  menées 
aux  coniques  du  système  par  le  point  P  aux  coniques  qui 
passent  par  ce  point.  Par  suite,  la  corde  des  contacts 
passe  constamment  par  le  pôle  d'une  de  ces  droites  par 
rapport  à  la  conique  (O'). 

On  peut  enfin  remarquer  que  les  théorèmes  qui  pré- 
cèdent, n'ayant  rapport  qu'à  des  propriétés  projeclives, 
peuvent  s'étendre  à  deux  coniques  itiscrites  dans  un  qua- 
drilatère quelconque. 


Question    771  : 

Par  m.  a.  LEMAlïRE, 

Répétiteur  au  lycée  de  Kesaiiçon. 

Sur  toutes  les  tangentes  à  une  courbe  S  et  à  partir  du 
point  (le  contact  M  on  prend  une  longueur  consfan/c 
MM].  La  noriiude  ii  la  courbe  S,,  lieu  du  point  ]M],  passe 
par  le  antre  de  courbure  O  de  la  couibe  S  au  point  M. 
Sur  la  normale  M,  O  et  au  point  O  élcvo/is  une  pcrpcn- 
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diculairc  qui  coupe  la  tangente  MMi  au  point  T.  La 
droite  CT,  qui  joint  le  point  T  au  centre  de  courbure  C 
de  la  développée  de  S  au  point  O,  coupe  la  normale  Mj  O 
en  un  point  0,  qui  sera  le  centre  de  courbure  de  la 
courbe  Si  au  point  Ml-  ^  (Nicolaïdès.) 

On  peut  considérer  la  courbe  S  comme  engendrée  par 
le  point  M  fixe  sur  la  normale  MO  roulant  sans  glisse- 
ment sur  la  développée  D  de  la  courbe  S.  La  tan- 
gente MMi  sera  alors  une  droite  invariablement  liée  au 
mouvement  de  MO,  et  M,  un  point  fixe  pris  sur  cette 
droite  mobile  et  la  suivant  dans  son  mouvement.  Mais 
les  normales  aux  trajectoires  des  différents  points  du 
système  mobile  et  correspondant  à  une  position  particu- 
lière de  ce  système  vont  toutes  passer  par  le  point  de 
contact  de  la  ligne  mobile  et  de  la  courbe  fixe  sur  laquelle 
elle  roule  pour  déterminer  le  mouvement  du  système 
mobile. 

Ce  point  n  est  ici  autre  que  le  point  O. 

Lorsqu'une  ligne  mobile  OM  roule  sur  une  courbe 
fixe  D  en  entraînant  dans  son  mouvement  un  point 
fixe  Mj,  on  sait  que,  R  et  R'  désignant  les  rayons  de 
courbure  de  la  courbe  fixe  et  de  la  ligne  mobile  au  point 
de  contact  O,  par  d  la  distance  Mj  O  du  point  Mj  au 
point  de  contact  O,  par  cp  Tangle  de  la  droite  MO  avec  la 
tangente  commune,  et  enfin  par  p  le  rayon  de  courbure 
O,  Mj  de  la  trajectoire  du  point  M,,  on  a 


i         I  •       /'  I  I      \ 

1 ;  =  sin  9 1 

R       R'  ^  \p        p  —  fïj 


Dans  le  cas  actuel,  la  ligne  mobile  estdroitc^  par  suite 
R'  est  infini,  et  ion  a 


—  :-^  Sin  (p      -    -I 

R  \P       P 
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d'où  l'on  déduit 

R/isinij;     R/7 


o  —  d  — 

'  n  —  R  sin  » 


R 

sin» 


0  —  d  sur  la  figure,  c'est  OOj,  Oj  étant  le  centre  de 
courbure.  Supposons  le  point  Oj  défini  par  rintersectioa 
de  CT  et  de  O.Mi,  et  montrons  que  00,  aura  la  même 
expression,  nous  aurons  démontré  la  construction.  Re- 
marquons d'abord  que  CO,  normale  de  la  développée  D, 
est  perpendiculaire  à  la  droite  MO  qui  lui  est  tangente, 
et  que  par  suite  CO  est  parallèle  à  MT.  Les  deux  triangles 
Oj  Ml  T,  Oj  OM  sont  par  suite  semblables,  et  l'on  a 

0,M,       M,T 
0,0  ~^ÔC" 
ou 

0,0  0,0  OC 


0,M,  —  0,0  OM,       M,T  — OC 

Mais^  dans  le  triangle  rectangle  OMi  T,  on  a,  en  se  rap- 
pelant que  M,  OM  =  tp  et  par  suite  OM,  IM  = (p, 


R; 


M,T 

M.O 

SI  no 

Vlais 

M,  0  =  ^ 

,     OC. 

- 

'égalité  ci 

■dessus 

devient 
0,0 

R 

n 

n 

R 

sin(j) 

ce  qui  donne  pour   00,   la  même    expression    que   ci- 
dessus. 

Noie.  —  Autres  démonstrations  géométriques  et  analytiques  par 
MM.  Roux,  Pellet, élèves  du  lycée  de  Nimes;  Adam  Ryma/.ewski,  de  l'École 
supérieure  polonaise;  de  MM.  Rodenier,  Laisant  et  Mafliotii. 
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CORRESPONDANCE. 


1 .  Les  conseils  que  lious  avons  donnés  au  mois  de  jan- 
vier à  nos  jeunes  correspondants  n'onl  point  été  perdus, 
et  nous  avons  trouvé,  depuis  ce  temps-là,  datis  les  solu- 
tions des  questions  proposées  une  amélioration  très-sen- 
sible. Quelques-uns  cependant,  mais  en  petit  nombre, 
n'ont  point  suivi  nos  conseils,  et  nous  ont  obligé  de 
leur  renvoyer  leur  travail  avec  prière  de  vouloir  bien 
corriger  quelques  inexactitudes  ou  négligences 5  or  il  est 
arrivé  que,  malgré  notre  recommandation,  plusieurs  se 
sont  cachés  sous  des  pseudonymes,  en  sorte  cjue  nos 
lettres  ne  sont  pas  toutes  parvenues  à  leur  adresse. 
Nous  l'avons  déjà  dit  plusieurs  fois,  nous  tiendrons  reli- 
gieusement le  secret  de  ceux  qui  désireront  n'être  pas 
connus  des  lecteurs,  mais  il  faut  qu'ils  nous  donnent  leur 
nom  et  leur  adresse.  C'est  un  devoir  de  politesse  auquel 
ne  devraient  pas  manquer  d'honnêtes  jeunes  gens.  Pour 
éviter  une  correspondance  qui  peut  nous  prendre  beau- 
coup de  temps,  quelquefois  en  pure  perle,  les  élèves  fe- 
raient bien  de  remettre  leur  rédaction  à  leur  professeur, 
et  de  ne  nous  l'adresser  qu'autant  qu'un  homme  expé- 
rimenté leur  aura  donné  l'assurance  que  ce  travail  est 
digne  d'être  publié.  Nos  collègues,  nous  en  sommes  sûrs, 
n'hésiteront  pas  à  prendre  celte  légère  peine 

2.  Un  abonné  nous  signale  une  composition  donnée 
l'année  dernière  aux  candidats  de  l'Ecole  des  Mineurs 
de  Saint-Étienne.  Il  paraîtrait  que  l'énoncé  était  très- 
obscur  et  présentait  des  contradictions,  ce  qui  a  fort  em- 
barrassé les  élèves.  Notre  abonné  nous  prie  de  signaler  cet 
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abus,  Cl  iriiisisicr  sur  les  iiicouvéïiienls  (jui-  pciii  avoii 
une  pareille  manière  de  faire.  Nous  nous  conleiilons  cN 
signaler  le  fait  sans  v  insister,  nos  réflexions  ne  pouvant 
rien  apprendre  à  personne.  Nous  n'avons  aucune  pro- 
pension à  jouer  le  rôle  de  la  mouche  du  coche  et  à  gour- 
mander  ceux  qui  traînent  le  véhicule  officiel  : 

Çà,  messieurs  les  chevaux,  pavez-moi  de  ma  peine. 

3.  Un  autre  abonné  nous  demande  de  donner  un  type 
de  calcul  pour  les  triangles,  afin  d'instruire  les  élèves  sur 
la  manière  la  plus  commode  de  disposer  ce  calcul.  Nous 
croyons  que  la  manière  la  plus  commode  est  celle  à 
laquelle  on  est  habitué.  Quoiqu  il  fût  plus  avantageux 
pour  la  correction  d'avoir  un  type  uniforme  où  les  mêmes 
choses  seraient  aux  mêmes  lieux,  nous  ne  voulons  nul- 
lement gêner  les  candidats  qui  se  croiraient  obligés  d'adop- 
ter notre  disposition.  De  même  nous  adoptons  toutes  les 
diverses  manières  de  calculer  :  nous  ne  demandons  aux 
candidats  que  l'exactitude  dans  les  résultats,  l'absence 
de  ratures  et  de  détails  inutiles,  avec  une  écriture  lisible, 
des  chiffres  bien  séparés  les  uns  des  autres.  Il  importe  aux 
candidats  de  donner,  mais  sans  phrases,  tous  les  calculs 
accessoiies.  Cela  est  indispensable  au  correcteur  pour 
juger  de  rimporlance  des  fautes  commises. 
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QUESTIONS. 


812.  Si  par  3/i  —  i  points  consécutifs  sur  une  courbe 
de  troisième  degré  on  fait  passer  une  courbe  quelconque 
du  n'^"""  degré,  les  coordonnées  de  l'intersection  des  deux 
courbes  seront  des  fonctions  du  degré  (3n — i)"'  des 
coordonnées  du  point  de  contact.  (Sylvester.) 

813.  Démontrer  les  formules 

3 
sin  20°  sin  4o"  sin  6o°  sin  8o°  =;  —^5 

ib 

cos  20°  CCS  40"  cos  60"  cos  80°  =  — T* 

10 

(LlDDMAN.) 

814.  Etant  donnée  une  surface  S  du  second  ordre  à 
centre,  si  l'on  imagine  une  surface  de  révolution  du  se- 
cond ordre  ayant  un  de  ses  foyers  au  centre  de  la  sur- 
face S  et  touchant  les  quatre  faces  d'un  quelconque  des 
tétraèdres  conjugués  par  rapport  à  la  surface  S,  la  lon- 
gueur de  l'axe  équatorial  de  la  surface  de  révolution 
conserve  une  valeur  constante,  quel  que  soit  le  tétraèdre 
considéré.  On  suppose  la  surface  de  révolution  autour 
de  l'axe  qui  passe  par  le  centre  de  la  surface  S. 

(L.  Painvijv.) 

815.  Pour  qu  une  surface  du  second  ordie  soit  trans- 
formée homologiquement  en  une  sphère,  il  faut  et  il 
suffit  :  1°  que  le  plan  d'homologie  soit  parallèle  à  l'un 
des  plans  cycliques  de  la  surface  (Pomcelet,  Propriétés 
fjrojectiues)  ]  1^  que  le  centre  d'homologie  soit  un  quel- 
conque des  points  de  la  conique  focale  située  dans  h' 
plan  principal  auquel  le  plan  d  honiologie  est  perpendi- 
culaire, (L.  Painvin.) 


(  '^«y  ) 
SIH  LE  PUI\CII»E  ET  LA  RÈGLE  DES  SIGNES , 

Par  m.   Abel  TRANSOiN. 


I. 

L'emploi  des  deux  signes  de  l'addilion  et  de  la  sous- 
traction pour  distinguer  les  directions  opposées  suivant 
lesquelles  les  segments  d'une  même  ligne  peuvent  être 
parcourus,  cet  emploi  est  admis  sans  difficulté  dans  la 
Géométrie  de  Descartes,  puisque,  dans  les  équations  que 
comporte  cette  application  de  l'Algèbre,  il  n'est  aucun 
symbole  littéral  qui,  s'il  représente  une  distance  mesurée 
parallèlement  à  une  droite  donnée,  n'implique  à  la  fois 
une  valeur  numérique  et  un  signe,  c'est-à-dire  une  gran- 
deur et  une  direction. 

Le  principe  des  signes  n'est  pas  moins  indispensable, 
ainsi  que  !\L  Chasles  l'a  montré  surabondamment, 
dans  les  calculs  de  cette  autre  Géométrie  où  le  système 
artificiel  des  coordonnées  est  remplacé  par  la  considéra- 
lion  directe  de  segments  interceptés  sur  telle  ou  telle 
ligne  droite  d'une  figure  par  d'autres  lignes,  droites  ou 
courbes,  de  la  même  figure. 

Cependant  la  plupart  des  géomètres  persistent  à  consi- 
dérer l'attribution  des  signes  plus  ou  moins  à  des  quan- 
tités isolées  comme  étant  absolument  impossible  et  ab- 
surde, au  moins  lorsqu'il  s'agit  des  calculs  de  l'Algèbre 
proprement  dite  (*). 

Or,  il  semble  naturel  de  croire  que  l'usage  du  principe 

(*)  Voir,  à  ce  sujet,   l'ouvrage   récent  de  M.  Duhamel  :  Des  Mcihodes 
dans  les  sciences  de  raisonnement,  ■z*'  Partie. 

Ann.   de  Malhcinat.,  1"  série,   l.   VI     (Juillet  1867.)  I9 
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(les  signes,  universellement  accepté  datis  la  Géométrie  ana- 
lytique, devra  tôt  ou  tard  réagir  sTir  la  manière  de  con- 
cevoii'  la  théorie  des  quantités  positives  ou  négatives  dans 
l'Algèbre  elle-même.  Car  il  serait  au  moins  étrange  qu'un 
principe  reconnu  essentiel  et  indispensable  à  Tune  des 
applications  les  plus  étendues  de  la  science  du  calcul  lui 
fût  étranger  et  contradictoire  lorsqu'on  la  considère,  cette 
même  science,  dans  toute  sa  généralité. 

IL 

Comme  une  même  distance  ou  un  même  chemin  peu- 
vent être  parcourus  en  deux  sens  opposés,  on  comprend 
bien  qu'il  ne  saurait  être  inutile  de  caractériser  le  sens 
de  ce  parcours  par  un  symbole  spécial  5  mais,  qu'on  ait 
affecté  à  cet  emploi  les  signes  préalablement  admis  pour 
représenter  l'addition  et  la  soustraction,  voilà  ce  qui  a 
besoin  d'être  expliqué  5  car  l'addition  comme  la  sous- 
traction résultent  de  la  combinaison  de  deux  nombres  au 
moins,  et  on  peut  trouver  qu'il  est  contradictoire  d'attri- 
buer leurs  symboles  à  des  grandeurs  isolées. 

Cependant  il  suffit  d'un  peu  de  réflexion  pour  aper- 
cevoir la  convenance  de  cette  attribution  :  c'est  que  la 
réunion  [adjonction,  jiixtaposilion)  des  distances  de 
même  sens  donne  une  distance  résultante  dont  la  gran- 
deur métrique  se  forme  de  la  somme  arithmétique  des  dis- 
tances partielles,  au  lieu  que  la  réunion  de  deux  distances 
de  sens  contraire  donne  une  distance  résultante  numéri- 
quement égale  à  V excès  arithmétique  de  la  plus  grande 
sur  la  plus  petite. 

Aussi  le  signe  plus  ou  le  signe  moins,  attribué  au  nom- 
bre qui  mesure  une  distance,  n'implique  en  aucune  façon 
l'idée  d'une  addition  ou  d'une  soustraction  actuelle,  ce 
(pii  serait  absurde.  La  présence  d'un  tel  signe  indique 
d'abord  et  principalement  une  manière  d'être  actuelle  d(î 
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la  grandeur  génniélriquc,  mais  aussi,  par  une  firconstance 
très-heureuse,  le  rôle  qu'une  telle  grandeur  remplira  lors 
de  sa  réunion,  lors  de  son  addilion  avec  d'autres  gran- 
deurs de  même  nature  et  de  sens  divers. 

m. 

L'attribution  des  signes /:>/u5  ou  moins  à  des  nombres 
isolés  étant  ainsi  établie,  en  tant  du  moins  que  de  tels 
nombres  représentent  des  grandeurs  linéaires,  il  est  in- 
dispensable d'établir  ensuite  les  règles  qui  sont  relatives 
au  produit  ou  au  quotient  de  tels  nombres.  Transporter 
sans  explication,  comme  il  me  semble  qu'on  le  fait  quel- 
quefois, de  l'Algèbre  pure  à  la  Géométrie  analytique,  ce 
qu'on  appelle /«  règle  des  signes  des  monômes,  c'est  selon 
moi  commettre,  d'après  l'état  actuel  de  l'enseignement, 
une  singulière  inadvertance.  Car,  en  Algèbre  proprement 
dite,  quelle  valeur  attache-t-on  à  cette  règle  des  signes  des 
monômes?  Uniquement  celle  d'exprimer  d'une  manière 
abrégée  le  résultat  de  la  combinaison  de  plusieurs  poly- 
nômes. «  Quand  on  multiplie  deux  polynômes  l'un  par 
l'autre,  dit  M.  Duhamel,  les  différents  termes  du  produit 
sont  toujours  formés  par  la  multiplication  d'un  terme 
du  multiplicande  par  un  terme  du  multiplicateur;  le 
signe  de  ce  terme  est  -+-  quand  les  deux  termes  qu'on  a 
multipliés  ont  le  même  signe  dans  leurs  polynômes  res- 
pectifs-, et  le  signe  est  —  quand  ils  ont  des  signes  diffé- 
rents—  Cette  règle  des  signes  a  été  démontrée  sans  diffi- 
culté, et  nous  l'admettrons;  mais  nous  ferons  bien 
observer  qu'ELLE  in'a  de  sens  et  qu'elle  n'a  été  démontrée 
que  dans  le  cas  où  les  termes  alfectés  du  signe  —  sont 
précédés  de  termes  additifs  dont  ils  doivent  être  retran- 
chés (*).  » 

(*)  Des  Méthodes  dans  les  sciencrs  de  raifonnrmrnt,  a*"  Partie,  p.  io5. 

'9- 
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Et  dans  la  division  :  «...  Le  signe  du  terme  du  quo- 
tient en  résultera  (de  la  règle  de  la  multiplication),  et 
sera  H-  si  les  deux  termes  de  degré  le  plus  élevé  du  divi- 
dende et  du  diviseur  ont  le  même  signe:  il  sera  —  si  ces 
termes  sontde  signes  différents Cette  proposition  n'im- 
plique pas  que  1  on  attache  un  sens  à  la  division  de  quan- 
tités négatives  isolées;  elle  est  une  simple  conséquence 
des  règles  démontrées  pour  la  multiplication,  et  il  faut 
bien  prendre  garde  à  ce  que  le  langage  abrégé  par  lequel 
on  énonce  cette  règle  ne  fasse  niênie  pas  soiipcomier  que 
V on  attache  un  sens  à  une  quantité  isolée  précédée  du 
signe  — ,  qui  n'indiquerait  pas  qu'elle  doit  être  retranchée 
d'une  plus  grande.  Disons  môme  qu'il  n'v  aurait  aucun 
sens  à  attachera  une  quantité  positive  isolée:  car  que  si- 
gnifierait le  signe  -h  mis  devant  une  quantité  qui  ne  doit 
être  ajoutée  à  aucune  autre  (*)?  » 

Il  est  bien  certain  que  si  en  Algèbre  les  signes  phm  et 
moins  constituent  exclusivement  et  toujours  les  svmboles 
de  l'addition  et  de  la  soustraction,  il  faut  y  contester 
l'existence  des  quantités  positives  ou  négatives  prises  iso- 
lément. D'autre  part  on  montre  cependant  que  les  quan* 
tités  négatives,  quoique  insignifiantes  par  elles-mêmes, 
étant  soumises  à  des  opérations  dirigées  par  des  règles  con- 
venables conduisent  le  calculateur  à  des  résultats  vrais  et 
utiles  (**)  ;  mais  des  opérations  effectuées  sur  des  expres- 
sions qui  ne  représentent  absolument  rien  peuvent-elles 
avoir  elles-mêmes  une  signification  quelconque?  Il  n'y  a 
pas  sur  cela  d'illusion  à  se  faire,  et  on  doit  reconnaître  la 
justesse  de  l'observation  suivante  :  «  Observation.  ]Nous 
ne  saurions  trop  rappeler  que  dans  ce  qui.  précède  nous 

(*)  Des  Méthodes  dans  les  sciences  de  raisonnement,  i^  Partie,  p.  107. 

{** )  Des  Méthodes  dans  Ls  sciences  de  raisonnement,  7'  Partie,  cli.  XVI, 
Géntiralisation  îles  formules  par  rinliodiirtion  des  quantités  négatives, 
p.  126. 
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n'avons  attaché  aucun  sans  aux  opérations  sur  les  <|uan- 
tilés  négatives.  Nous  ne  nous  sommes  servi  des  locutions 
empruntées  aux  opérations  sur  les  polynômes  que  pour 
indiquer  d'une  manière  rapide  et  commode  le  moyen  de 
tirer  de  la  formule  type  tous  les  cas  particuliers  possi- 
bles.... 11  faut  bien  se  garder  de  prendre  le  langage  dans 
un  autre  sens,  et  de  voii-,  dans  ce  moyen  commode  de  ren- 
lérmer  toutes  les  formules  dans  une  seule,  de  véi'itabh* 
opérations  elFectuées  sur  des  quantités  négatives  isolées  , 
opérations  dont  on  a  souvent  démontré  les  règles  soit  en 
les  rattachant  vicieusement  à  celles  des  polynômes,  soit 
en  cherchant  à  donner  une  existence  à  ces  êtres  fantasti- 
(jucs,  et  raisonnant  comme  si  cette  représentation  arbi- 
traire s'appliquait  à  tout  (*).  » 

Est-ce  donc  à  de  telles  extrémités  que  la  science  serait 
réduite?  Le  mécanisme  de  l'Algèbre  comporterait  l'em- 
ploi de  certains  êtres  ou  symboles  fantastiques  absolu- 
ment dépourvus  de  signification,  et  qui,  soumis  à  des 
opérations  qui  n'ont  aucun  sens,  donneraient  néanmoins 
des  résultats  utiles  ! 

Cette  doctrine  prévaut  dans  renseignement,  et  je 
reconnais  qu'au  point  de  vue  où  s'est  placé  l'aviteur  h 
qui  j'ai  emprunté  les  citations  précédentes  elle  est  inévi- 
table. Mais  je  demande  si  la  Géométrie  analytique,  si  la 
Géométrie  des  coordonnées  et  la  Géométrie  segmentaire, 
elles  qui  attribuent  aux  quantités  précédées  du  signe p/z/5 
ou  du  signe  moins  une  signification  très-précise,  si  elles 
peuvent  accepter  de  cette  doctrine  leurs  règles  usuelles 
pour  les  signes  du  produit  et  du  quotient. 

Sur  ce  point  les  Traités  de  Géornétiie  analytique  offrent 
h  mon  gré  une  lacune  qu'il  est  d'ailleurs  facile  de  faire 
disparaître. 

{*)  Des  Mf'ihudcs  dans  les  sciences  de  raisoiinemntt,  ?^  Parlie.  \>.   i!>J. 
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IV. 

Le  calcul  d'une  grandeur  linéaire  se  réduit,  comme  on 
sait,  à  la  détermination  d'une  ou  de  plusieurs  quatri.èmes 
proportionnelles  ;  un  tel  calcul  comporte  donc  les  opéra- 
tions de  la  multiplication  et  de  la  division.  Or,  ayant  dé- 
sormais à  opérer  sur  des  quantités  qui  ne  sont  pas  douées 
seulement  d'une  grandeur  métrique,  mais  qui  sont  douées 
aussi  d'une  propriété  de  direction,  il  est  indispensable 
d'étendre  l'idée  même  de  la  multiplication.  C'est  une 
nécessité  analogue  à  celle  qu'on  rencontre  en  Arithmé- 
tique lorsqu'on  aborde  le  calcul  des  nombres  non  entiers. 
Autrefois  on  disait^  à  cette  occasion,  que  multiplier  un 
nombre  par  un  autre  c'est  trouver  un  nombre  qui  soit 
composé  avec  le  multiplicande  comme  le  multiplicateur 
l'est  avec  l'unité.  Les  auteurs  modernes  préfèrent  définir 
la  multiplication  par  un  exemple  particulier,  comme  en 

3 
disant  que  multiplier  un  nombre  par  y  c'est    prendre 

4 

trois  fois  le  quart  de  ce  nombre.  Substituer  ainsi  un 
fait  particulier  à  l'énoncé  d'une  idée  générale  ofïre  peut- 
être  quelque  avantage  qui  m'écliappe.  Je  m'en  tiens  pour 
l'objet  actuel  à  la  définition  très-claire  rapportée  ci-des- 
sus. 

Or,la  grandeur  linéaire  prise  arbitrairement  pour  unité 
dans  un  calcul  de  distances  a  nécessairement  un  sens  dé- 
terminé. Les  distances  de  même  sens  qu'elle  sont  dites 
positives  et  sont  aiïèclécs  du  signe  -f-,  taudis  que  les 
grandeurs  de  sens  contraire  sont  négatives  et  alléctées  du 
signe  — . 

Si  on  applique  aux  nombres  correspondants  à  ces  sortes 
de  grand(;urs  l'idée  générale  de  la  multiplication  rap- 
pelée ci-dessus,  il  faudra  dire  que  le  produit  est  de  même 
sens  que  h:  multiplicande  ou  di'  sens  contrain;,  selon  que 
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le  multiplicalour  a  ou  n'a  pas   le  même  sens  ou  signe 
<|ue  l'unité.  Cela  entraîne  la  règle  cnnnue  ([ue  le  produit 
est  positij  quand  Les  deux  facteurs  sont  de  même  signe, 
et  négatif  (jua/id  ils  sont  de  signe  contraire. 


Dans  renseignement  actuel,  l'Algèbre  proprement  dite 
ue  connaît  et  ne  représente  par  ses  symboles  littéraux 
que  ce  qu'on  appelle  des  nombres  absolus.  Elle  n'entend 
pas  connaître  ou  représenter  la  qualité,  particulière 
aux  nombres  qui  mesurent  des  distances,  de  pouvoir  s'ac- 
croître et  se  former  en  deux  sens  différents.  Cependant 
l'application  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie  et  aussi  à  la 
Mécanique  exige  impérieusement  cette  distinction,  de 
sorte  qu'en  se  particularisant  la  science  est  obligée  d'ac- 
cepter des  symboles  et  des  règles  qu'elle  ne  possède  pas 
([uand  on  l'étudié  dans  sa  généralité.  Cela  paraît  contraire 
à  la  logique,  et  il  sembleiaii  plus  conforme  à  une  saine 
philosophie  que  l'Algèbre  attribuât  aux  grandeurs  abs- 
traites qu'elle  symbolise  toutes  les  propriétés  particu- 
lières qu'elle  est  destinée  à  rencontrer  dans  les  grandeurs 
concrètes  auxquelles  elle  peut  être  appliquée. 

Si  on  n'admet  pas  ce  principe,  il  sera,  je  crois,  difficile 
de  se  refuser  au  raisonnement  suivant. 

Les  grandeurs  géométriques,  comme  toutes  les  gran- 
deurs continues,  ont  la  propriété  de  se  pouvoir  diviser 
indéfininienl,  et  par  là  elles  donnent  lieu  aux  nombres 
fractionnaires  aussi  bien  <ju'aux  nombres  entiers.  Il  est 
au  contraire  des  grandeurs  discontinues  dont  la  pluralité 
donne  lieu  exclusivement  aux  nombres  entiers.  Si  la  per- 
iection  de  l'Algèbre  consistait  à  n  attribuer  au  nombre 
abstrait  que  les  propriétés  qui  se  rencontrent  universel- 
lement dans  toutes  les  grandeurs  concrètes,  on  devrait 
donc  enseigner  d  abord  une  Algèbre  où  les  synjbt)lcs  lilté- 
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raux  lie  lepiéseiilei'aieiil  que  ties  iioniLi es  entiers.  Cepen- 
dant la  plus  simple  formule  pouvant  conduire  à  exprimer 
vine  division  où  le  dividende  ne  serait  pas  un  multiple 
du  diviseur,  il  faudrait  rejeter  absolument  de  telles  for- 
mules, comme  on  rejette  actuellement,  en  Algèbre  pure, 
les  formules  qui  conduisent  à  soustraire  un  nombre  plus 
grand  d'un  plus  petit.  A  la  vérité,  pour  abréger  Vex- 
pression  des  résultats  et  pour  généraliser  les  formules , 
on  pourrait  ensuite  introduire  dans  le  calcul  ces  quotients 
impossibles;  mais  on  conviendrait  d'y  voir  des  êtres  pu- 
rement fantastiques ,  et  on  expliquerait  avec  le  plus 
grand  soin  que  les  opérations  à  faire  sur  ces  êtres  de  fan- 
taisie n'auraient  par  elles-mêmes  aucun  sens,  bien 
qu'elles  dussent,  étant  soumises  aux  mêmes  règles  que  les 
quotients  de  divisions  possibles,  conduire  le  calculateur 
à  des  résultats  vrais  et  utiles.  Après  cela  il  y  aurait  à  en- 
seigner une  Algèbre  applicable  aux  grandeurs  continues, 
par  conséquent  une  Algèbre  où  le  symbole  de  la  division 
représenterait  un  être  réel  quand  même  le  dividende  ne 
serait  pas  un  multiple  du  diviseur-,  et  dans  cette  Algèbre 
appliquée  il  y  aurait  encore  à  affirmer  le  sens  des  opéra- 
tions à  faire  sur  ces  symboles  et  à  expliquer  les  règles  de 
ces  opéiations. 

Cependant  n'csl-il  pas  à  la  fois  plus  rationnel  et  plus 
simple  d'admettre  d'emblée,  tomme  on  le  fait,  que  loute 
grandeur,  objet  du  calcul  algébrique,  est  essentiellement 
et  indéfiniment  divisible,  sauf  à  rejeler  toute  solution  non 
entière  dans  les  applications  du  calcul  aux  grandeurs 
discontinues,  c'est-à-diie  aux  grandeurs  mesurées  par 
une  unité  naturellement  indivisible. 

Pareillement,  ne  serait-il  pas  rationnel  et  simple  d'at- 
tribuer d'emblée  à  toute  grandeur  abstraite,  objet  de 
l'Algèbre  proprement  dite,  non-seulement  la  valeur  mé- 
trique (  numéri(ju»)  (|uetous  les  géomètres  lui  a((oi(lcnt, 
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mais  aussi  celte  propriété  direclive  que  Kant  appelle  une 
qualité  (par  opposition  à  la  quantité  qui  est  exprimée 
par  le  nombre  absolu),  propriété  que  Caucliy  à  son  tour 
appelle,  dans  ses  Leçons  tC yînaljse,  un  adjectif  du  nom- 
bre^ ce  qui  revient  précisément  à  l'idée  de  Kant. 

Il  semble  que  ce  serait  là  un  moyen  assuré  de  clore  le 
trop  long  débat  relatif  à  la  ibéorie  des  quantités  néga- 
tives. Car  premièiemenl  il  n'y  aurait  j)lus  lieu  au  malen- 
tendu de  ceux  (jui  s'arrêtent  toujours  à  voir  dans  le  signe 
attribué  à  une  quantité  isolée  le  symbole  d'une  opéra- 
lion.  D'ailleurs,  comme  il  arrive  dans  la  réunion  des 
quantités  que  le  signe  si  heureusement  choisi  pour  mar- 
quer la  direction  peut  à  volonté  se  changer  en  un  sym- 
bole d'opération  et  réciproquement,  la  généralité  des  for- 
mules serait  évidente  à  priori.  En  effet,  en  partant  des 
équations  les  plus  générales,  on  verrait  que  les  transfor- 
mations successives  n'altéreraient  pas  plus  le  signe  d'un 
des  éléments  du  calcul  qu'elles  n'altèrent  sa  valeur  numé- 
rique, puisque  l'un  et  l'autre,  le  signe  et  la  valeur,  se- 
raient défendus  de  toute  atteinte,  étant  ensemble  comme 
enveloppés  dans  le  symbole  littéral. 

Et  alors  on  passerait  de  plain-pied  de  la  pratique  d'une 
Algèbre  vraiment  générale  à  toutes  ses  applications  sans 
avoir  connu  des  symboles  qui  ne  représentent  rien  et  des 
opérations  (|ui  n'ont  aucun  sens!  Etant  bien  entendu 
d'ailleurs  que  dans  les  applications  à  une  sorte  de  gran- 
deur ('oncrète  qui  n'admettrait  pas  le  double  état  direct  et 
inverse  des  nombres,  on  regarderait  toute  solution  néga- 
tive comme  l'indice  d'une  impossibilité. 

M. 

Mais  des  nombres  abstraits  dont  les  uns  seront  directs 
et  les  autres  inverses l  Ce  serait  de  la  métapiivsk^i  E,  dira 
(|uelqu'un. 


(  ^98) 
Je  demande  si,  concevoir  que  l'unité  abstraite  est  divi- 
sible, ce  n'est  pas  aussi  de  la  métaplivsique.  D'ailleurs, 
j'admets  absolument  celte  appréciation  5  car  je  crois  de- 
puis longtemps  qu'on  ne  lait  pas  de  mathématiques  sans 
faire  de  la  métaphysique  ;  et  je  crois  de  plus  qu'il  faut  le 
savoir.  Toute  science,  disait  Descartes,  n'est  que  physique 

ou  que  MÉTAPHYSIQUE. 


QIESTIONS  DE  LICENCE  ; 

Solutions  par  M.   Th.   DIEU , 
Agrégé,  Docteur  es  Sciences. 


II.  —  Problème  de  mécanique. 

Un  cordon  estjixé  cfi  A  par  une  de  ses  extrénùlcs ,  /'/ 
passe  sur  une  poulie  mobde  M  à  laquelle  est  attaché  un 
corps  pesant  P,  puis  sur  une  poulie  fixe  B,  et  une  force 
verticale  constante  appliquée  à  Vautre  extrémité  D 
maintient  l'équilibre.  Quel  sera  le  mouvement  si  cette 
force  est  augmentée  ou  dindnuée  tout  à  coup  d' une  cer- 
taine quantité?  On  fera  abstraction  de  la  roideur  du 
cordon,  de  son  extensibilité,  de  son  poids  et  des  frotte- 
ments ;  de  plus  on  regardera  les  poulies  INI  et  B  comme 
des  points,  dont  le  second  se  trouve  sur  une  horizontale 
passant  par  le  point  A. 

On  doit  considérer  M  comme  un  point  matériel  ayant 
une  certaine  masse///,  libre  et  en  repos  dans  une  position 
donnée  Cq  sur  la  verlicaU:  Oxdu  milieu  de  AB,  et  sur  le- 
quel agissent  pour  le  mettre  en  mouvement,  le  poids  mg 
et  deux  foiccs  égales  entre  elles,  de  grandeur  donnée  ////, 
dirigées   suivant   Co  A,    Cy  li  ^   la  résullaule  de    ces  trois 


(  2,99  ) 
forces  élanl  dirigée  suivant  Oor,  Je  mouvem(;iit  commen- 
cera dans  celle  Jireclion.   Admettons  (juc  M  se  trouve   à 

Fio.   I. 


uneépo(|ue  quelconque  dans  une  position  C  surOo",  avec 
une  vitesse  acquise  suivant  cette  droite;  il  ne  doit  pas  s'en 
écarter,  car  la  résultante  de  wg  et  des  forces  égales  à 
mj"  agissant  alors  suivant  CA,  CB,  qui  font  varier  le 
mouvement,  est  toujours  dirigée  suivant  Ox,  Le  mou- 
vement commencé  sur  Ox  continuera  donc  sur  cette 
droite,  soildans  le  sens  de  la  pesanteur,  soit  dans  le  sens 
opposé. 

Soit  AB  =  2ft.  C  étant  la  position  de  M  à  la  fin  d'une 
durée  t  comptée  depuis  l'origine  du  mouvement,  soit 
OC  =  X.  Enfin,  soit  i^  la  vitesse  de  M  dans  la  position  C, 
positive  dans  le  sens  Ox,  négative  dans  le  sens  opposé. 
L'équation  du  mouvement  sera,  d'après  ce  qui  précède, 


(I] 


lu} 


dt 


ifx 


v/«^ 


car  le  cosinus  des  angles  éiraux  ACO,  BCO  est  1 

y  û-  -*-  JJ-" 

et  la  somme,  suivant  Ox,  des  composantes  des  forces  accé- 
lerairices  J  est  par  coiise((ucnl 


\d'  -f-  X- 


•  On  dcduil  im- 


(  3oo  )  M. 

médlatement  de  celte  équation 

(2)        \'j~)     ^"    «'-=  A  H- 2g'x  —  4/ v/^' +  •^*; 

la  constante  A  introduite  par  l'intégration  est  déterminée, 
d'après  les  conditions  du  problème,  par 


(3)  A  =  /^/s/a'-i-xl~2gx„ 

Xq  désignant  Vx  de  la  position  initiale  Cq  de  M. 
Si  Ton  avait 

2/ro 


g 


s/ a-  +  x] 


le  système  resterait  en  repos.  Il  faut  examiner  les  deux 
hypothèses  de 

^       2/ro  .                             2 /to 

g  >    .                :  puis  de      g  < 


On  voit  tout  de  suite  que  deux  cas  doivent  être  distingués 
dans  la  première,  celui  de  ^  ^  ^f^^  celui  de  ^  <^  if. 

1°  g^  if.  On  a  àforliori  g^  "        —  Le  rap- 

port  diflférentiel  —  est   d'abord  positif  et  reste  toujours 

tel,  puisque  le  cosinus  — ==  est  toujours  inférieur  à 
\Ja^  -+-  X- 

l'uni  té  5  le  mouvement  doit  donc  commencei-  dans  le  sens 

de  la  pesanteur,  et  continuer  dans  ce  sens  tant  que   la 

longueur  du  cordon  le  permet. 

1°  g<C  ij\  mais^  " —  '  —  Le  rapport  difléren- 

sjà'  +  xl 

tiel  —  est  dabord  positif.  Il  devient  nul   pour  la  valeur 
.  positive  de  x  qui  satisfait  à  l'équation 

g  \a'  -V-  x"^  —  2 /le  =  o, 


(  :^oi  ) 

savoir  : 

S"  , 

-„  n  / 

puis  négatif  pour  x^  x'.  Le  mouvement  commence  donc 
dans  le  sens  de  la  pesanteur,  et  la  vitesse  croît  jusqu'à  la 
position  C  oîi  x=  x\  [)uis  décroît  ensuite. 

En  C,  où  la  vitesse  atteint  son  inaxiiiiuai,  on  a 


v^  —  A  —  ia  y/4/2  _^% 

d'après  l'équation  (2).  On  peut  remarquer  que  si  le 
point  M  était  initialement  dans  cette  position,  la  force  m^ 
établirait  l'équilibre. 

La  vitesse,  décroissante  à  partir  de  la  position  C,  de- 
vient nulle  en  C"  déterminée  par  la  valeur  de  x  difféi-ente 
deo^o,  qui  satisfait  à  l'équation 


A  -h  "îgx  —  4/  S  ^^  H-  x"  =  0  : 

Le  point  INI  doit  revenir  de  C"  vers  la  position  ini- 

tiale  Co,    puisqu'on    a   —  ^^  ff-   D'après    l'équa- 

\/a-  H-  x"- 

lion  (2),  il  reprend  dans  chaque  position  C  la  même 
vitesse  <|u'il  avait  en  sens  inverse  quand  il  y  a  d'abord 
j)assé.  Le  mouvement  consistera  donc  en  une  série  indé- 
finie d'oscillations  isochrones.  (Nous  supposons  bien 
entendu  le  til  assez  long  pour  que  M  arrive  en  C".) 

6°  g  <^ —  •  —  Le  rapport  ditierentiel  —  est  cl  a- 

bord  négatif.  Il  devient  nul  pour  la  valeur  de  x  représen- 
tée ci-dessus  par  x'  (cette  valeur  est  ici  inférieure  à  Xq). 
puis  positif  pour  .r<^  x'.  Le  point  remonte  donc  «-n  pre- 
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niier  lieu  avoc  une  vitesse  croissante  (nous  considérons  Ja 
valeur  absolue)  jusqu'en  Ci  déterminé  par  x  =  x',  et  la 
vitesse  décroît  ensuite. 

Le  maximum  de  la  vitesse  a  la  même  expression  que 
dans  le  cas  précédent,  et  la  même  remarque  s'applique  à 
la  position  Ci  qu'à  C 

La  vitesse,  décroissante  en  valeur  absolue  à  partir  de 
Cl,  devient  nulle  dans  la  position  Ca  déterminée  par  la 
valeur  de  x  qui  a  été  représentée  par  x"  (ici,  x"  est  infé- 
rieure à  x'). 

Le  point  M  doit  revenir  de  Ca  vers  Co,  car  on  a 

^  >  -  -• 

"  -^  ^/«»  +  ,r"^ 

Il  reprend  dans  chaque  position  en  y  revenant  la  vitesse 
avec  laquelle  il  y  a  passé  d'abord  [équation  (2)].  On  a 
donc  encore  une  série  indétinie  d'oscillations  isochrones. 

IIL  — Application  du  principe  de  d'Alembeut. 

Une  parabole,  dont  l'axe  est  vertical  et  la  concavité 
en  sens  itiverse  de  la  pesanteur,  tourne  autour  de  son 
axe  avec  une  vitesse  constante  w.  Quel  sera  le  mouve- 
ment sur  cette  courbe  d\in  point  matériel  pesant  assu- 
jetti à  j  rester,  et  partant  d\ine  position  donnée  sans 
vitesse  relative?  On  fait  abstraction  du  frottement . 

L'axe  de  rotation  est  pris  pour  axe  des  a-,  le  sommet  de 
la  parabole  pour  origine  et  la  position  de  son  plan  (piand 

t  =0  pour  xy.  La  direction  de  Oz  est  choisie  de  manière 

que  la  trace  du  plan  de  la  parabole  sur  j^z  tourne  d'abord 
de  Oj  versOz,  dans  l'angle  des j^,  z  positifs. 
Le  principe  de  d'Alerabert  fournit  l'équation 

d-.r  \  .  d'^Y  ^  (l^z  ^ 

h;?  H-»'  H -3r-\ 5z=:o. 

dt'  ^  ^  /  dt'    •         dt' 


On  a 

(?.)  •ipx  —  y 

d'où 

(3) 

(4) 


:5o3 


-=■  o,     y  sin  wf  —  3  cos  w/  =  o, 


^r  sin  wf  —  (Î3COS&)/  =  o. 

Fie    2. 


Des  ét[iialions  (i),  (3),  (4)^  on  déduit 


/^A 


y///^  -+-J^ 


y^- 


z)i 


4-  X'  sin  w?=z  o, 
—  V  cos  oi  ^  =  o  ; 


X  est  la  réaction  de  la  courbe  rapportée  à  l'unité  de  masse 
et  X'  celle  du  plan. 

Pour  éliminer  X  et  À',  il  suffît  de  multiplier  ces  trois 
équations  par  ix.,  )  ,  z  et  d'ajouter  membre  à  membre; 


H-  2  srx  z=  o. 


(  3o4  ) 
eu  égard  aux  équations  (2),  on  a  ainsi 

d-'a:  d'Y  d'z 

dt'        ^    df  de         ** 

L'équation  du  paraboloïde  donne 

d-'x  d-y  d-'-z         tdy\^        {^'^\  _ 

''IF  ~^  ~d?         ^llë  ~  \dt)  ~  \dtj    ~°' 

Ajoutant  membre   à  membre  avec  l'équatioti   précé- 
dente, il  vient 

Soient  Oj' et  O}',   les  traces  du  plan  de  la  parabole 

sur  jz  à  la  fin  des  temps  t  et  t  -{-  dt,  en  sorte  que 
j'Oj',  =  (^dt. 

Soient  encore  MM'  =  ris  l'arc  décrit  dans  l'espace  par  le 
mobile  pendant  la  durée  df.,  et  ]S^1'=  cls'  l'arc  corres- 
pondant de  la  parabole;  celui  du  parallèle  de  la  surface 
est  M]N  =  y'  (j)dt,j'  désignant  une  nouvelle  coordonnée 
comptée  dans  le  plan  de  la  parabole  sur  la  tangente  en 
son  sommet.  Le  triangle  MM'N  fournit 


dtj  \<^U  \^^  I  v'^  I  \ '■^^ 

On  a  sur  la  parabole  (  —  )   =^  (  "T"  )   +  (  ~~r  )  "  ^«^Qipla- 

çant  dans  la  formule  précédente  (  -^  j    par  sa  valeur,  il 
vient 

L'équation  de  la  parabqle  dans  son  plan, 
y'-  —  o.px  =  o, 


(  3o5  ) 
(loniK* 

De  (5),  (6),  (7)  et  de  l'équation  de  la  parabole,  on  dé- 
duit sans  difficulté 

en  posant,  pour  abréger, 

Celte  équation  du  raouvemenl  sur  la  parabole  se  ramène 
au  premier  ordre  en  prenant  j'  pour  variable  indépen- 
dante. Si  l'on  pose  simplement  pour  cela 

dr'  „  ,      d-r'  du 

-^  =  u,      d  ou      ^  a , 

dt  '  dt'  dy' 

les  variables  se  séparent,  et  il  vient 
u du  y' dy' 

dont  l'intégrale  générale  est 

(/f'H-«)i7'=  +/>')  =  C, 

C  désignant  la  conslaute  arbitraire.  Comme  -^—  ou  u  est 

dt 

nul  pour  f  =  o,  on  doit  avoir 


j^  étant  la  valeur  initiale  de  y';  l'intégrale  particulière 
de  l'équation  (8)  répondant  au  problème  proposé  est  par 
conséquent 

/    V  (dy''y_n{y\~y'^ 
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D'après  cela,  si  v-'  représente  la  vitesse  du  mobile  à  la 
fin  du  temps  t  sur  la  parabole,  on  a 


d\-{m 


dt 

fiol  < 


Selon  que  n  est  une  quantité  positive  ou  négative, 
j'^  doit  donc  être  toujours  moindre  ou  toujours  plus 
grand  que  j'^;  il  est  nécessaire  d'examiner  séparément 

ces  deux  cas.  Si  1  on  avait  n  i=  o,  c  est-à-dire  oa  =  t  /  -•» 

ie  mobile  ne  changerait  pas  de  position  sur  la  parabole. 

1°  0)^  <^  ~  ou  n'^  o.  —  Supposons  que  le  sens  desj  ' 

positifs  ait  été  choisi  de  manière  (|ue  To  '^o^^  positif. 
D'après  l'équalion  (9)  ou  (10),  j'  doit  d'abord  diminuer 
jusqu'à  zéro;  le  mobile  ira  donc  de  sa  position  initiale  Mo 
jusqu'au  sommet  O  de  la  parabole.  La  vitesse  lelative  t'' 

ayant  en  ce  point,  d'après  l'équation  (10),  la  valeur—  \/n 

différente  de  zéro,  le  mobile  doit  le  dépasser  et  remonter 
sur  la  partie  OP,  où  il  ira  jusqu'à  la  position  Mj  symé- 
trique de  iVIo  par  rapporta  Ox,  pour  laquelley'  =  — j^ 
et  par  suite  w"'  =0.  Comme  le  mobile  se  trouve  en  M, 
exactement  dans  les  mêmes  conditions  qu'en  Mq,  il  re- 
viendra de  Ml  en  Mo,  d'où  il  retournera  en  Mi,  et  ainsi 
(le  suite 5  le  mouvement  consistera  donc  en  une  série 
indéfinie  d'oscillations,  évidemmentisochrones,  entre  les 
positions  Mo,  Mj.  Enfin,  de  ce  que  la  vitesse  p-'  a  les 
mêmes  valeurs,  d'après  l'équation  (10),  pour  les  position» 
symétriques  par  lapport  à  O.r,  il  résulte  que  deux  par- 
ties symétriques  de  MoOMi,  en  particulier  0M«,  OMj, 
seiont  toujours  parcourues  dans  des  durées  égales  entre 


(  :^o7  ) 

elles,   soit    dans  un    sens,   suit  dans  le  sens  opposé;   lu 
durée  du  parcours  d'un  arc  est  en  cfTet    /  —;- prise  eut 

ses  extrémités. 

L'équation  (9)  donne 


re 


où  il  faut  prendre  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur 
selon  que  le  mobile  va  de  Mq  vers  M,  ou,  au  contraire,  de 
Ml  vejs  Mo-  Si  l'on  posej'' :=  70  cos  o.  <'6  que  les  limites 
j)'oj  — y^*^^  y'  indiquent,  il  vient 


dt 


\  n' -^  yI      ,         I  r\ 


?' 


en  convenant  de  prendre  zéro  pour  valeur  initiale  de  O)  et 
de  faiie  croître  cet  angle  indéfiniment.  On  voit  facile- 
ment que,  ail  facteur  — =  près,  l'expression  de  dt  est  celle 

de  la  différentielle  de  lare  d'une  ellipse  de  demi-axes 
égaux  à  \j]^^  -^ y\^'^  p'  cet  arc  étant  pris  à  partir  d'une 
des  extrémités  du  petit  axe.  Le  premier  quart  de  l'ellipse 
répond  à  MqO  en  partant  de  l'origine  du  mouvement,  les 
quarts  suivants  à  OM,,  MjO  (retour  de  Mj  à  O),  etc.; 
des  arcs  de  l'ellipse  symétriques  par  rapport  à  son  grand 
axe  répondent  à  des  parties  symétriques  de  MqO  et  de 
OM,,  dans  la  même  oscillation  ou  dans  des  oscillations 
quelconques  de  même  sons,  et  des  arcs  symétiiques  par 
rapport  au  jjctit  axe  répondent  à  une  même  partie  de 
Mo  M,,  dans  deux  oscillations  successives  ou  de  sens  con- 
traires quelconques.  Tout  cela  s'accorde  paifaitement 
avec  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  sur  l'isochronisme. 

2"  '«)'>-  o«  n  <^  o.  —  Supposons  encoie  que  >  ^  soit 


(  3oH  ) 
positif.  D'apics  les  équaiions  (9)  t'i  (jo),  j'  doit  croilie 
indéfiniment  à  partir  de  7^,  et  y'  à  partir  de  zéro;  le 
mobile  ira  donc  de;  M^  vers  1.,  et  se  mouvra  toujours  dans 
ce  sens  avec  une  vitesse  relative  de  plus  en  plus  grande. 
Nous  ferons  enfin  remarquer  qu'on  arrive  presque 
immédiatement  à  Téquation  (10),  en  regardant  la  para- 
bole comme  fixe,  et  en  appliquant  au  mobile  considéré 
comme  libre,  outre  la  pesanteur  et  la  réaclion  normale 
delà  parabole,  la  force  ccnirifuge  due  à  la  lotalion  au- 
tour de  Ox.  En  effet  on  a  ainsi 

cP.c  Np  (Py'  Nr' 


d'où 

fit         /7c  /g-  \ 

'!l.d-  =w=r'r/r'  —  ^tl.r  =  —  (^  —  oA  y'  <Iy'  , . .  . . 
dt        dt  ^      .  b  y^^  y  y     . 

N.  B.  —  On  a  une  question  analogue,  qu'on  pourrait 
nommer  le  problème  du  régulateur  à  force  cenirijuge, 
en  prenant  une  circonféience  au  lieu  d'une  parabole. 


SÎJK  L4  RECHERCHE  D  l]\  LOGARITHME  ISOLE,  AVEC 
GRAND  IVOiMRRË  DE  DÉCIMALES; 

Pau   m.  F.   LEFORT. 


La  formule  des  dilférences,  qui  exprime  le  procédé  d'in- 
terpolation de  Mouton,  est  la  seule  que  1  on  puisse  ad- 
mettre aujourd'hui,  lorsqu'il  s'agit  de  calculer  une  table 
logarithmique  un  peu  étendue,  c  esl-à-dire  lorsque  l'on 
veut  avoir  une  série  de  logarithmes  lépondanl  <i  une  série 
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de  nombres  ci oissaiil  suivant  une  loi  délci mince.  Mais 
son  application  à  la  recherche  d'un  logarithme  isolé,  par 
interpolation,  dans  les  tables  à  un  faraud  nombre  de  dé- 
cimales, est  très-laborieuse.  Ix's  formules  variées  qui 
donnent  elles-mêmes  le  développement  de  la  fonction 
logarithmique  eu  séries  plus  ou  moins  convergentes,  ne 
sont  avantageusement  applicables  que  dans  des  cas  tiès- 
])articuliers,  et  leur  emploi  exige  beaucoup  d'adresse  de 
la  part  du  calculateur.  Je  vais  exposer  ici  trois  procédés 
généraux  qui  me  paraissent  les  moins  pénibles  et  les  plus 
sûrs  parmi  le  grand  nombre  de  ceux  qui  ont  élé  proposés 
pour  déterminer  des  logarithmes  isolés,  avec  beaucoup  de 
décimales.  Ces  trois  procédés  reposent  sur  la  décomposi- 
tion du  nombre  donné  en  facteurs,  et  ne  dilfèrent  que 
dans  la  manière  de  l'opérer. 

Le  premier,  dans  l'ordre  des  dates,  a  été  donné  par 
Briggs,  en  1624,  au  chapitre  XIV  de  VArilhwelica  loga- 
rilhmica;  le  deuxième  par  K.  Flower,  en  1771;  le  troi- 
sième par  Fauteur  de  cette  Note,  dans  un  Mémoire  pré- 
senté à  l'Académie  des  Sciences  en  1857. 

Procéfié  de  Briggs. 

Soit  N  le  nombre  donné  dont  il  s'agit  de  trouver  le  lo- 
garithme. Il  peut  toujours  être  considéré  comme  com- 
posé de  deux  parties  D  et  ^,  dont  Tune  se  trouvera  dans 
la  table  que  l'on  possède,  et  qui,  par  le  nombre  de  ses 
décimales,  limite  l'ordre  de  l'approximation.  Je  regarde 
ici  L)  comme  la  partie  entière  du  nombre,  et  d  comme  sa 
partie  fractionnaiie  dccimale.  Celle  hypothèse  est  faite 
uniquement  poui'  abréger  le  (li;5(om&  et  pour  iixer  les 
idées,  car  elle  est  sans  inllucnce  sur  la  décomposition  en 
facteurs,  et  sur  la  détermination  du  logarithme  auquel 
on  affectera  en  définitive  la  <  aractéiistique  con\cn:iblc. 


(  3.0  ) 
Ainsi 


1N  =  D-f-rf 


■^('^i 


Appelons  q^  le  premier  chiffre  décimal  du  quoiieni 
de  d  par  D,  et  d^  le  reste;  nous  aurons 

puis 

N  =  D(H-fy,)  +  r/,. 
Posons 

F,  =  Dq„     D.  =  D(i-h<7,)=  D -f-F., 

et  divisons  di  par  Dj.  Nous  aurons 

d,  =  D,  7.,  -t-  d„      c/j  <;  (/, . 
Par  suite 

N  =  D  (1  +  7,)(H-ry,)  +  rf,. 

Posons  encore 

et  divisons  ^2  pai'  Ds?  il  viendra 

^s  =  D2  73  H-  ^3j      d^  <<  r/,. 
Par  suite 

N=rD(i  +  <7,Ui  -f-  7,)  (14-73)  -hd,. 

En  continuant  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un 
reste  J,.,  susceptible  d'être  négligé  dans  l'ordre  d'approxi- 
mation que  l'on  s'est  fixé,  on  obtiendra 

N  =  D(i  +7,)(i  +  7,)..  .(i-f-7„) 
et 

lot,'Nr=  logD  -+-  log(i  +  7,)  +.  .  .+  log(H-  7„). 

LogN  sera  donc  déterminé  à  1  aide  de  deux  tables,  dont 
l'une  comprendra  logD,  et  1  autre  log  (i  -f-  ^„). 

J'applique  à  un  exemple  donné  par  Briggs  lui-même, 
et  je  rapporte  nos  notations  sur  le  tableau  des  calculs 
qu'elles  scrveni  ainsi  à  expliquer. 


b 


(  3..  ) 

N    uy66,8io.Si  4â6 
D    3966 

D   296r>  d  8io5i  4^6 

F.     •  5932  Dy,      5932    1...  <,, 

d,  22731  4^6 

D,  ç,      20766  l524       7. . .  q, 

d,  1965  3o36 

D,  9,       1780  o8o5i      6. . .  <j, 

d,        i85  223o8  3i 
D,  9,       178  00911  97    6...  <f, 

d^  7  21396  34 

D,  <?.        5  933G4  09    2...  ?. 

rf,  1  28o32  23 

D,  q,  I  18672  82     4...  ç, 

«fj  9359  43 

D,  q,  8900  44    3...  V, 

d,  458  97 

D,  9,  296  68    1...  9, 

t/,  162  29 

D.y.  «48  34    5...  <?, 

d^  l3  96 

Dg  7,0  n  87    4...  î„ 

<^,o  2  08 

D.o7i.  2J07    7...  ç,, 

D,,  2966,82051  45599  99     <^ii  « 

Les  facteurs  sont  ainsi  donnés  par  le  nombre  symbo- 
lique 

[1,0002766243  1547], 

en  sorte  que  l'on  a 

2966,82051  456  =  2966. 1,0002. 1,00007  •  '>o'6,  i,o*6, 

1,0' 2.  IjO'^-  I  îO'S.  IjO'"!.  I  ,o"5 

i,o"4. 1,0-^7. 

L'indice  placé  en  exposant  indique  le  nombre  des  zéros 
qui  suivent  la  virgule. 


D. 

2966,5932 

20766  l524 

F. 

2966,80086  1324 

1780  o8o5i  69 

F« 

2966,81866  23291  69 
178  00911  97 

2966,82044  24203  66 
5  9330^  09 

F. 

2966,82050  17567  75 
I  18672  82 

F, 

2966,82061  3'324o  5/ 
8900  46 

D, 
F. 

2966,82061  4^'4'  o3 
296  68 

D. 
F. 

2966,82061  45437  71 
148  34 

D. 
F., 

2966,82061  43386  06 
II  87 

D.. 
F„ 

2966,82061  45^97  92 
2  07 

(  3i:.  ) 
On  prend  alors  dans  les  labiés  spéciales  les  logarithmes 
des  facteurs  ainsi  qu'il  suit  (*)  : 


NOMBRES. 

LOGARITHMES. 

2966 

3,47217 

11466  9236 

1,0'  2 

8 

685o2  ii65 

1,0*7 

3 

03995  4976 

1,0' 6 

26067  5907 

1,0»  6 

2605  7661 

1 ,0'  2 

86  8589 

.,o'4 

17  3718 

,,o'3 

I  3029 

i,o'°i 

434 

i,o"5 

217 

i,o"4 

>7 

1,0-7 

3 

Log  2966,82051  456  =  i  3,47229  12733  4952 

Procédé  de  Flowe.r. 

Le  procédé  de  Flower  consiste  à  rechercher  des  fac- 
teurs binômes,  analogues  à  ceux  de  Briggs,  dont  le  pro- 

N     .     , 
duit  par  le  quotient  —  diffère  très-peu  de  l'unité,  mais  en 

moins  -,  de  telle  sorte  qu'en  appelant  P  le  produit  des  fac- 
teurs binômes  (1,0" a),  (1  ,o"'6),...,  on  ait 


D 


•P  =  0'9999 


Alors,  dans  l'ordre  d'approximation  cherché, 

log  N  =  log  D  —  log  P  =  log  D  +  colog  P. 

.  N     . 

Le  premier  facteur  sera  d'autant  plus  petit  (pie  —  dif- 
férera moins  de  0,99, ...  ;  on  choisira  donc  D  de  manière 


( ')  J'ai  rectifié  dans  les  Tables  de  Briggs  quelques  chiffres  inexacts. 


(  3x3  ) 
à  avoir  9  ou  un  nombre  peu  différent  de  9  pour  le  pre- 
mier chiff/e  du  (|uolicnL  On  obtiendra  très-sûrement  ce 
résultat  en  prenant  pour  D  un  nombre  supérieur  d'une 
unité  à  celui  que  fournissent  les  quatre  premiers  chiffres 
de  IN.  On  effectuera  le  quotient  comj)let  de  N  par  D  ainsi 
déterminé. 

Il  faut  maintenant  multi[)lier  ce  quotient  par  un  nom- 
bre de  la  forme  i  ,o"a  tellement  choisi,  que  le  produit  dif- 
fère moins  de  l'unité  (juc  ce  quotient  lui-même.  Or, 

N  N        N 


et 


—  X  ï  ,o"a  = \ 

^  / 


11  faut  donc  que — -  soit  d'un  ordre  décimal  tel,  que 

i        10"+'  * 

son  produit  par  —  étant  ajoute  a  —  ne  donne  pas  un  nom- 
bre supérieur  à   1.   Ainsi est  nécessairement  d'un 

ordre  décimal  supérieur  d'une  unité  à  celui  du  dernier  9 
de  la  première  série  du  ({uolient.  11  faut  de  plus  que  son 
produit  par  0^9  soit  tel,  qu'ajouté  à  «  il  reproduise  9.  Tl 
est  facile  d'en  conclure  que  a  doit  être  le  complément 
de  a  à  9,  puisque 

(()— a)o,9  +  rt=  {()  —  (i)  {i  —  i),  10)  -\-  a  =  Q  —  ^—~-- 

Le  cpiotient  total  sera  donc  multiplié  par  l'unité  suivie 
d'autant  de  zéros  qu'il  y  a  de  9  à  lorigine,  et  d'un 
nombre  qui  sera  le  complément  à  9  du  premier  chiffre  du 
quotient  différent  de  9.  Sur  le  produit  obtenu, on  répétera 
la  même  opération  de  multiplication  que  précédemment, 
par  un  facteur  semblablemcnt  choisi,  et  on  continuera 


(  3i4  ) 
ainsi  jusqu'à  ce  que  tous  les  chiffres  du  produit  soient 
des  9  dans  l'ordre  d'approximation  fixé  d'avance. 
J'applique  ce  procédé  au  nombre  déjà  choisi. 


N  =  2966,82051  456 
2670  3 


2967 


296 
267 

52 

o3 

18060    29 
17802    26 

490 
7o3 

258oo    2 
28736    2 

7875 
6703 

20640 
17S02 

11721 
8901 

2838o 
26703 

2820  4 

2670  3 

16770 
i4835 

i5o  i5 
148  35 

5  =  0,99993  95060  8695 


PRODUITS. 

FACTEURS. 

9999^  93060  86960 
5  99963  70365 

I ,00006 

99999  9^024  57315 
3999  99801 

1,0^4 

99999  990-4  57 116 
899  9999' 

1  ,o'9 

99999  99924  5?' 07 

[i,o'754-2892] 

1935 


I  8û6o 


Le  nombre  symbolique  [1,0*7342892]  se  forme  en 
prenant  le  complément  à  9  des  chiffres  du  dernier  pro- 
duit que  nous  avons  calculé.  Il  indique  la  série  des  der- 
niers facteurs  1,0^7,  1,0^  5,  i.o"'45  titc.  Il  résulte  en  effet 
de  la  conduite  des  opérations  que  le  dernier  produit,  com- 
prenant dans  la  période  des  9  un  nombre  de  chiffres  su- 
périeur à  la  moitié  des  chiffres  totaux  que  l'on  conserve 
dans  l'ordre  d'approximation  fixé,  la  multiplication,  par 
le  deuxième  chiffre  des  facteurs  binômes,  ne  pourra 
fournir  pour  terme  additif  qu'un  nombre  composé  de  zéros 
et  du  complément  à  9  du  premier  chiffre  différent  de  9. 


(  3.5  ) 


FACTEtRS. 

LOGARITHMES. 

i,ooooG 

0000-2 

6o5r)8 

87215 

1,0*  4 

1737 

17-58 

1  ,o'  9 

390 

86002 

1,0'  7 

3o 

40061 

1,0'  5 

2 

17147 

i,o"'4 

17372 

I  ,0"  2 

869 

i,o"8 

347 

i.o"9 

39 

I  ,0'*2 

' 

00003 

62729 

6731 1 

Compl'  IdQarithm. 

99997 

37270 

32689 

Log  2967 

47^3. 

75463 

16840 

LogN 

3,475'29 

12733 

4953 

Soit 


Procédé  du  rédacteur  de  cette  Note. 


X=:  I,    o"" 


un  nombre  fractionnaire  quelconque  peu  différent  de 
l'unité,  et  ayant  l'unité  à  sa  partie  entière,  a  désigne  un 
quelconque  des  caractères  de  la  numération  décimale, 
non  spécialement  défini,  et  les  indices  «,  «',  w", .  .  . ,  font 
connaître  l'ordre  décimal  de  ce  chiffre,  c'est-à-dire  que 


10" 


0,1' 


a 
10"' 


les  valeurs  numériques  pouvant  d'ailleurs  être  différentes 
dans  les  termes  successifs. 
Posons 

P=  (i  +  «,.).  .  .(1  -+-«„/).  ..(i  -f-a„//) 

D'après  la  règle  de  foiination  du  produit  des  facteurs 


(  3i6  ) 
binômes, 

le  signe  \   embrassant  toutes  les  valeurs  et  toutes   les 

combinaisons  différentes  des  cliiffres  et  de  leurs  indices; 
de  telle  sorte  que 

V 

c'est-à-dire  que  le  signe  ^  représente  successivement  la 

somme  des  seconds  termes,  la  somme  de  leurs  produits 
différents,  9.  à  2,  3  à  3,  etc.  Or,  il  résulte  des  principes  de 
la  numération  décimale  que 

i  +  ^«j:  =  X,     donc     P^X. 

Toutefois,  si  l'on  fait  abstraction  dans  X  et  dans  P  des 
zéros  qui  suivejit  immédiatement  la  virgule,  et  qui 
appartiennent  également  à  ces  deux  nombres,  on  recon- 
naît que  leurs  Ji  premiers  chiffres  sont  communs,  ou  que 
la  différence  est  au  plus  dune  unité  sur  le  «'■"""  chiffre. 
En  effet, 


Par  suite, 


I  r 

n„  H-  i7„^t  +  ...■<  — -—  ,       a„+i  +  ««  n  -f- .  .  •  <C  — - 
10"-'  10" 


2«- 


lo-"- 


Les  autres  termes  de  la  série  qui  c\j)rime  P  décroissent 


(  -^'7  ) 
très-rapldornciu,   n   ne   peuvent    pas   tuèine   fournir  un 
chiffre  de  l'ordre  3«.  Les  n  preinieis  (hiffres  de  X  et 
de  P  seront  dojic  coniniuns,  si 

ftn  fin  +  x  -4-  rt,„<^l3„_|, 

et  la  différence  sera  d'une  unité  sur  le  n'"""  chiffre,  si 

fin  <'n+\  H-  a.„  =  i2„_,*-l-  c,„. 

Cela  posé,  clierrhons  do  quelle  manière  devrait  être 
formé  un  nomb.r(^  X,,  analogue  à  X,  mais  plus  polit 
que  X,  pour  qu'en  déduisant  de  ce  nombre  des  facteurs 
analogues  à  ceux  de  P,  on  reproduise  X.  J  appelle  a  les 
seconds  chiffres  de  ces  facteurs,  a6n  de  les  distinguer  de 
ceux  de  P;  d'ailleurs  a  représente,  comme  «,  un  des  ca- 
ractères de  la  niunéi'ation,  non  spécialement  défini.  J'ai 

X  =  (  I  4-  a,J .  .  .  (  I  +  a,,/) .  .  .  (l-f-  a„«)  .  .  . 

=:  I  +  _^  ^j:  -+-  ^  «x  y-x'  +  ^  y-x  y-z'  y-x"  -f-  • .  . 
=:  X,  -I-  ^  a^  7-1'  +  ^  ^j  y-x'  y-z"  +  •  •  -, 
en  sorte  que 

X,  =:  X  —  _2d  ^■•'  ^"''  "~  ^  '^'  ^"^  ^-f"  —  •  •  •  • 

D'après  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut,  les  n  premiers 
chiffres  de  X,  apiès  les  zéros,  entreront  dans  Xi,  si 

et  le  n"'"'  chiffre  de  X,  sera  moindre  d'une  unité  que 
celui  de  X,  si 

Cette  vérificalioii  pouvant  èlre  faite  à  simple  vue,  )  ad- 
mets que  Ion  connaît  exactement  les  n  premiers  chiffres 


(  3i8  ) 
de  Xi,  c'esl-à-dire  la  composition  de  Xj  jusqu'à  l'ordre 
décimal  in  —  i.  Il  est  facile  alors  de  calculer  la  partie  de 
la  série  qui  comprend  exclusivement  ces  n  chiffres.  On 

n'aura  d'ailleurs  égard  qu'au  terme  2J'-x^xi',  attendu  que 
les  termes  suivants  donneraient  des  produits  en  dehors 
du  premier  ordre  d'approximation  que  l'on  peut  obtenir. 
On  écrira  ainsi 

2  k  —  2    2n  —  l  oj— I  &> 


Le  symbole^  a^,  veut  dire  que  1  on  doit  donner  suc- 

p 
cessivement  à  1  indice  x  toutes  les  valeurs  entières  depuis 

p  jusqu'à  (yf,  et  faire  la  somme  des  a^,  qui  en  résultent. 

(.)  représente  ici  pour  nous  l'ordre  décimal  du  dernier 

terme  de  X,. 

in — 2      in — I 

Eu  retranchant  de  X,  ^  «^  2.'^x'  ^^^  \  ou  peut  exac- 

n  n-f-i 

ment  calculer,  on  aura  Xj  avec  une  erreur  exprimée  par 

ûj I  W 

n  7  II 

Par  suite,  n  —  i  nouveaux  chiffresdeX,  seront  exacte- 
ment déterminés,  et  ils  serviront  à  calculer  une  nouvelle 
partie  du  reste  de  la  série  qui,  retranchée  du  reste  de  X, 
donnera  encore  n  —  i  nouveaux  chiffres  de  Xj. 

Il  est  évident  que  l'opération  peut  être  indéfiniment 
continuée,  et  que  l'on  arrivera  de  celte  manière  à  déter- 
miner X,,  et,  par  suite,  les  facteurs  cheichés,  avec  toute 
l'approximation  que  l'on  croira  flovoir  itc1kt<  lier.  Pour 


(  ^'^9  ) 
un  ordre  d'approxinialion  déterminé,  le  nonrîbre  des  opé- 
rations sera  d'autant  moindre   que  n  sera    plus  grand, 
c'est-à-dire  que,   dans  le  nombre  fractionnaire,  l'unité 
seia  suivie  d'un  plus  grand  nombre  de  zéros. 

Appliquons  ce  procédé  au  nombre  dont  nous  avons 
déjà  cherché  le  logarithme  par  les  procédés  de  Briggs  et 
de  R.  Flower. 


2966,82051  455 
5t)3'.', 


D  = 
X 


2966 


3300 

2966 

23/|0() 

2076a 

26:580 
23728 

265-20 


2-.S«.' 


22731 
20762 

'969 

'779 

4 

fi 

189 

177 

85 
9'! 

11896 
1186', 

=  1,00027  66/|Oi  0789 
157  856o 

1,00027  66>/|3  2229 
681 

=  1 ,00027  66243  i548 


32 

i53  2 
4  62 
36 


l'^corr.     0'   167  856 
<  II 

2  «x2  ^■.' 


o'iSHo 

1701 

146 

i5 

8^ 


o"  (;8i4 


NOMBKES. 

LOGARITHMES. 

2966 

3 

472 '7 

11466  92360 

I  ,0002 

8 

68J02 

.1649 

-.0*  7 

3 

03995 

4976» 

1,0'  G 

26057 

59074 

1,0»  6 

2605 

76611 

1,0'  2 

86 

85890 

i.o'  4 

17 

37178 

1,0*  3 

I 

30288 

i,o'»i 

4343 

1  ,o"5 

2171 

..0-4 

174 

1  ,o''8 

35 

)5i  4jtJ  = 

3 

,47229 

12733  4953 

Le  dernier  procédé  me  paraît  d'une  application  plus 
sûre  et  moins  laborieuse  que  les  deux  autres,  mais  il 
exige  qu'indépendamment  de  la  table  des  logarithmes  des 
factoDis  binômes  on   possède  une  table  des  logarithmes 


(  3'2o  ) 
des  nombres  premiers  compris  dans  les  neuf  premières 
chiliades.  Cette  dernière  table,  calculée  sous  la  direction 
de  Prony,  avec  dix-neuf  décimales  exactes,  n'a  reçu  mal- 
heureusement qu'une  publicité  bien  incomplète.  Onnela 
trouve,  à  ma  connaissance,  que  dans  les  deux  manuscrits 
originaux  des  Tables  du  Cadastre^  et  dans  le  Traité  des 
fonctions  elliptiques  de  Legendre.  J'ai  cru  qu'il  serait 
utile  d'en  faire  une  publication  spéciale,  que  l'on  pourrait 
acquérir  à  un  prix  modique,  et  de  l'accompagner  d'une 
table  des  facteurs  premiers  des  nombres  compris  entre  o 
et  loooo.  La  Note  actuelle  est  en  quelque  sorte  la  préface 
de  cette  publication. 

Retour  des  logarithmes  aux  nombres. 

Pour  résoudre  le  problème  inverse,  c'est-à-dire  pour 
opérer  le  retour  des  logarithmes  aux  nombres,  on  re- 
tranche successivement,  du  logarithme  du  nombre,  les 
logarithmes  des  facteurs  dans  lesquels  ce  nombre  peut 
être  décomposé  à  l'aide  des  tables  5  puis  on  etî'ectue  le 
produit  de  ces  facteurs.  La  première  table  à  dix-neuf  dé- 
cimales ne  contenant  que  les  logarithmes  des  nombres 
premiers  de  i  à  lOooo,  on  s'aidera  d'une  table  à  quatre  ou 
cinq  décimales  pour  obtenir  immédiatement  les  quatre 
premiers  chiffres  du  nombre  cher(  hé,  c'est-à-dire  la  quan- 
tité que  nous  avons  appelée  D  précédemment.  On  décom- 
posera D  eu  ses  facteurs  premiers,  et  on  en  conclura  son 
logarithme  dans  l'ordre  d'approximation  fixé. 

Ce  logarithme  rctrauché  du  logarithme  donné  fournira 
un  reste  dont  on  soustraira  successivement  les  loga- 
rithmes des  facteurs  binômes  lis  plus  appjochés,  jusqu'à 
ce  que  l'on  arrive  à  un  reste  négligeable.  Il  ne  restera  plus 
ensuite  <ju'à  effectuer  le  produit  des  lacieuis  obtenus. 

Soit 

log  N  =  3 ,47*2 "29  »  2733  49^3. 


(  :-i2'  ) 

La  table  à  quatre  ou  cinq  décimales  fait  connaîlrc  que 
le  nombre  de  quatre  chiffres  le  plus  voisin  de  jN,  en 
moins,  est  2966.  Conséquemment 

D  ^.  -..gee  =  2  i483 
log  2     =    o,3oio2  99906  6898 
log  i483     —     3,17114   ii5io  2838 

log  D     =     3,47217   11466  9236 
Le  calcul  se  dispose  alors  comme  il  suit  : 


LOGARITHMES. 

FACTEURS. 

PRODUITS. 

3,47229 
3,47217 

12733 
II 466 

49530 
92860 

2966 
I , 0002 

1 ,0*  7 
1,0»  6 
1,0'^  6 

1,0'  2 

1,0»  4 
1,0'  3 
1 ,0'"  1 
1.0"  5 
I  ,n"  4 
1,0-7 

(') 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6J 
(7) 
(8) 
(9) 
(10) 

(•') 
(12) 

(6)  à 
(5) 

(4) 

(3) 

(2) 

(>) 

IV 

(12)  1 ,00000 
1 , 00000 

00243  15470 

12 

8 

0 1 266 
68502 

57.70 
"649 

6000  00014 
06243  15484 

3 

32764  4^321 

08995  49761 

(ioooo  8746 

3 

1 ,00000 

7 

1 ,00007 
20 

1 ,00027 
2966 

2966,   i65 

1659 

24897 

55328 

66243  19280 

08768  95760 

26057  59074 

00004  6870"2 
66247  82982 

271 1 
2605 

36G86 
7661 1 

ooi53  24957 
66401  07889 

io5 

86 

60075 
85890 

98406  47334 

i8 
17 

74i85 
37178 

84064  7334 
60971  001 
01 157  78 

I 

87007 
80288 

2966,82051 

45599  98774 

6719 
4343 

2876 
•2171 

- 

205 

^74 
3i 
3o 

Ann.  de  Malfu'inat.,  2*"  bérip,  t.  VI.  (Juillet  1867.) 
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On  voit  f|U{',  dans  Tordre  d'approximation  fixé,  le  pro- 
duit des  facteurs  de  (6)  h  (12)  peut  être  immédiatement 
écrit. 

Il  est  évident  que  l'on  peut  appliquer  au  calcul  du 
produit  des  facteurs  le  procédé  que  nous  avons  déjà 
exposé.  On  corrigerait  le  nombre  1,00027662431547 
que  fournissent  les  seconds  termes  des  facteurs  binômes, 
au  moyen  de  la  série 

y'  a,,  a^'  -f-  ^  a.,-  '/ ,'  y.,"  -h  .  .  . , 

mais  ici  les  corrections  seraient  additives. 

X,  —  1,00027  66243  i547 
l'^corr.    -+-  167  856o 

1 ,00027  66/|Oi  0107 
2*  corr.    -1-  681 


X  =  1,00027  66401  07SS 


2,  «X  2.  «.' 

i53  2 

4  62 

36 

1  '"^  corr. 

157  856 

j    10 

4860 

1701 

i46 

i5 

S«.,«y^.." 

84 

8 

2^  corr. 

6814 

Le  reste  du  calcul  s'achèverait  en  multipliant  X  par  D. 
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SOLITIONS  DE  QIESTIOXS 
PROPOSÉES  «ANS  LES  NOIVEILES  Ami.ES. 


Que.st  ion     447 

(voirl.XVII,p.  3:i8); 

Par  mm.  BERQUET  et  JOUFFRAY, 

Kli'ves  du  lynée  de  T. von. 


Soient. 


.T,  =  [p  -^  \/p'-^  qr:,Y  , 

I 

Xn—-{p-h  \lp^  +  qx„_ty  ; 

p  et  q  sont  supérieurs  à  zéro.  Démontrer  que  : 
i^  Les  termes  arj ,  x,, .  .  . ,  j:„  i^ont  en  croissant . 
2"  xl-\-X'„_i —  ip  est  une  quantité  positive; 

'^^  Xx  x^  X-\  ...  a:„_i  n'est  pas  inférieure  à  -~  {ip)  '^   : 

2C-"-):  \    2;>    ;  \sp'j 

(Gru^îert.  ) 

1"  Si  nous  con.sidérons  la  suite  des  termes  xj,  aj, 
xj, .  .  . , x^,  nous  voyons  qu'ils  vont  en  croissant,  puisque 
pour  les  avoir  on  ajoute  à  x;  des  quantités  de  plus  en 
plus  grandes.  La  suite  x,,  .t..  r.., .  .  . ,  x„  sera  donc  f'or- 
uiée  de  termes  croissants. 
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2"  jNoiis  avons 


Jcl  -h  xl_^  —  ?,^  =:  i^p-  -h  qx.,-i  -^  \/p^  -f-  qjr„_, , 

qui  est  évidemment  une  quantité  positive,  comme  somme 
de  deux  quantités  positives. 

3"  Si  nous  effectuons  le  produit  x^  x^  x^.  .  .  x„_^^  il 
vient 

j  .  i 1 1 

p'  [p  +  vV'-+-  '/■^O'  (p  +  v'/^'+  Q-^^)  '•■{p  +  s'p--^q-^-n-^y ' 

Si  nous  diminuons  cette  expression  et  que  nous  prou- 
vions que  la  nouvelle  quantité  n'est  pas  inférieure  à 


V2 


la  proposition  sera  démontrée. 

Or,    si  nous  supprimons  qx^^  (jx^^.  .  .,  (/x„_^  sous  les 
radicaux,  l'expression  devient 


c[uo  nous  pouvons  écrire 

Mais  l'expression  Xx  x^.  .  .  Xn_2  n  est  jamais  inférieure  à 
cette  (piantité  et  pourra  lui  être  égale  dans  le  cas  où  l'on 
fait  //  —  2  =  1,  car  alors  le  produit  Xi  jr? .  .  .  .r„_2  se  ré- 
duit à  />',  et  si  dans  l'expression  donnée  on  fait  n  =  3, 

il  reste  /)- .  La  troisième  partie  de  l'énoncé  se  trouve  donc 
ainsi  établie. 

4"  Pour  démontrer  cette  quatrième  proposition,  nous 
ferons  voir  d'abord  qu'elle  est  vraie  pour  n  =  1  \  dans  ce 
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cas,  on  a 

'  I 

.r,  —  .c,  ~{p  -h  y/fj'  -+-  (/X^y  —  (p)'  , 

el  il  faut  nionirer  que;  l'oji  a 


~  \  j 


(^+v'/;^T^r-A'"<^('-^^') 


Elevant  au  carré  les  deux  membres,  il  vient,  toutes  ré- 
ductions faites, 

1  1  .  — 

/  —  ^V  /  /-\2  p-   +   1/    \P 

4/ 
iuégalké  fjui  est  évidente. 

JNous  allons  maintenant  démontrer  que  la  proposition 
étant  vraie  pour  n  —  i^  elle  le  sera  pour  n\  à  cet  effel, 
nous  prenons  le  rapport 


■^'n  -*■  n —  I 


Si  nous  démontrons  que  ce  rapport  est  plus  grand  que  le 
rapport  des  seconds  membres  correspondants,  comme  on 
suppose  que  l'on  a 


1-3 


on  en  conclura  l'inégalité 


»*  n  *'  H  — I 


Calculoiib 


On  a 


et 
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d'où,  eu  retranchant  membre  à  membre, 
On  en  déduit  doue 


'rt — 1         •'■n — 2 


-[sP-^q^n-x-^sIf-  +  qx„_^ 

La  question  se  trouve  donc  ramenée  à  prouver  que  l'on  a 

X  [(/''  +  v/^'  -f-  v-^"-'  )'  +  (a  +  v/^'  -+-  ^-^/.-O'  J 

inégalité  qui  sera  évidemment  remplie  si  Ton  a 

ou 

7:;   [r-r-q  SP)  {p  -+-   SP'  +q\p)    >^    {~r\     ' 

Celle  dernière  cundilion  est  loupurs  rcni[)lie,car  eu  clïVe- 


(3.7  ) 
iiiaiii  le  pioduil  dans  le  premier  rnenibre,  on  a 

les  poiiils  dans  la  parenthèse  remplaçant  des  termes  tous 
positifs.  Le  premier  terme  seul  étant  plus  içrand  (jue  le 
deuxième  membre,  rinégalilé  sera  satisfaite,  et  l'on  a 


('  (p»  il  s'agissait  d'établir. 


r-„  —  ./■„_,  <; 

2<^ 


Questio/i    547; 

(voir  t.  XIX.  p.  405); 

Par  m.   DRIANT, 

Elève  du  lycée  de  Metz  (classe  de  M.  Rihoiil). 

Lor.squ  une  conique  est  circonscrite  à  un  tria/ii^/c,  In 
somme  des  carrés  de  ses  demi-axes  est  égale  au  carré  de 
la  tangente  menée  de  son  centre  au  cercle  des  neuf 
points,  multiplié  par  le  produit  des  distances  de  ce 
centre  aux  côtés  du.  triangle,  et  divisé  par  le  produit  des 
distances  de  ce  centre  aux  droites  qui  joignent  les  mi- 
lieux des  côlés  du  triangle.  (T  auue.) 

Je  prends  pour  axes  deux  côtés  du  triangle  donné: 
soient  a  et  c  les  longueurs  lespeclives  de  ces  côlés  et  S 
leur  angle.  L'équation  d'une  conique  circonscrite  sera 

A.f'  -i-  \jxy  -h  Cj"-  —  i\ax  —  Ccy    -:  o. 

Pour  calculer  la  somme  des  carrés  des  axes  de  celle 
ioni(]uc.   je  Aais  la  couper  par  un  cercle   avant   incnic 


(  328  ) 
centre  que  la  conique,  et  en  exprimant  que  ce  cercle  est 
bitangent  à  la  conique,  j'obtiendrai  une  équation  du  se- 
cond degré  en  R'  dont  les  racines  seront  les  carrés  des 
demi-axes. 

Les  coordonnées  j-,,  j^  du  centre  de  la  conique  sont 

C{Bc  —  lAa  A(Ba  —  iCc) 

B^  —  4  AC  "  B^  —  4  AC 

Si  on  transporte  Torigine  en  ce  point,  Téquation  de  la 

conique  devient 

AC(C<r=H-Art^— Bflc) 
A.'+  B.zj  +  Cj^  -f-  -        B--4AC ="• 

L'équation  d'un  cercle  concentrique  est 

.c^  H-  j'  -+-2  jrj  ces  9  —  R'  :=  o. 

L'équation  de  l'ensemble  de  deux  droites  passant  par 
1  intersection  de  ces  deux  courbes  est 

AR^-h  a)^'  +  (BR'+  2aCOSÔ)jrj-  -+-  (CR'  -f-a)j-=::o, 

en  posant 

AC(Cc='-^  A  a'  —  Bac) 


B^  —  4  AC 

Pour  que  ces  deux  droites  se  confondent,  on  doit  avoir 

R^(B'—  4AC;  —  4R2(A-i-  C  —  Bcos9)a  +..  .i=o. 
La  somme  des  carrés  des  demi-axes  est  donc 

<■)        4AclA9i^-f;-=l--'(A^c-B.o..;. 

Le  produit  des  distances  du  centre  aux  trois  côtés  du 
triangle  est 


-V^; 


2 

—  ces  0 

(IC 


(  ■^•^9  ) 
Le  j)ioduit  des  dislances  du  centre  de  la  conique  aux 
droites  qui  joignent  les  milieux  des  cùtés  du  triangle  a 
pour  expression 


—  -  k/ 1- ^  cos  0 

y    a^        c-         ac 


Le  rapport  de  ces  deux  produits  est 

8  j:,  j'i  (ex.  H-  «ji  —  ac) 


[c  —  2j,)  [a  —  O-Xy]  {t.  ex  y  H-  2  «7,  —  ac) 

Si  on  remplace  dans  cette  expression  x^  dj-^j  par  leurs 
valeurs,  on  trouve 

\       8AC(Bc— 2Art)(Brt  — 2Cc)  ) 

ix[Cc(Bc  — 2Afl)H-Ag(Ba— 2Cc)  — flc(B^— 4AC)]i 

1        [r(B'— 4AC)  — 2A(B«  —  2Cf)]  T 

<  X[«(B^  —  4AC)  —  2C(Bc— 2A0)]  ! 

(  X[2Cc(Bc  — 2Afl)  +  2A«(Brt  — 2Ct)—  rtc(B^—  4AC)]) 

ce  qui  se  réduit  à 

8AC(Cp'-f- Aa'  — Bac) 
^^'  B[2B^Cc^  +  A«^)  —  ac(B^  +  4  AC)]* 

Il  reste  à  calculer  la  puissance  du  centre  de  la  conique 
par  rapport  au  cercle  des  neuf  points  du  triangle;  Téqua- 
liou  de  ce  cercle  est 

x'  H- y-  H-  2 .ry .  cos Ô  —   ( h  c. cos 6  J  x 

\  «c.cosO 

H-  rt.oosO     r  -t-   — =  o. 

/  2 

La  puissance  chercliée  est  donc 

•■;  -\-j]  +2.r,j,  cosO 

a  \  /(■  \  r/r.cosG 

h  f  cos  0  J  .r,  —  I h  <"/  cos  0  I  j  I  -I =:  O. 
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Si  ou   remplace  Xi  et  )  i  par  leius  valeurs,  on  a  une 
expression  dont  le  dénominateur  est 

et  le  numérateur  est 

C'{Bc  —  2A«)M-  A'{Bri  —  2Cc)' 

-4-2cos9.AC(Bc  —  lAa)  [Ea  —  5.  Ce) 

—  (B^—  4aC]     A(Brt  — aCc)  /-  +  «cos9) 

4-  C  (Bc  -f-  2 Art)  (  -  +  c cos  0  j 

rtc  cos  9  , „  ,  .  , 

-f- (B=-4AC)^ 


ce  cfui  devient,  en  développant, 

B-{Oc--\-A'a^)  H-4A=C^(rtM-  c')  —  4ABC(A  +  C)«c 

H-  2B^ACcos6.«c  — 4ABCcose(  Afl!-H-Cc')  -h  S  A'' One  coi,0 

(B'  — 4aC), 

— [Ac{Ba—  2Cc)  +  iLc  cosô  (Bc—  Ar/) 

H-  2Ac/  cos9(Brt  — 2Cc)  H-  Crt(B6'  —  2  Aa)J 

Bv^ccosO  ,„      ^  ,^      ^ 

-h  ■ 4B'ACc()se.rtc  -i-8A'C-rtfcose. 

2 

Cette  expression  peut  s'écrire  en  divisant  tout  par  B  : 

B(C-£:-  + A-«=)  —  2AC(A  +  C)flf  +  aBAC^ccosCf 

B'accosQ        B'r2c(A-!-C) 

H 

2  2 

-+-  BAC(rt-H-r-)  —  B'(C6--  -f- Aa=)cosÔ, 
ce  tjui  peut  s  écrire 

(B^-f-4AC)rtc [2B(Ce- 4- Art-)] 

rtf  cosôB  ,^         .      ,^        2B1  A  + C)  (Art- -I- Cf') 
H (B'  4-  4  AC)  H ^^ — ' 


(  ;^3.  ) 

La  puissance  du  centre  de  la  conique  par  rapport    au 
cercle  des  neuf  points  est  donc 

-      B(A-t-C  — Bcos9)xf^B(A«--t-Cc^)  —ac(B'-h  4aC)] 

Si  on  fait  le  produit  des  équations  (2)  et  (3),  on  ob- 
tient pour  résultat  léqualion  (i).  c.   q.   F.   h. 


Question  796  5 

Par    m.    MUZEAU, 

Lieutenant  d'artillerie. 

On  propose  de  dénionlrer  que  la  circonférence  de 
V ellipse,  dont  les  axes  sont  2a  et  ib^  est  égale  à  la  cir- 
conférence du  cercle  dont  le  rayon  R  est  déterminé  par 
lafonnule 


4R=  \!a^[i  -h  v/2)  -h  Z»'(2  —  y/a) 

en  négligeant  seulement  la  huitième  puissance  de  V ex- 
centricité,  et  Von  demande  de  construire  R. 

(Hermite.  ) 


\ld'[i-\-  \l2.)-^h^[-2.—  sjn)  zr-  V2  l«'-l-  h"-)  -4-  \Ji[à'  —  b~) 
ou,  en  posant  a'  —  Z»"  =  «'  e", 


^r  a  S.4  —  c-  (2  —  sji)  =  -y.a  \J  I  —  c-  (  ^---  j 
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[1    e-ii.  —  sji)        1,1   (?'(2—  v'2; 
2 


1         4  *-4        ï^ 

I  .  I  .3  e^[i  —  v''^)' 
2.4.6  64 

1.1.3.5  e'(2  —  y/ 2 


2. 4 -6.8  256 


On  a  de  même 


:-,..} 


\!a-{i  —  \/2)  H-  ^=(2  +  s/a)  =  2rt  y   I—  eM  r^   1 

[I   e- il -\- \J  i)        i.i  <°*(2 -1-1/2)' 


4  2.4        16 

!  .  I  .3  ^'^(2  -h   v'2)^ 

i^Te       64      ■ 

I.  1 .3.5  e'  (2  -i-  ^^2) 


2.4.6.8         256 


-  ] 


En  négligeant  la  huitième  puissance  de  rexcentricité, 
on  a  donc 

le  second  membre  de  la  dernière  égalité  est,  en  négli- 
geant seulement  la  huitième  puissance  de  rexcentricilé, 
la  mesure  de  la  circonférence  de  l'ellipse  dont  les  axes 
sont  ia  et  ib. 

Noie.  —  M.  Miizeau  l'ait  suivre  ce  calcul  d'une  construction  de  R  assez 
compliquée.  Mais  i!  en  existe  une  plus  simple,  conséquence  d'un  théo- 
rème dû  à  Bcrnoulli.  Soient  AC  —  AB-t- BC  =  a -h  6  le  diamètre  d'un 
cercle,  .\DEFC  le  demi-octogone  re{;ulier  inscrit  dans  ce  cercle,  on  aura 

BD  -h  M 
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On  aura  ainsi  uno  valeur  approchée  par  excès  de  la  rirronférence  de  l'el- 
lipse (voir  Nouvelles  Anunles,  t.  XIII,  p.  3',G,  et  t.  XXIII,  p.  /joS). 

Autres  solutions  par  MIM.  Lucien  Bijnon,  de  Lima,  et  Th.  Wiliiére,  de 
Thuin. 


PUBLICATIONS  RECENTES. 

(Tous  les  ouvrafîes  annoncés  se  trouvent  à  la  librairie  de  Gauthier-Villars. 
quai  des  Augustins,  SS.) 


Mayer  (Adolpli).  —  Beitrage.  .  .  .  Contrihuiion  à  la 
théorie  des  inaxinia  et  des  mininia  des  intégrales 
simples.  In-S  de  viii-86  pages.  Leipzig  ;Teubner,  1866. 

Réduction  de  la  seconde  variation  d'une  intégrale  à  sa  forme 
la  pins  simple.  —  Criteria  des  maximums  et  minimums  des  in- 
tégrales simples.  —  Applications. 

SivERiNG  (Joseph),  ingénieur,  membre  de  la  Société  des 
sciences  naturelles  de  Luxembourg. — De  VéquiUhre  et 
de  la  stabilité  des  corps  Jlottajits.  (Extrait  du  tome  IX 
des  publications  de  la  Société  des  Sciences  naturelles.) 
In-8  de  27  pages  et  une  planche;  1866. 

De  Commîmes  de  Mausilly.  —  Recherches  rnathéniati- 
ques  sur  les  lois  fondamentales  du  monde  physique. 
—  Premier  Mémoire  :  actions  simples.  In-8  de  60  p. 
Paris,   i865;  Gauthier-Villars.  —  Prix:  i  fi-.  5o  c. 

Dans  cette  brochure,  notre  collaborateur  aborde  de  grandes 
questions  relatives  à  la  constitution  interne  des  corps  et  aux. 
forces  primaires  qui  sont  propres  à  leurs  dernières  molécides. 
On  ne  peut  pénétrer  dans  ce  milieu  ardu  (pie  par  des  inductions 
et  des  hypothèses  (ju'il  faudra  vérifier  ensuite  par  leurs  consé- 
quences souvent  les  plus  éloignées.  L'hypothèse  probable  de 
l'auteur  est  que  les  corps  sont  composés  de  molécules  simples 
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ou  composées,  mais  ayant  toutes  la  même  masse  et  la  même  forme 
«lans  le  même  corps.  Il  arrive  à  cette  conclusion,  (jue  Tadhésion, 
le  frottement  et  la  capillarité  peuvent  résulter  d'une  force  en 
raison  inverse  de  la  quatrième  puissance  ou  d'une  plus  grande 
puissance  des  distances. 

Petgné.  —  Conversioji  des  monnaies  et  poids  de  tous 
les  pays  étrangers^  en  mesures,  monnaies  et  poids  de 
la  France.  In-12  de  xti-igS  pages.  Paris,  18675  Gau- 
ihier-Villars.  —  Prix  :  2  fr.  5o  c. 

Ouvrage  dont  le  titre  seul  indique  l'utilité.  L'auteur  a  donné 
sur  chaque  pays  dont  il  parle  dts  notions  succinctes,  statisti- 
ques et  géographiques.  Dans  une  nouvelle  édition  ,  l'auteur 
jiourrait  encore  augmenter  l'utilité  de  son  ouvrage  en  ajoutant 
la  comparaison  des  thermomètres  de  Réaumur  et  centigrade, 
les  hauteurs  du  baromètre  exprimées  en  pouces  et  en  millimè- 
tres, la  comparaison  des  divers  t:;^ilendriers,  etc. 

Miller  (W.-J.).  —  Matheniatical  questions.  .  .  .  Ques- 
tions niatlwinatiques  avec  leurs  solutions,  tirées  de 
The  Educational  Times ,  avec  diverses  notes  et  solu- 
tions non  publiées  dans  ce  journal,  t.  \  ,  de  janvier  à 
juillet  1866.  In-8  de  xvi-iao  pages.  London,  1866. 


QUESTIONS. 


816.  En  supposant  répartie  le  long  d'une  spirale  loga- 
rithmique une  densité  jjfoportionnelle  à  la  courbure,  le 
centre  de  gravité  d'un  arc  quelconque  s'obtient  enjoi- 
gnant le  pôle  au  point  de  contact  de  cet  arc  avec  la  tan- 
gente parallèle  à  la  corde,  et  portant  sur  ce  rayon  vecteur 
une  longueur  égale  au  rapport  de  cette  corde  à  l'angle  des 
rayons  extrêmes.  (  H\ton   de  la  Goupillif.re.) 
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817.  Si  l'on  considère  de  même  une  cycloïde  dont  la 
densité  soit  proportionnelle  à  la  courbure,  et  un  arc  quel- 
conque symétrique  par  rapport  au  sommet,  le  centre  de 
gravité  de  cet  arc  se  trouve  sur  l'axe  de  la  courbe  à  une 
hauteur  au-dessus  de  son  milieu  qui  est  une  quatrième 
proportionnelle  au  rayou  du  cercle  générateur  et  aux 
deux  segments  que  la  tangente  du  point  extrême  déter- 
mine sur  l'abscisse  de  ce  point  comptée  à  partir  du  som- 
met sur  la  tangente  horizontale. 

Pour  la  cycloïde  entière,  le  centre  de  gravité  de  la 
courbure  se  trouve,  d'après  cela,  au  milieu  de  la  hauteur. 

(HatON    de    la    GOUPILLIÈRE.) 

818.  Si  l'on  envisage  enfin  une  chaînette  dont  la  densité 
soit  en  raison  de  la  courbure  et  un  arc  quelconque  symé- 
trique par  rapport  au  sommet,  le  centre  de  gravité  de  cet 
arc  sera  sur  l'axe  de  la  courbe  à  une  hauteui'  au-dessus  de 
la  directrice  marquée  par  le  rapport  de  l'abscisse  à  1  incli- 
naison extrême.  (Haton  de  la  Goepillière.) 

819.  Si,  au  contraire,  la  densité  de  la  chaînette  varie  en 
raison  inverse  de  la  hauteur  au-dessus  de  la  directrice, 
le  centre  de  gravité  d'un  arc  quelconque  compté  à  partir 
du  sommet  a  pour  abscisse  la  moitié  de  l'abscisse  extrême, 
et  pour  ordonnée  la  hauteur  du  rectangle  qui  aurait  la 
même  aire  et  la  même  base  horizontale  que  la  courbe,  et 
que  l'on  sait  facilement  construire. 

(Haton  de  la  Golpillière.) 

820.  On  coupe  une  surface  du  second  degré  (S)  par 
un  plan.  On  prend,  sur  la  courbe  d'intersection  G,  quatre 
points  arbitraires  (non  en  ligne  droite)  a,  h^  g^  /?,  et  l'on 
mène  en  ces  points  les  normales  A,  B,  G,  H  à  la  sur- 
face (S).  On  construit  le  couple  de  droites  D,  û  rencon- 
trant à  la  fois  ces  quatre  normales  et  l'on  détermine  la 
droite  I,  issue  d'un  point  fixe/,  qui  s'appuie  sur  D  et  ^. 
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Démonirer  que  lorsque  Ton   fait  varier  la  position  des 
points  rt,  Z»,  g,  h  sur  C  les  droites  telles  que  I  engendrent 
un  plan.  (Mannheim.) 

821.  Les  données  restant  les  mêmes,  on  construit 
comme  précédemment  le  couple  de  droites  D,  A.  On 
prend  les  traces  de  ces  droites  sur  un  plan  fixe  (P);  on 
joint  ces  traces  par  une  droite  M. 

Démontrer  que,  lorsque  Ton  fait  varier  la  position  des 
points  a,  è,  g,  h  sur  C,  les  droites  telles  que  M  passent 
par  un  point  fixe.  (Mannheim.) 

822.  Un  trièdre  trirectangle  est  circonscrit  à  une  sur- 
face du  second  degré.  Démontrer  que  les  normales  à 
cette  surface  aux  points  de  contact  des  faces  du  trièdre  et 
le  diamètre  qui  passe  par  le  sommet  de  ce  trièdre  appar- 
tiennent à  un  même  hyperboloïde. 

823.  Deux  surfaces  gauches  ayant  une  génératrice 
commune  sont  telles,  que  leurs  deux  plans  tangents  com- 
muns se  coupent  à  angle  droit.  Démontrer  que,  pour  la 
génératrice  commune,  le  plan  central  (*)  de  l'une  touche 
l'autre  au  point  où  le  plan  central  de  celle-ci  touche  la 
première.  (Mannheim.) 

C)  Le  plan  central  est  le  plan  langent  au  point  central. 


NOTE  StR  L'ISAGE  ET  L'EMPLOI  DES  QIANTITÉS  NÉGATIVES; 

Par  m.   PROîJHET  (*). 


i.  Les  quantités  négatives,  telles  qu'elles  se  sont  pré- 
sentées à  nous  jusqu'ici,  sont  do  véiitables  symboles 
d'impossibilité,  car  un  problème  doit  être  évidemment 
considété  comme  impossible  quand  on  ne  peut  le  ré- 
soudre sans  en  modifier  l'énoncé.  Ce  caractère  est  d'ail- 
leurs exprimé  par  la  qualification  même  dont  on  accom- 
pagne ces  quantités  et  qui  désigne  bien  l'absence  de  toute 
solution.  Par  opposition,  les  quantités  qui  résolvent  le 
problème  dans  le  sens  précis  de  son  énoncé  sont  dites 
positives  on  ajjirma rives ^  ou  ne  doit  les  faire  précéder 
d'aucun  signe. 

Les  quantités  négatives,  en  tant  qu'elles  signifient  une 
impossibilité,  ne  peuvent  être,  en  Algèbre,  que  d'une 
utilité  fort  restreinte.  On  peut  même  dire  que  la  re- 
cVierche  des  modifications  à  introduire  dans  l'énoncé  du 
problème,  pour  le  rendre  possible,  sort  des  limites  de  la 
question  ;  car  toute  question  est  nécessairement  terminée, 
soit  lorsqu'on  en  a  trouvé  la  solution^  soit  lorsqu'on  a 
reconnu  qu'elle  n'en  admet  aucune.  Ce  qui  achève  d'ail- 
leurs d'enlever  tout  intérêt  à  cette  recherche,  c'est  qu'il 
y  a  souvent,  ainsi  que  M.  Lacroix  l'a  déjà  remarqué, 
plusieurs  manières  de  former  des  questions  analogues  à 
la  proposée  et  qui  soient  résolues  par  la  valeur  absolue 
du  nombre  négatif  (|ue  Ion  avait  trouvé. 

2.   La  principale  utilité  des  quantités  positives  ou  né- 

(*)  Extrait  de  l'Algèbre  de  Lacroix,  aa*  édition,  revue,  corrigée  et   an- 
notée par  M.  Prouliet,  1867. 

Ânn.  de  Malhémat.,  1^  série,  t.  VI.  (Août  1867.)  2^- 
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galives   isolées  résulte  de   leur  emploi   eu   vertu  d'une 
convention  expresse,  à  l'effet  de  représenter  un  élément 
important  de  certaines  grandeurs  :  c'est  ce  que  quelques 
exemples  vont  faire  comprendre. 

Supposons  que  Ton  veuille  assigner  sur  une  ligne  droite 
la  position  d'un  point  M  rapporté  à  un  point  fixe  et 
bien  connu  O,  pris  sur  celte  droite.  Cette  position  sera 
complètement  déterminée  si  Ton  indique  :  i°  la  valeur 
numérique  de  la  distance  qui  sépare  les  deux  points, 
valeur  qui  dépendra  d'une  unité  choisie  arbitrairement-, 
2°  la  situation  de  cette  distance  comme  étant  placée  à 
droite  ou  à  gauche  du  point  O. 

Ainsi  la  position  du  point  M  sera  déterminée  si  l'on  dit 
qu'il  est  à  20  mètres  à  droite  du  point  O,  ou  à  i5  mètres 
à  gauche  de  ce  point. 

Supposons  que  Ton  rapporte  divers  événements  à  une 
époque  fixe.  L'époque  d'un  de  ces  événements  sera  connue 
sans  ambiguïté  si  Ton  donne  la  grandeur  de  l'intervalle 
qui  le  sépare  de  l'époque  fixe,  et  en  même  temps  si  l'on 
marque  par  les  mots  avant  ou  après  que  cet  événement 
a  précédé  ou  suivi  l'époque  fixe. 

On  voit,  par  ces  deux  exemples,  que  certaines  gran- 
deurs ne  sont  pas  complètement  déterminées  par  leur 
valeur  absolue;  il  faut  y  joindre  la  désignation  d'une 
certaine  manière  d'être  qu'on  nomme  leur  sens  et  qui, 
dans  le  langage  ordinaire,  s'exprime  par  les  mots  à  droite, 
à  gauche  gavant,  après;  au-dessus,  au-dessous  et  autres 
analogues. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  prendrons  surtout  pour  exemple 
les  dislances  comptées  sur  une  même  droite  à  partir  d'un 
certain  point;  mais  on  verra  sans  peine  que  ce  que  nous 
dirons  s'appliquera  à  toutes  les  grandeurs  susceptibles 
d'affecter  deux  sens  complètement  opposés.  D'ailleurs, 
loute  grandeur  peut  être  assimilée  à  une  distance,  et  c'esî 
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ce  que  Ton  fait  souvenu  même  clans  le  langage  ordinaire, 
où  la  plnpail  des  expressions  relatives  au  temps  sont  era- 
pruniées  à  la  notion  d'espace. 

3.  Cela  posé,  les  Mathématiques  ayant  pour  but  l'étude 
des  grandeurs,  on  comprend  que  cette  étude  sera  d'autant 
plus  parfaite  que  les  grandeurs  seront  représentées  non- 
seulement  dans  leur  valeur  numérique,  mais  encore  dans 
le  sens  (ju'elles  affectent.  L'Algèbre  devra  donc  avoir 
des  signes  pour  exprimer  ce  qui,  dans  le  discours,  se 
rend  par  les  mots  a  droite,  à  gauche  ;  au-dessus,  au-des- 
sous, etc. 

Les  signes  destinés  à  cet  usage  devront  être  très-simples 
et  généraux,  c'est-à-dire  exprimer  l'idée  commune  aux 
mots  que  nous  venons  de  citer,  mais  en  la  dégageant  de 
tout  ce  qui  se  rapporte  à  une  grandeur  spéciale. 

Or,  ce  double  caractère  de  simplicité  et  de  généralité  se 
retrouvant  dans  les  signes  -h  et  —  qui  désignent  déjà  les 
deux  modifications  opposées  que  l'on  peut  concevoir  dans 
une  grandeur,  savoir  l'augmentation  et  la  diminution,  ce 
sont  ceux  que  nous  adopterons  désormais  pour  représen- 
ter les  deux  sens  dont  certaines  grandeurs  sont  suscep- 
tibles. 

4.  Voici  maintenant  comment  ou  procédera  quand  il 
s'agira  de  distances  comptées  sur  une  même  ligne.  On 
verra  sans  peine  ce  qu'il  faudrait  faire  dans  des  cas  ana- 
logues. 

Toutes  les  distances  comptées  à  partir  d'un  certain 
point  ou  origine  O,  et  dans  un  sens  convenu,  de  gauche 
à  droite  par  exemple,  seront  représentées  par  leur  valeur 
numérique  précédée  du  signe  -H,  et  toutes  les  distances 
comptées  dans  le  sens  opposé  seront  représentées  par  leur 
valeur  numérique  précédée  du  signe  — . 

Ainsi,  -h  5  désignera  une  distance  de  5  unités  comptée 

22. 
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à  droite  du  poitit  O,  el  — 5  une  distance  égale  à  Ja  pre- 
mière, mais  comptée  à  gauche  de  ce  point. 

La  distance  considérée  aura  donc  une  expression  com- 
posée :  1°  d  un  nombre  qui  indique  son  rapport  à  l'unité 
et  que  Ion  nomme  sa  valeur  absolue  ou  numérique; 
2°  du  signe  H-  ou  du  signe  —  qui  indique  le  sens  de  la 
grandeur.  La  dislance  est  dite  positive  dans  le  premier 
cas,  et  négative  dans  le  second.  » 

Dans  ces  expressions  composées,  les  signes  -h  et  — , 
suivant  l'heureuse  remarque  de  Cauchy,  sont  comme 
des  adjectifs  qui,  sans  détruire  la  signification  propre  des 
substantifs  auxquels  ils  sont  joints,  y  ajoutent  seulement 
une  idée  de  relation. 

On  se  contente  quelquefois  d'énoncer  la  valeur  absolue 
des  quantités  positives-,  mais  le  signe  +  doit  être  sous- 
entendu. 

Quoique  l'expression  complète  d'une  grandeur  se  com- 
pose d'un  nombre  et  d'un  signe,  rien  n'empêche  de  la 
représenter  encore  par  une  seule  lettre.  Ainsi  une  gran- 
deur, dont  a'  est  la  valeur  absolue  et  qui  affecte  le  sens 
que  l'on  convient  de  désigner  par  le  signe  — ,  peut  être 
représentée  par  la  seule  lettre  a,  en  posant 


5.  Deux  grandeurs  affectées  de  signes  sont  égales  lors- 
qu'elles ont  à  la  fois  la  même  valeur  nimiérique  et  le 
même  signe.  Elles  ue  sont  égales  qu'en  valeur  absolue 
lorsque  la  première  condition  est  seule  remplie. 

Une  distance  a  est  dite  plus  grande  ou  plus  petite 
qu'une  distance  b  qui  a  la  même  origine,  suivant  que  la 
première  se  termine  à  droite  ou  à  gauche  de  la  seconde, 
en  supposant,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  que  les 
distances  soient  comptées  positivement  de  gauche  adroite. 

La  relation  d'inégalité  s'exprime  par  les  signes^  : 
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a^  b  signilîe  que  a  est  plus  grand  que  b\  a  <^b  signi- 
fie le  contraire. 

On  voit,  par  notre  définition,  que  les  mots  plus  grand 
que,  plus  petit  que  se  rapportent  plutôt  à  la  situation 
qu'à  IV'tendue.  On  ne  devra  donc  pas  être  étonné,  si  une 
inégalité  relative  aux  valeurs  numériques  de  deux  gran- 
deurs se  trouve  quelquefois  renversée  quand  on  a  égard 
à  leurs  signes. 

En  eÛét,  soient  a  et  b'  les  valeurs  numériques  de  a 
et  de  A,  et  supposons 


SI  1  on  a 


a 

= 

-i- 

a 

a 

= 

+ 

a' 

a 

:^ 



a 

b  = -\- b\      on  aura  n'^b, 

b  =  —  b',            »  a^  b, 

b  =  -{-b',            »  «<è, 

a  =  —  a',      b  z=  —  b',            »  a  <^  b. 

Ainsi,  de  deux  quantités  négatives,  la  plus  petite  est 
relie  qui  a  la  plus  grande  valeur  absolue. 
Si  b'  =  o  el  a  =  —  a\  on  aura 


Une  quantité  négative  est  donc  moindre  que  zéro. 

Les  mots  plus  grand  que  zéro,  plus  petit  que  zéro,  ont 
ici  le  même  sens  (|ue  les  mots  au-dessus  de  zéro,  au- 
dessous  de  zéro,  employés  pour  désigner  des  tempéra- 
tures supérieures  ou  inférieures  à  une  température  ini- 
tiale. 

6.  L'introduction  des  quantités  positives  et  négatives 
dans  le  calcul  demande  aussi  que  l'on  étende  la  significa- 
tion primitivement  attribuée  aux  principales  opérations 
de  l'Aritlimétiquc. 

Ajouter  une  dislance  h  à  unv  distance  a,  ce  sera  porter 
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la  première  à  la  suite  de  la  seconde  dans  le  sens  indiqué 
par  son  signe.  La  somme  sera  la  distanee  qui  sépare  Tori- 
sriiîe  de  a  de  l'extrémité  de  h. 

O 

Retrancher  ^  de  a,  ce  sera  ajouter  b  changé  de  signe  à 
la  distance  représentée  par  a. 

Les  exemples  suivants  feront  comprendre  l'emploi  et 
la  convenance  de  ces  locutions. 

Un  courrier  se  mouvant  sur  la  droite  AB,  à  partir  du 
point  O,  a  parcouru  d'abord  5  kilomètres  dans  le  sens  AB, 
et  ensuite  3  kilomètres  dans  le  même  sens  :  à  quelle 
distance  du  point  O  se  trouve-t-il? 

Réponse  :  à  8  kilomètres  à  droite  du  point  O. 

Si  nous  convenons  de  considérer  les  espaces  parcourus 
dans  le  sens  AB  comme  positifs,  le  résultat  précédent 
s'exprimera  par  l'égalité  suivante  : 

(-t-5)-i-(+3)  =  +  8. 

Si  le  sens  de  la  vitesse  avait  été  contraire,  le  résultai 
se  serait  exprimé  par  l'égalité 

(-5)-f-(-3)==-8. 

D'où  l'on  voit  que  deux  grandeurs  de  même  signe 
étant  ajoutées  donnent  un  résultat  de  même  signe  et 
dont  la  valeur  absolue  est  égale  à  la  somme  arith- 
métique des  'valeurs  absolues  de  ces  grandeurs. 

Supposons  maintenant  que  le  courrier,  ayant  parcouru 
5  kilomètres  dans  le  sens  AB,  vienne  à  parcourir  ensuite 
8  kilomètres  dans  le  sens  contraire.  Il  est  clair  qu'il  re- 
viendra au  point  O,  et  ensuite  parcourra  3  kilomètres  à 
gauche  de  ce  point.  L'ensemble  des  chemins  parcourus 
équivaudra  donc  à  3  kilomètres  parcourus  à  gauche,  ce 
que  nous  exprimerons  ainsi  : 

(  +  5) +  (-8)  =  -3; 
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ou  aurait  de  m(':nic 

(-5)-(-(H-8)  =  -^3. 

D'où  l'on  voit  que  la  somme  algébrique  de  deux  quan- 
tités de  signes  différents  est  égale  à  la  dijjérence  arith- 
métique de  leurs  -valeurs  absolues,  et  doit  être  affectée 
du  signe  de  la  plus  grande. 

Le  lecteur  trouvera  facilement^  dans  le  même  ordre 
d'idées,  des  exemples  de  soustraction,  et  verra  que  la  sup- 
pression ou  soustraction  d'un  chemin  parcouru  dans  un 
sens  équivaut  à  l'addition  du  même  chemin  parcouru 
dans  l'autre  sens.  En  résumé,  les  principes  relatifs  à 
l'addition  et  à  la  soustraction  algébrique  des  monômes 
s'exprimeront  par  les  identités  suivantes,  où  a  ci  b  dé- 
signent des  valeurs  absolues  : 

-ha)  -^  {~\-b)=z-{-  [a  +  b], 

-h  a)  -h  {—  b)  =  -h  {a  —  b)  =  —  {b—a), 

-h  a)  -  {-h  b)  =  -h  {a  —  b)  =z  —  {b  —  a), 

-{-  a)  —  {—  b)  =  -h  {a  -h  b), 

_„)  _  (_^,)==H_  (/,_.«). 

6.  Les  règles  de  la  multiplication  dérivent  tout  natu- 
rellement de  celles  de  l'addition. 

Supposons  qu'un  courrier  fasse  5  fois  3  kilomètres  dans 
le  sens  AB,  il  est  clair  qu'il  aura  parcouru  on  défiaitivc 
i5  kilomètres  dans  le  sens  AB.  Ou  aura  donc 

(+3)x(-+-5)  =  -f-i5, 

ou  aurait  de  même 

(-3)X(-4-5)  =  -i5i. 

Si,  le  môme  courrier  étant  supposé  se  mouvoir  depuis 
un  temps  indéflui,  on  vient  à  supprimer  5  fois  3  kilo- 
mètres parcourus  dans  un  sens,  il  est  clair  que  cela  équi- 
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vaudra  à  i5  kiloiriètres  parcourus  dans  le  sens  opposé. 
Par  conséquent 

(-}-3)X  i-5)=-i5, 

[—  3)  X  (—5)  =  H-  i5, 

et  l'on  voit  que  les  règles  des  signes  sont  les  nicnies  pour 
les  quantités  positives  et  négatives,  quand  elles  sont  iso- 
lées, que  pour  les  termes  additifs  ou  soustractifs  des  po- 
lynômes. La  mémo  conclusion  s'applique  à  la  division 
des  mojiôines  afl'eclés  de  signes. 

7.  Si  l'on  considère,  dans  un  polynôme,  les  différenls 
termes  comme  comprenant  à  la  fois  leur  valeur  absolue 
et  leur  signe,  le  polynôme  pourra  être  assimilé  à  une 
somme,  et  les  diverses  lègles  pourront  être  ramenées  à 
un  moins  grand  nombre,  qui  sont  les  suivantes  : 

1°  On  ajoute  un  polynôme  à  un  aulre  en  ajoutant  au 
second  successivement  tous  les  termes  du  premier. 

2°  On  retrancbe  un  polynôme  d'un  autre  en  retran- 
chant successivement  du  second  tous  les  termes  du  pre- 
mier. 

3°  On  multiplie  deux  polynômes  entre  eux  en  ajoutant 
tous  les  produits  des  termes  du  premier  multipliés  par 
les  termes  du  second. 

Un  peu  d'attention  montrera  au  lecteur  que  ces  énon- 
cés, en  attribuant  aux  mots  ajouter ^  retrancher,  etc.,  leur 
signification  algébrique,  conduisent  aux  mêmes  résultats 
que  ceux  auxquels  on  est  parvenu  en  traitant  à  part  la 
valeur  absolue  des  termes  et  leur  signe. 

Il  suit  encore  de  là,  et  c'est  une  consécjuence  naturelle, 
que  toutes  les  transformations  que  nous  faisons  subir  aux 
équations  pour  les  résoudre  s'appliquent  encore  au  cas 
où  les  lettres  désignent  des  nombres  affectés  de  signes. 
Une  quantité  négaiive  donnée  par  la   résolution  d'une 
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équation  y  satisfera  donc  en   olïectuai)i    les    opérations 
d'après  les  règles  que  nous  vt-nons  diiuliquer. 

8.  Voyons  maintenant  quel  avantage  nous  pouvons 
retirer  de  l'emploi  des  quantités  positives  et  négatives. 

Dans  les  questions  de  pur  calcul,  cet  avantage  consis- 
tera à  ramener  à  un  même  type  toutes  les  expressions 
algébriques  de  même  forme,  c'est-à-dire  celles  qui  ne  dif- 
fèrent que  par  le  signe  de  quelques-uns  de  leurs  termes. 
Toutes  les  équations  du  premier  degré  à  une  inconnue  se- 
ront comprises  dans  la  forme  ax=.  h  5  toutes  celles  qui  ren- 
ferment deux  inconnues,  dans  la  forme  ax-^bj=:  c,  etc., 
tandis  qu'il  aurait  fallu  sans  cela  considérer  autant  de  cas 
que  les  signes  des  termes  peuvent  présenter  de  combinai- 
sons distinctes. 

Si  l'on  s'interdisait  l'emploi  des  quantités  négatives, 
on  serait  arrêté  à  chaque  instant  dans  les  transfoi  mations. 
On  ne  pourrait  faire  passer  un  terme  d'un  membre  dans 
un  autre,  multiplier  ou  diviser  par  une  différence 
a  —  Z>,  etc.,  avant  d'être  assuré  que  les  soustractions  in- 
diquées peuvent  s'effectuer.  Non-seulement  il  faudrait 
distinguer  autant  de  cas  particuliers  que  l'on  peut  former 
de  combinaisons  en  faisant  varier  les  signes,  mais  encore 
ces  cas  se  subdiviseraient  eux-mêmes  en  plusieurs  autres 
selon  la  grandeur  relative  des  quantités  dont  le  calcul 
conduirait  à  piendre  la  différence. 

9.  Les  avantages  que  l'on  retire  des  quantités  isolées 
affectées  d'un  signe  résultent,  dans  les  problèmes,  de  la 
possibilité  de  traitei"  par  le  même  raisonnement  et  par 
la  môme  formule  toutes  les  ([ueslions  qui  ne  diffèrent  que 
par  le  sens  des  diverses  grandeurs  que  l'on  y  considère. 

Exemple.  —  Un  courrier  est.  supposé  se  mouvoir  sur 
une  droite  AB,  depuis  un  temps  indéfini,  avec  une  vitesse 
dont  la  grandeur  et  la  direction  sont  connues.   A  une 
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certaine  époque,  il  se  trouvait  au  point  O.  On  demande 
quelle  est  la  distance  qui  le  sépare  du  point  O  à  une 
autre  époque  donnée. 

Soit  t  la  valeur  algébrique  du  temps  qui  sépare  les 
deux  époques,  c'est-à-dire  le  nombre  d'heures  comprises 
dans  cet  intervalle,  nombre  affecté  du  signe  -4-  ou  du 
signe  — ,  suivant  que  l'époque  considérée  est  postérieure 
ou  antérieure  à  l'époque  initiale. 

Soit  V  la  valeur  algébrique  de  la  vitesse,  c'est-à-dire  le 
nombre  de  kilomètres  parcourus  dans  une  heure,  nombre 
affecté  du  signe  4-  ou  du  signe  — ,  suivant  que  la  vitesse 
est  dirigée  de  gauche  à  droite  ou  dans  le  sens  contraire. 

Il  est  d'abord  visible  que  la  distance  inconnue  est  tou- 
jours représentée  en  valeur  absolue  par  le  produit  vt.  Je 
dis  que  le  signe  de  ce  produit  en  représente  aussi  le  sens. 

En  effet,  si  le  courrier  marche  vers  la  droite,  et  que 
l'époque  donnée  soit  postérieure  à  l'époque  initiale,  le 
produit  vt  sera  positif  5  mais  la  distance  cherchée  est  bien 
à  droite  du  point  O.  Son  signe  sera  donc  celui  de  vt. 

Si  le  courrier  marche  vers  la  droite  et  que  l'époque 
donnée  soit  antérieure  à  l'époque  fixe,  le  produit  vt  sera 
négatif;  mais  la  distance  cherchée  est  alors  à  gauche  du 
point  O.  Son  signe  est  donc  encore  celui  de  vt. 

Si  le  courrier  marche  vers  la  gauche  et  que  l'époque 
donnée  soit  antérieure  à  l'époque  initiale,  le  produit  vt 
sera  négatif  :  la  distance  cherchée,  étant  évidemment  à 
gauche  du  point  O,  a  donc  le  signe  de  vt. 

Si  le  courrier  marche  vers  la  gauche  et  que  t  soit  néga- 
tif, le  produit  vt  est  positif,  et  c'est  encore  le  signe  qui 
convient  à  la  distance  cherchée. 

On  conclut  de  là  qu'en  appelant  x  la  valeur  algébrique 
de  cette  distance,  on  a  dans  tous  les  cas 
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Problème  des  courriers  géncralisé. —  Reprenons  main* 
tenant  le  problème  du  n"  04  et  avec  les  mêmes  notations, 
mais  en  laissant  indéterminé  le  sens  des  vitesses,  et  en 
supposant  que  les  lettres  b,  c,  x,  y  représentent  les  va- 
leurs algébriques  des  quantités  considérées. 

Cela  posé,  soit  t  la  valeur  algébrique  du  temps  qui 
sépare  l'époque  de  la  rencontre  de  l'époque  initiale  où 
les  deux  courriers  étaient  simultanément  l'un  en  A, 
l'autre  en  B.  A  étant  l'origine  de  la  distance  nommée  x 
et  B  l'origine  de  la  distance  nommée  j^,  comptons  les  x 
positivement  dans  le  sens  AB  et  les  j'  positivement  dans 
le  sens  BA,  ce  qui  détermine  le  signe  de  chaque  vitesse 
d'après  son  sens.  On  aura,  d'après  le  problème  précédent 
et  dans  tous  les  cas, 

X  ^=  bt,     y  ^=  et, 
d'où 

(0  f  =  ^- 

oc 

D'un  autre  côté,  ou  s'assurera  facilement,  en  exami- 
nant les  diverses  positions  relatives  du  point  de  rencontre 
et  des  points  A  et  B,  que  l'on  a  toujours,  en  tenant 
compte  des  signes, 

(2)  x-^xz=a. 

Les  équations  (i)  et  (2)  sont  donc  les  équations  les 
plus  générales  du  problème.  On  en  tirera  les  formules 


ab 


b 


y 


qui  résoudront  ce  problème,  quelles  que  soient  les  hvpo- 
ihèses  faites  sur  le  sens  des  vitesses  données. 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  que  l'emploi  des 
signes  +  et  —  permcit  d'atteindre  à  un  liant  degré  de 
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généralité.  Nous  remarquerons  que  l'on  suit  quelquefois 
une  marclie  inverse.  On  établit  les  formules  pour  une 
liypolhèse  particulière  faite  sur  le  sens  des  grandeurs-, 
on  fait  voir  ensuite  qu'elles  s'étendent  à  tous  les  cas. 

10.  La  plupart  des  difficultés  auxquelles  ont  donné 
lieu  les  quantités  négatives  viennent  de  ce  qu'on  a  sou- 
vent confondu  leur  rôle  comme  symbole  d'impossibilité 
avec  celui  qu'elles  remplissent  quand  elles  servent  à  mar- 
quer un  certain  état  des  grandeurs. 

On  serait  peut-être  moins  exposé  à  tomber  dans  cette 
confusion  d'idées,  si,  prenant  en  considération,  au  début 
de  l'Algèbre,  le  double  aspect  des  grandeurs  (valeur  nu- 
mérique et  sens),  on  établissait  dès  lors  les  diverses  con- 
ventions nécessaires  pour  en  tenir  compte  dans  le  calcul. 
L'esprit,  naturellement  frappé  du  principal  rôle  des  quan- 
tités négatives,  verrait  bien  qu'elles  ne  sont  qu'acciden- 
tellement des  caractères  d'impossibilité,  et  qu'en  cela  elles 
ne  se  distinguent  pas  des  quantités  positives  (*). 


KOTE  SLR  DEIX  THÉORÈMES  DE  STIRM  ET  D'OSTROGDSKI  5 

Par  m.   DESBOVES. 


Le  théorème  de  Sturm  relatif  à  la  résolution  des  équa- 
tions numériques  s'applique  sans  modification  au  cas  des 
racines  égales,  seulement  il  ne  fait  pas  connaître  en  même 
temps  l'ordre  de  multiplicité  de  la  racine  calculée.  Mais, 
sans  avoir  recours  à  la  théorie  des  racines  égales,  on  peut 


(  *  )  On  peut  lire  de  judicieuses  réflexions  sur  ce  sujet  dans  une  Note  de 
M.  Abel  Transon,  insérée  aux  Nouvelles  Annales  de  Mathcniatiqties,  t.  111, 
p.  3i8,  année  i844- 
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délerminer  rordrc  de  multiplùilé  par  le  ihéoiètiic  sui- 
vant, du  à  Sturm. 

Théorème.  —  Divisez  la  Jonction ^  premier  membre 
de  réquation  donnée,  et  la  dériwée  de  ceiLe  fonction^ 
par  leur  plus  grand  commun  diviseur,  substituez  la  ra- 
cine de  Vèquation  donnée  dans  le  second  quotient  et 
dans  la  dérivée  du  premier^  le  quotient  des  deux  nombres 
obtenus  sera  égal  à  V ordre  de  multiplicité  delà  racine. 

Démonstration.  — Soient  X  la  fonction  donnée  5  X'  sa 
dérivée*,  I)  leur  plus  grand  commun  diviseur 5  Q  et  Q, 
les  quotients  oLtenus  en  divisant  X  et  X'  par  D5  on  a 

X  =  DQ,     X'  =  DQ„     d'où     |^  =  Y" 
a  étant  une  racine  de  l'ordre  de  multiplicité  /?,  on  pose 

d'où 

X'  =/-'(x  —  n)P-'(iX  -J-  (^  —  a)Pts^' x\ 

par  suite, 

Q, pfox  -h  {x  —  a)  'jf  X 


Q  {^x  —  a)vjX 

Celle  dernière  équation  peut  s'écrire 

X  —  a  cpx 

En  Y  faisant  x=^a^~^ —  devient,   comme  on   sait, 
•'  X  —  a 

égal  au  résultat  de  la  subslilutlon  de  a  à  la  place  de  x  dans 

la  dérivée  Q'  du  polynôme  Q,   et  le  second  membre  se 

réduit  à  p.  Si  donc  on  désigne  par   (Q,)a,    (Q')«  les 

résultats  de  la  substitution  de  a  à  la  pl;icc  de  x  dans  Qi 
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el  Q',  on  a 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Théorème  d'Ostkogdski.  —  L'égalité  précédente  mon- 
tre que  l'équation  Qi  —  y7Q'=o  est  satisfaite  par  une 
racine  quelconque  a  de  l'ordre  de  multiplicité  p  ;  le  po- 
lynôme Qi  —  P  Q'  est  donc  divisible  par  tous  les  facteurs 
binômes  correspondants  aux  racines  de  l'ordre  de  multi- 
plicité jy. 

Mais,  comme  on  va  le  voir,  le  même  polynôme  n'est 
pas  divisible  par  les  facteurs  correspondants  aux  racines 
d'un  autre  ordre  de  multiplicité  q.  En  effet,  les  racines 
de  l'ordre  q  doivent  satisfaire  à  l'équation 

Q,-9Q'=:o; 
si  elles  satisfaisaient  en  même  temps  à  l'équation 

Q,-/.Q'=o, 

elles  seraient  racines  par  cela  même  de  l'équation 

Q,  =  o; 

mais  cela  est  impossible,  puisque  cette  dernière  équation 
ne  contient  aucune  des  racines  de  l'équation  proposée.: 

D'autre  part,  nous  n^marquor.s  ([uc  Q  est  le  produit  d(î 
tous  les  facteurs  binômes  coircspoiidants  à  toutes  les  ra- 
cines de  l'équation  proposée,  mais  pris  à  la  première 
puissance.  Donc^  en  (galant  à  zéro  le  plus  i^raiid  com- 
mun diviseur  entra  Q  et  Qj  — /^Q'?  on  aura  V équaiion 
dont  les  racines  sont  toutes  celles  de  l'ordre  de  multipli- 
cité p,  mais  prises  chacune  une  fois.  C\!Sl  le  théorème 
d'Ostrogdsli. 
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NOTE  SIU  LA  SIMPLIFICATION'  ET  LA  VÉUIFICATION  DES 
CALCULS  RELATIFS  Ali  TIÎÉOUÈME  DE  STIRM 

(  voir  p.  240)  ; 

Par  m.   HOUSEL. 


Si  l'on  substitue  des  unités  dans  l'équation  proposée 
par  Siurm 

X  :=  ioj:'  —  5j:'  —  'jGx^  -h  58x  —  1 1  =  o, 

on  voit  d'abord  qu'il  y  a  une  racine  négative  comprise 
entre  —  a  et  —  3  :  on  reconnaît  même  qu'il  n'y  en  a  pas 
d'autre  ;  car,  si  l'on  change  x  en  — x,  l'équation  se  divise 
en  deux  parties  consécutives  de  signe  différent. 

Ou  oliserve  aussi  qu'il  y  a  une  racine  positive  entre 
2  et  3.  Quant  aux  deux  autres,  on  peut  en  soupçonner  la 
réalité  à  cause  du  théorème  de  RoUe,  car  l'équation  dé- 
rivée 

X'  =  ^OX^  —  i5j:-  —  l52X  -\-58z=  o 

a  une  ra(àne  comprise  entre  o  et  i  ;  or,  si  les  quatre  ra- 
cines de  X  =  o  sont  réelles,  on  sait  que  les  deux  der- 
nières sont  aux  environs  de  cette  valeur;  mais  le  tliéo- 
rème  de  Sturm  peut  seul  montrer  d'avance  qu'en  effet 
ces  racines  existent,  et  même  qu'elles  sont  aussi  comprises 
entre  o  et  i. 

Cependant  la  substitution  des  dixièmes,  des  centièmes 
et  même  des  millièmes  ne  suffit  pas  pour  les  séparer. 
Mais  comme  on  s'aperçoit  que  les  valeurs  de  X  sont  plus 
petites  pour  x  =  o,38  et  x  =  o,382  qui  donnent  succes- 
sivement 

X  =  —  0,0002464     et     X  =  —  0,00000070224, 


(  352  ) 
on  voil  que  c'esl  aux  environs  de  ces  valeurs  qu  il  faudra 
substituer  d'abord  des  millièmes,  puis  des  dix-millièmes. 
Eu  effet, 

X  =  0,3819 

donne 

X  =  0,000001006951376. 

On  trouvera  de   même  que  l'autre  racine   est  comprise 
entrée, 3817  eto,38i8. 

Du  reste,  cette  équation  en  particulier  est  facile  à  ré- 
soudre si  l'on  songe  à  décomposer  le  polynôme  du  qua- 
trième degré  en  facteurs  rationnels  du  second  ;  on  a 
alors 

lo.r'  —  5x"  —  762-  +  58.r  —  I  I 

=  (x^  —  3x  -4-  I  )  (  lOx''  -\~  Q.5x II), 

ce  qui  donne  les  quatre  racines 

a:,  r=  2,6l8o3,      Jr:=  0,38196, 

^-3  =  0, 38172,     Xi  =  —  2,88172. 

Pour  venir  à  l'objet  de  celte  Note,  observons  que  la 
meilleure  réponse  à  faire  aux  objections  sur  la  difficulté 
des  calculs  qu'entraîne  la  métbode  de  Sturm  consiste 
assurément  à  donner  un  moyen  de  les  simplifier,  et  sur- 
tout de  les  vérifier. 

\  oici  comment  y  parvenait  feu  M.  Binet,  professeur 
au  collège  Bourbon,  actuellement  lycée  Bonaparte.  11 
suflit  de  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Sil'oJi  dà'ise  un  poljîiôme 

A  =  «j:'"  -\-  bx'"-'  -+-  ex'"--  -+-  (W"-^  H-  .  .  . 

l'cir  un  autre  polynôme 

B  =  a'x"-'  +  b'  X"'-'  -+-  c'x"'-^  -h  d'x'"-'  -{-..., 

dû  Ht  le  dci^rc  csi  infcrieur  d^u/ie  unilc^  le  facteur  a'^  ^ 
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gue  Ion  introduit  pour  faciliter  la  division,  se  retrouve 
dans  le  second  j'este  R'  obtenu  en  divisant  B  par  le  pre- 
mier reste  R. 

En  faisant  la  division  indiquée  par 

fl'^A=:BQ  +  R, 
on  trouve 

Q  =z  aa  .r.  -\-  a'  b  —  nb'  ; 
soit 

R  =  a"x"'-''  -t-  b":ïf-^  4-  .  .  . , 

on  a  aussi 

a"  =  a'{n'c  —  nc')  —  b'{n'b  —ab') 
et 

b"  z=  a'{a'd  —  ad')  —  c' [a' b  —  ab'). 

La  seconde  division  est  indiquée  par 

a"'n  =  Q'R  -f-R' 
en  posant 

Q' =^  a  a" X -h  a"  b' —  n' b'\ 

On  a 

R'  =  a"m  _  Q'R  zzr  —  «'-Q'A  H-  B{a"'  -f-  QQ'). 

Par  conséquent,  le  théorème  de  M.  Binet  sera  démon- 
tré si  l'on  fait  voir  que  a"^-i-QQ' est  divisible  par  a'*. 
Or,  on  a 

«'"  -h  QQ'  =  [a'  {a'c  —  ne')  —  b'  [a'  b  —  ab')Y 

-{-[aa'x  -ha'b-  ab'][n'a"x  -4-  a" b'  —  a'b"). 

En  développant  le  second  membre,  nous  laisserons  de 
côté  les  termes  où  se  trouve  le  facteur  a'*,  tels  que 

a'-'{n'c—  ac'y     et     a'^'x^aa". 

Les  termes  en  x  seront 

a'x[a{a"b'  —  a'b")  ■+-  a" [a' b  —  nb')]; 
Ann.  de  Mothrmat.,  2*  série,  t.  VI.  (AoiU  1867.)  23 
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on  pourra  aussi  les  mettre  de  côté,  puisque  ceux  qui  ne 
contiennent  pas  a'-  se  détruisent.  Il  reste  donc,  en  sup- 
primant encore  le  facteur  commun  a' b  —  ab' ^  la  quantité 

h'-[a'b  —  ab')  —  Q.a' b' [a' c  —  ac')  +  a" b'  —  a  b" . 

Dans  a" b'  —  a'  h" .^  supprimant  encore 

—  a''^[a'  d  —  nd')^ 
il  reste 

b''-{a'  b  —  ab'  )  —  -xa'  h'  [a!  c  —  ac')  -\-  a'b'[a'c  —  ac) 
—  b'?{a'  b  —  ab')  +  a'c'{a'b  —ab'), 

ce  qui  revient  à 

—  a'b'{a'c  —  ac')  -h  a' c' {a'  b  —  nb')  =:  a"{bc'  —  b' c). 

On  voit  enfin  que  R'  est  divisible  par  a'-. 

Comme  a'  et  a"  n'ont  point,  en  général,  de  facteur 
commun,  la  suppression  du  facteur  a'^  dans  R'  n'empê- 
chera pas  R"  d'être  divisible  par  a"^. 

Ce  théorème  est  toujours  vrai,  même  quand  B  n'est  pas 
la  dérivée  de  A.  Du  reste,  voici,  dans  l'exemple  cité,  les 
polynômes  de  Sturm,  simplifiés  par  le  théorème  de 
M.  Binet: 

X  =  lo^^  —  5x^ —  76.^2  +  58cr  —  II, 

X'  =  4oa:'—  i5-r'—  i52ar  +  58, 

Xi  =  I23i  .r^  —  1240a:  +  294, 

Xj  =6443876.r  —  2460539  (après division  par  82  ==:  2-4'), 

X3=  io65  (après  division  par  i5i536i  ■=  (i23i)'. 
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DISCUSSION  DE  l'ÉQUATIOIV 

Oui  donne  les  plans  principaox  d'une  surface  du  second  degré; 

Par  m.  Ch.  FORESTIER, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Toulouse. 


On  sait  que  les  équations  suivantes  déterminent  la  di- 
rection des  cordes  principales  et  les  plans  diamétraux 
principaux  de  la  surface 

Kx^  -f-  k'j^  H-  A" 2'  +  2Rjz  +  aB'xz  -+-  2B"xj 

+  2Cjr-f-2C'j4-  2C"=-|-D=rO: 

(A  — S)a-+-B"p-f-B'7  =  o, 
B"a-f-(A'  — S)p  +  B7=:o, 
B'a  +  Bp-f-(A"  — S)7=o, 
(S-A)(S  — A')(S- A")  — B=(S-A) 

—  B'»(S  —  A')  —  B'"(S  —  A")  —  o.BB'B"  =  o, 
S[a.rH-pj+7s]  -+-CaH-C'p-f-C"7  =  0. 

Supposons  d'abord  qu'aucun  des  coefficients  B,  B',  B" 
ne  soit  nul. 

I. 

U équation  en  S  a  ses  trois  racines  réelles. 

Cette  équation  peut  s'écrire  : 

I  (S-A"1[(S-A)(S-A')-B'"] 

\        — B=(S  — A)  — B'2(S  — A')- 2BB'B"  =  o. 

Prenons  l'équation  auxiliaire 

(2)  (S  — A)(S  — A')  — B"=  =  o. 

Elle   a  SCS  racines   réelles,  l'une  inférieure  et  1  autre 

23. 
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supérieure  à  A  et  A'.  Désignons-les  par  a  et  b,  et  soit 

Pour  une  valeur  de  S  tirée  de  (2),  on  a 


S -A' 


S  — A' 


et  le  résultat  de  la  substitution  dans  (1)  se  réduit  à 


[B(S- A)-+-B'B"p, 


S  — A 


de  sorte  que  pour  8  =  «,  le  résultat  est  positif,  et  pour 
S=  ^,  négatif.  Les  quatre  quantités  — 00  ,  «,  ^,  +co 
séparent  les  trois  racines  de  l'équation  (i)  (*). 

II. 

Conditions  pour  que  Véquation  en  S  ait  deux  racines 

égales. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  sont  que  l'une 
des  racines  de  l'équation  auxiliaire  soit  racine  de  l'équa- 


(")  Cet  ingénieux  moyen  de  séparer  les  racines  de  l'équation  en  s  et 
d'établir  leur  réalité  est  dû,  comme  on  sait,  à  M.  Canchy.  En  modifiant 
lin  peu  la  démonstration,  M.  Forestier  l'a  encore  simplifiée,  particulière- 
ment en  ce  qui  concerne  les  conditions  de  l'égalité  de  deux  des  racines. 
Les  coefScienls  d'une  équation  dont  deux  racines  ont  la  même  valeur  ne 
sont  assujettis  qu'à  remplir  >ine  seule  condition  qui  est  pour  le  troisième 
degré 

S„    S,    S, 

s,   s,  Sj 

s,  s,  s, 

en  désignant,  d'une  manière  générale,  par  S„,  la  somme  des  m"""'  puis- 
sances des  racines.  Mais,  dans  le  cas  actuel,  cette  équation  de  condition 
se  décompose  en  deux  autres  {voir  Tarticle  de  M.  Mathieu,  p.  177). 
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lion  (i)  el  de  sa  dérivée-,  ce  qui  donne  iminédialement 

B(S  — A)+B'B"  =  o, 

(S— A)(S  — A')  — B"^  =  o, 

(S  -  A")  [(S  _  A)  +  (S  -  A')]  -  B^  —  B"  --=  o. 

D'où  l'on  déduil 

B'B"  KR"_A''       »«' 

S  =  A--^=:A--^-A    -— . 

m. 

Lorsqu'on  porte  dans  les  trois  équations  en  a,  |3,  y 
une  valeur  de  S,  racine  double  de  l'équalion  (i),  ces  trois 
équations  se  réduisent  à  une  seule  qui  est 

a  p  7 

B-^ïï-'-^B"  =  "' 

La  surface  a  une  infinité  de  cordes  principales  paral- 
lèles à  un  même  plan  et  une  infinité  de  plans  principaux. 
On  montre  que  tous  ces  plans  se  coupent  suivant  une 
même  droite,  et  que  la  surface  est  de  révolution  autour 
de  celte  droite.  Mais  si  l'on  porte  dans  ces  trois  équations 
une  valeur  de  S,  racine  simple  de  l'équation  (i),  elles  se 
réduisent  à  deux  distinctes,  qui  déterminent  une  direc- 
tion de  cordes  principales.  En  eflet,  si  elles  devenaient 
identiques,  on  aurait 

A  —  S  _      B'^      _  B'        A  —  S  _  B^  _       B' 
^B'"~~  A'  — S""  b'      "   B'      ~¥""A"  — s' 

d'où 

S  =  A--g-_A  -^_A    --g^. 

Donc  cette  valeur  de  S  serait  racine  double,  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse. 
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IV. 

Lorsque  B"  =  o,  la  discussion  se  fait  avec  plus  de  fa- 
cilité. 

L'équation  (i)  se  réduit  à 

(3)    (S  —  A)  (S  —  A')(S  —  A")  —  B^(S  —  A)  —  R'=(S  —  A')  =  o, 

et  l'équation  auxiliaire  à  (S  —  A}  (S  —  A')  =  o,  soit 
A<A'. 

Les  quatre  quantités  — oo  ,  A,  A',  +  co  séparent  les 
trois  racines  de  l'équation  (3). 

Pour  que  l'équation  (3  )  ait  deux  racines  égales,  comme 
dans  le  premier  cas,  il  faut  et  il  suffit  que  l'une  des  ra- 
cines de  l'équation  auxiliaire  soit  racine  double  de  (3). 
Or,  le  résultat  de  la  substitution  de  S  =  A  est 

—  B''(A  — A'),      d'où     B'=io     ou     A  =  A'. 

Prenons  la  première  liypotlièse  IV  =  o.  L'équation  (3) 
se  réduit  à 

(S  —  a;i[^S  —  A')  (S  —  A")  —  B^]  =  o. 
Donc,  pour  que  S=  A  soit  racine  double,  il  faut 

B'=(A— A')(A  — A"). 

En  prenant  la  seconde  hypothèse,  A  =  A',  l'équa- 
tion (3)  devient 

(S  —  A)  [(S  —  A)  (S  —  A")  —  B=  -  B'=]  =  o, 

et  pour  que  A  soit  racine  double,  il  faut 

B  =  a,     B'  =  o. 

Les  autres  points  delà  discussion  s'élablisseul  ensuite 
avec  la  même  facilité. 
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liÉSOLlTIOlV'  GRAPHIQUE 

Des  éqaalious  uuinériques  de  tons  les  degrés  à  une  senle  iucunnac, 
et  description  d'uu  instrament  inventé  dans  ce  bot; 

Par  m.  E.  LILL, 

Capitaine  du  gcuie  au  service  de  l'Autriche. 


Soil 

OJif"  +  /;.r"'-'  -t-  cx'"-'^  -f-  .  .  .  -\-  £rx  -V-  k  z=z  o 


&• 


une  équation  du  degré  m,  dans  laquelle  les  lettres  a,  ^, 
c,  etc.,  représentent  des  coefficients  numériques. 

D'un  point  O,  pris  arbitrairement,  prenons,  en  allant 
vers  la  gauclie  par  exemple,  une  longueur  OA  égale  à  a, 
et  qui  servira  d'unité. 

Perpendiculairement  à  OA ,  portons  de  A  en  B  une 
longueur  AB  égale  à  Z>,  en  allant  vers  la  gauche  si  h  est 
de  même  signe  que  «,  ou  vers  la  droite  s'il  est  de  signe 
contraire.  Perpendiculairement  à  AB,  portons  de  B  en  C 
une  longueur  BC  égale  à  c,  en  allant  vers  la  gauche  si  c 
est  de  même  signe  que  Z»,  et  vers  la  droite  s'il  est  de  signe 
contraire.  Faisons  la  même  construction  pour  tous  les 
autres  coefficients  J,  e,  /",... ,  g,  Ji,  et  nous  arriverons 
enfin  à  un  dernier  point  K,  après  avoir  tracé  un  contour 
polygonal  rectangulaire  OABC.  .  .GK,  dont  les  côtés  sont 
en  même  nombre  m  -f-  i  cjue  les  termes  de  l'équation  pro- 
posée. 

Cela  fait,  si  Ion  peut  aller  du  point  O  au  point  K, 
en  suivant  un  autr«j  contour  polygonal  rectangulaire 
OA'B'C.  .  .G',  de  m  côtés  seulement,  dont  les  sommets 
consécutifs  s'appuient  respectivement  en  A',  B'.  C,  ... 
sur  les  côtés  AB,  BC,  CI),  .  .  .  du  contour  pilmifif.  le 
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nombre  qui  exprime  la  longueur  AA'  est  une  racine  de 
r  équation. 

Autant  de  fois  différentes  on  pourra  cheminer  ainsi  de 
O  vers  K,  en  passant  par  des  points  A',  A",  A'",  . . . , 
situés  sur  le  côté  AB,  autant  on  obtiendra  de  racines 
réelles  de  l'équation,  et  ces  racines  seront  les  longueurs 
AA',  AA",  AA''',  . .  .,  exprimées  en  nombres. 

Quant  aux  signes  de  ces  racines,  ils  seront  positifs, 
si  les  points  A',  A",  A'",  .  .  .  tombent  à  droite  deOA  (en 
allant  de  O  vers  A),  et  ils  seront  négatifs  si  ces  points  se 
trouvent  à  gauche  de  OA. 

Pour  rendre  ceci  plus  clair  encore  par  un  exemple, 
soit 

Xr^  —  6x-  -+-   I  I  JC  —  6  =  0 

l'équation  donnée.  On  fera,  conformément  à  ce  qui  vient 
d'être  expliqué,  la  construction  du  contour  polygonal 
rectangulaire  de  quatre  côtés  OABCK.  Cela  fait,  on  peut 
îiller  du  point  O  au  point  K  en  suivant  les  tiois  contours 

R  B'  B"    B'        C 


^' 


\    \ 
\   \ 


rectangulaires  (de  trois  côiés  chacun)  OA'B'K,  OA"B"K, 
OA"'B'"K.  Les  trois  lignes  AA',  AA",  AA'"  représentent 
les  trois  racines  de  l'équation,  et  comme  ces  lignes  sont, 
respectivement,  égale  à  OA,  double  de  OA,  triple  de  OA, 
et  situées  à  droite  de  OA,  ces  racines  sont  4-  i,  -f-2 
et  -+-  3. 

Les  jeunes  lecteurs  des  JSoiwelles  Annales  pourront, 
à  titre  d'exercice,  chercher  la  démonstration  de  cette 
règle,  ainsi  que  les  cas  particuliers  qui  s'y  rattachent  et 
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diverses   conséquences    intéressantes   qu'elle    comporle. 
Nous  nous  bornerons  ici  à  faire  connaître  un  instrument 
très-simple,  imaginé  par  M.  le  Capitaine  Lill  pour  effec- 
tuer promptement  celte  construction  dont  il  est  l'auteur. 

Un  cercle,  gradué  dans  le  sens  opposé  au  mouvement 
des  aiguilles  d'une  montre  et  sur  la  surface  duquel  sont, 
en  outre,  tracés  deux  systèmes  rectangulaires  de  cordes 
parallèles  espacées  de  i  millimètre,  pivote  autour  de  sou 
centre,  au-dessus  d'une  planchette  fixe  munie  d'un  repère 
et  d'un  vernier,  et  au-dessous  d'une  glace  mate  et  trans- 
parente, sur  laquelle  on  peut  marquer  des  traits  au 
crayon. 

Pour  résoudre  une  équation  donnée,  on  commence  par 
établir  la  coïncidence  entre  le  zéro  du  limbe  et  celui  du 
vernier.  Le  rayon  OY,  qui  sert  de  direction  à  l'une  des 
séries  de  cordes  parallèles,  passe  alors  par  ce  point,  tan- 
dis que  l'autre  rayon  OXse  dirige  sur  le  point  270  degrés 
de  la  graduation  du  limbe. 

On  marque,  sur  la  glace  mate,  les  points  A,  B,  C,  .  .  . , 
G,  K,  de  la  manière  qui  a  été  expliquée  plus  haut,  et, 
grâce  aux  lignes  parallèles  équidistautes,  cette  opération 
se  fait  très-rapidement.  Ou  trace  ensuite,  avec  un  crayon 
fin,  le  contour  OABC.  .  .GK. 

Alors  on  desserre  la  vis  de  pression  et  on  fait  tourner 
le  cercle  gradué  mobile,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à 
une  position  telle,  qu'un  contour  polygonal  rectangulaire, 
dont  les  sommets  s'appuient  consécutivement  sur  les 
lignes  AB,  BC,  CD,  .  .  . ,  vienne  aboutir  au  point  K,  et 
l'on  obtient,  pour  chaque  contour  de  ce  genre,  une  lon- 
gueur AA'  qui  représente  une  des  racines  de  Téquation. 

Celte  l'ccherche  exige  quelques  tâtonnements.  Mais 
les  essais  sont  rendus  faciles  et  prompts  par  le  quadril- 
lage régulier  du  cercle  mobile. 

La  graduation  du  cercle,  dont  le  vernier  permet  d'éva- 
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luer  les  tiers  de  degré,  sert  à  trouver  diaque  racine  avec 
plus  d'exactitude.  En  ell'et,  chacune  des  longueurs,  telles 
que  AA',  n'est  autre  chose  que  la  tangente  trigouomé- 
trique  de  l'angle  dont  on  a  du  faire  tourner  le  cercle  mo- 
bile pour  amener  l'axe  OX,  primitivement  dirigé  sui- 
vant OA,  sur  la  nouvelle  position  OA'  qu'il  occupe  quarid 
le  contour  rectangulaire  OA'B'K  passe  par  le  point  K. 
On  peut  donc  se  servir  des  Tables  pour  obtenir  la  lon- 
gueur de  cette  tangente  avec  plus  de  précision  que  ne  le 
comporte  la  simple  lecture  du  quadrillage. 

Nous  n'entrerons  pas  ici  dans  plus  de  détails  sur  cet 
ingénieux  instrument,  qui  se  trouve  dans  la  partie  autri- 
chienne (section  militaire)  de  l'Exposition  universelle. 
M.  le  Capitaine  Lill  se  propose  de  publier  lui-même  ulté- 
rieurement une  description  plus  étendue,  et  alors  il  en- 
trera, au  sujet  du  procédé  lui-même,  dans  des  explications 
que  ne  comportaient  pas  les  bornes  de  la  présente  Notice. 

UN  ABONNÉ. 


SIR  LES  FORCES  CENTRIFUGES 

Mises  en  usage  par  Poinsol  dans  sa  Théorie  de  la  rotation  des  corps 

Par  m.  breton  (de  Champ), 
Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées. 


Les  théorèmes  si  remarquables  sur  la  rotation  des 
corps,  quePoinsota  fait  connaître  en  1834»  oïit  pris  place 
dans  les  Traités  de  mécanique  publiés  depuis  cette  époque. 
Mais  pour  les  démontrer  on  a  recours  à  1  ancienne  mé- 
thode analytique  plus  ou  moins  simplifiée,  et  non  à  celle 
de  l'éminent  géomètre.  On  sait  d'ailleurs  que  celle  der- 

(*)  Cet  article  est  le  résumé  d'une  communication  faite  h  la  réunion 
des  Sociétés  savantes  (scct.  des  Sciences,  i"^"  Commission)  le  23  avril  1867. 
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nière  a  doiiné  lieu   à  des  objections,  cl  que  Ton  a  été 
jusqu'à  supposer  qu'elle  ne  pouvait  avoir  conduit  à  des 
résultats  exacts  que  par  suite  de  quelque  compensation 
d'erreurs  (*). 

Malgré  la  réponse  ([ui  a  été  faite  à  ces  objections  (**), 
je  pense  qu'il  peut  y  avoir,  aujourd'hui  encore,  quelque 
utilité  à  recherch('r  comment  la  nouvelle  doctrine  a  pu 
n'être  pas  comprise  et  de  quelle  manière  elle  doit  être 
entendue. 

Ce  qui  n'a  pas  été  compris,  c'est  la  nature  et  le  rôle 
des  forces  centrifuges  que  Poinsot  fait  intervenir,  et  qui 
ne  sont  pas  les  mêmes  que  dans  l'ancienne  théorie. 

Il  nous  suffira  de  considérer  ici  le  mouvement  d'un 
corps  solide  autour  d'un  point  fixe.  Poinsot  démontre  par 
la  Géométrie  que  ce  mouvement  a  lieu,  nécessairement, 
comme  si  le  corps  était  attaché  à  un  cône  ayant  son  som- 
met au  point  fixe,  qui  roulerait,  sans  glisser,  sur  un  autre 
cône  de  même  sommet,  fixe  dans  l'espace.  C'est,  on  peut 
le  dire,  cette  image  même  de  la  rotation  du  corps  qui  a 
donné  lieu  à  un  malentendu  dans  la  partie  dynamique 
de  la  question. 

Dans  la  méthode  analytique,  pour  déterminer  la  loi  de 
ce  mouvement,  on  considère  que  les  forces  capables  de 
faire  parcourir  à  chaque  molécule  dm  l'espèce  de  roulette 
sphériqu.e  qu'elle  décrit,  peuvent  se  réduire  à  deux,  sa- 

voir  :  une  force  centripète dm  dirigée  vers  le  centre 

P 
de  courbure  de  cette  trajectoire,  et  une  force  tangentielle 

—  dni^  en  appelant  u  la  vitesse  de  cette  molécule  à  l'épo- 
que t  du  mouvement  et  p  le  rayon  de  courbure.  (Lorsqu'on 

C)  Nouvelles  Annalesde  Mathématiques,  i^^  série,  t.  XV,  p.  63-76;  i856 
(**)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  \^^  série,   t.  XV,  p.  187-190; 
i856. 
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rapporte  le  système  à  trois  axes  rectangulaires  oj:,  oy,  oz, 
la  résultante  de  ces  deux  forces  a  pour  composantes,  sui- 

vaut  ces  trois  axes,  —^  dm-)   ——dnit  ——dm*]  Ou  sup- 
'   ,ffi  rir-  /ifi  r 


dt'  dt-  de 

pose  que  cette  force  centripète  et  cette  force  tangentielle 
soient  appliquées  à  la  molécule  dm  pour  la  mouvoir,  et 
on  applique  au  corps,  sur  cette  même  molécule,  une  force 

centrifuge  H dm^  et  une  force  tangentielle —dm,. 

6  ^  dt 

L'ensemble  de  ces  dernières  forces,  pour  toutes  les  mo- 
lécules du  corps,  doit  par  conséquent  faire  équilibre  aux 
forces  extérieures,  et  cette  condition,  qui  est  le  principe 
mêraeded'Alembert,  donne  immédiatement  les  équations 
du  problème  {*). 

Poinsot  fait  intervenir  d'autres  forces  centrifuges.  Il 
applique   à  chaque  molécule   dm  une  force  centripète 

dm^  r  étant  la  distance  de  cette  molécule  à  la  ligne 

de  contact  des  deux  cônes^  qui  est  Taxe  instantané  de 
rotation;   et  il  applique   en    sens  contraire   une    fox'ce 

H dm^  qu'il  appelle  la  force  centrifuge  née  de  la  rota- 
tion du  corps  autour  de  cet  axe  {'*'*).  Ces  forces  centri- 

(*)  Dans  le  cas  d'un  corps  abandonné  à  lui-même,  les  forces  centri- 
fuges H dm  et  les  forces  tangentielles —  dm  se  font  équilibre,  et  par 

conséquent  les  forces  centrifuges  sont  alors  absolument  incapables  d'im- 
primer au  corps  quelque  mouvement  que  ce  soit.  Si  l'on  ne  tenait  pas 
compte  des  forces  tangentielles,  on  serait  conduit  à  [des  conséquences 
singulières  dont  j'ai  moi-même  donné  un  exemple  dans  le  Journal  de 
Mathématiques  de  M.  Liouville  (i""^  série,  t.  V,  p.  i20-i.'|5;  iSijo)  sans  dé- 
signer expressément  le  travail  auquel  je  fais  allusion,  mais  en  appe- 
lant l'attention  sur  la  nature  paradoxale  de  ces  conséquences  en  termes 
assez  explicites  pour  que  l'on  ne  pût  supposer  que  je  prétendais  les  dé- 
montrer. 

(**)  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liouville,  i''*  série,  t.  XVI,  p.  8i  ; 
iS5i. 
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inges,  jointes  aux  forces  extérieures,  ijupriment  au  corps 
une  rotation  infiniment  petite,  laquelle  se  compose  avec 
l'axe  de  la  rotation  actuelle  autour  de  l'axe  instantané  et 
fait  varier  l'axe  et  la  grandeur  de  celte  rotation.  De  sorte 
(jue,  si  Ton  regarde  le  corps  comme  sollicité  à  chaque 
instant  par  ces  seules  forces,,  savoir  les  forces  centrifuges 
qui  viennent  d'être  définies  et  les  forces  extérieures,  on 
devra  arriver  ainsi  aux  équations  du  mouvement.  Kl,  en 
effet,  on  arrive  sur-le-champ,  de  cette  manière,  aux 
équations  d'Euler  (*). 

Poinsot  raisonne  comme 'si  la  chose  était  évidente.  Les 
objections  qui  se  sont  produites,  et  l'hésitation  des  au- 
teurs à  énoncer  un  principe  aussi  simple,  prouvent  qu'une 
explication  n'aurait  pas  été  superflue. 

La  difficulté  provient  de  ce  que  l'on  suppose  qu'il  s'agit 
du  mouvement  même  sans  lequel  le  cône  mobile  roule 
sur  le  cône  fixe  j  tandis  que  les  forces  introduites  impli- 
quent la  décomposition  de  ce  mouvement  en  deux  autres. 

Les  forces  centripètes dm  sont  celles  qui  seraient 

nécessaires  pour  faire  tourner  le  corps  autour  de  la  ligne 
de  contact  des  deux  cônes.  Par  conséquent  il  faut  con- 
cevoir que  de  l'époque  t  à  1  époque  t-\-  dt  le  cône  mobile 
tourne  autour  de  celte  ligne, .5an5  rouler  sur  le  cônejixe, 
qu'il  devient  sécant,    et  qu'en  même  temps  il  est  ra- 

mené  au  contact,  par  l'effet  des  forces  —  dm  et  des  forces 

extérieures,  suivant  la  ligne  qui  répond  à  l'époque  t-j-dt, 
puisque  telle  serait  alors  la  position  de  ce  cône  par  l'effet 
des  forces  extérieures  seules,  sans  l'adjonction  des  forces 

égales  et  contraires dm,  H um.  J^a  rotation  due 


{*)  Journal  de  ^falhrmatiques  de 'M.  Liouville,  i'''  série,  t.  XVI,  p.  i?.3- 
12',;  i85i. 
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aux  forces  ccuti  ipèles  est  uni f orme .  et  par  suite  il  n'est 
pas  besoin  d'y  faire  intervenir  des  forces   tangentielles 
pomme  dans  la  métliode  rappelée  ci-dessus,  ni  aucune 

autre  force  accélératrice.  De  sorte  que  les  foixes  H dm 

et  les  forces  extérieures  sont  en  effet  les  seules  forces 
accélératrices  dont  on  ait  à  tenir  compte  pour  déterminer 
la  loi  du  mouvement. 

Ou  voit  par  là  que  les  forces  centrifuges  de  Poinsot  ne 
sont  pas  celles  qui  naissent  du  mouvement  tel  qu'il  le  dé- 
peint, mais  celles  qui  animeraient  les  molécules  du  corps 
si  le  cône  mobile,  au  lieu  de  continuer  à  rouler  sur  le 
cône  fixe  après  l'époque  t  du  mouvement,  se  mettait  à 
tourner  autour  de  la  ligne  de  contact  répondant  à  cette 
époque. 


NOTE  SIR  LA  SOMME  DES  n  PREMIERS  PRODUITS 
DE  p  NOMBRES  ENTIERS  CONSÉCITIFS; 

Par  m.  a.  LAISANT, 

Officier  du  génie. 


Considérons  les  produits 

\.i...p,     2.3. ..(/?+ i),     3.4. .  .(/^  +  2),.  . ., 
n[n  -\-  \){n  -h  p  —  l). 

Il  s'agit  de  trouver  une  formule  donnant  la  somme  de 
tous  ces  termes. 

Considérant  d'abord  les  deux  premiers,  nous  avons 

1 . 2 .  .  .  />  -I-  2 . 3 .  .  .  (/)  H-  I  ) 

2.3...(;;-f-i)(/>-f-2) 


=  ---^---{P^^){j^,+^)  = 


(/^+0 
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La  somme  des  trois  premiers  pioduits  s'obtiendra  eu 
ajoutant  le  troisième   produit   à  la  somme   précédente. 
Ainsi  nous  aurons 

l  .9.  .  . .  /J  -\-  1  .3 . . .  (jj  -h  i)  -h  3 .  ^ . .  .  {p  -\-  9.) 

2.3.  .  .  (/?  H-   !){/>'  -t-  2)  , 

= ^T^rrr ^  +  s-4.-.(/^  +  2) 


On  verrait  de  mênie  que  la  somme  des  quatre  premiers 

,   .            4-5-6.  ..(/?-+- 4)        Il      , 
produits  est ;  celle  des    cinq  premiers, 

5.6...(j9  +  5)      ^  '     '      i       •^         rr  1.         •       1 

•    Ln   gênerai,    il  suthra,   pour  obtenir   la 

somme  demandée,  d'ajouter  au  terme  auquel  on  s'arrête 
un  nouveau  facteur,  en  suivant  Tordre  consécutif  des 
nombres  entiers,  et  de  diviser  par  [p-i-  i).  Pour  faire 
ressortir  la  généralité  de  cette  loi,  supposons-la  vraie  pour 
la  somme  des  [n  —  i)  premiers  termes,  et  nous  l'établi- 
rons pour  celle  des  n  premiers. 
Ainsi,  par  hypothèse, 

1. 2. ../)-{-. ..  +  (/2  —  i)  n[n  -h  1).  .  .{n  -h  p  —  2) 

[n  —  i)n{n  -h  1).  .  .{n  ~\-p  —  i) ^ 

'  p  H-  I  ' 

donc 

I. 2. ../>-+-. ..H-(«  —  i)n.  .  .{n  -{-  p  —  2) 
-4-  n(n  -^  1).  .  .(n  -h p  —  i) 

=  n{n  +  i)...{n-hp-i)r-jj^-h  i\ 
n{n  ■+-  i).  . .(«  +/j) 

Ce  qui  prouve  bien  que  la  formule  est  générale  (*). 

(*)  Un  calcul  semblable  donne  la  limite  do  la  somme  des  termes  de  la 
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NOTE  SUR  m  CARACTÈRE  DE  DIVISIBILITÉ; 

Par  m.  J.-Ch.  DUPAIN. 


On  a  quelquefois  besoin  de  reconnaître  si  un  nombre  N 
est  divisible  par  un  certain  facteur  p-^  il  peut  arriver  que 
cette  recherche  soit  pénible,  tandis  que  la  division  de  N 
par  p  —  I  se  ferait  immédiatement  de  tête  5  supposons 
que  cette  division  donne  pour  quotient  Q  et  pour  reste  R, 
ou  aura 

N  =  (>  — i)Q  +  R     ou     N=/?Q-t-R  — Q. 


i.2.i...p        ■2.'i.  .  .'  /J  -hJ)        3.4    ..(/>+ 2) 


n.{n-+-  1).  .  .(n-{-  p—  i) 
En  effet,  on  a 

^  '   r       ' L_i, 

i.2.'i...p       p — i  \_i  .-2.0.  ■  .{p — i)       2.3. ..;;J 

■i/i...(p-\-l)         {p—l)\_2..2,...p         3.4(/>H-l)J' 

3  i,...{p-^-^)  ^  (7=0  L3.4- ••(/'  +  >)  ~  4-5..-(/'  +  -^)J  ' 

^ :=  —1-  r ' 

/i(fH-i)    ..[n-hp  —  i)       I  p  —  i)\_n.{ii  -hl).    .{n-hp  —  'î) 


(n-+-l)(«-t-2)..  .{n-i-p- 
la  somme  des  n  premiers  termes  est,  par  conséquent,  égale  à 

_L_r__^ ' 1. 

<—i)\_i.2.'i...{p—i)       (M-i-i)(n  +  2)...(n-*-yv  —  i)J' 


T,]^ 


il  en  résulte  que X ^ ; ,  est  la  limite  de  la  somme  des 

p  —  I       i.2.3...(/>  —  i; 

termes  de  la  série  considérée.  G. 


(  '^^9  ) 
Si  R  —  Q  est  divisible  par  p,  le  nombre  N  le  sera  aussi . 
De  même,  si  la  division  de  N  par  p  -+-  adonnait  pour 
quotient  Q'  et  pour  reste  R',  on  aurait 

N  =  (p-h  i)Q'  -hR'     ou     N=:;>Q' -f-Q'-+- R'. 

Si  Q'-f-R' est  divisible  par/^,  le  nombre  N  le  sera  aussi. 
Ces  remarques,  dont  je  ne  connais  pas  le  premier  au- 
teur, peuvent  être  utiles. 

Exemples  : 

N  =  3io7i7,   p=:6oi,    Q  =  5i7,    R  =  5i7,    R  — Q  =  o; 

la  division  réussit. 

N  =  27944,  p  =  499,  Q'  =  55,  R'  =  444,  Q'  +  R'  =  499; 

la  division  réussit. 

Autre  application.  —  208569  est-il  divisible  par  37.? 
On  sait  que 

37  X  27  =  999, 
on  fera 

Z'  =  999  î 
alors 

Q'  ==  208,     R'  =  569,     Q'  ^-  R'  =  777. 

On  essaye  la  division  de  777  par  87,  et  comme  elle  réussit, 
le  nombre  proposé  est  divisible  par  87. 

Note.  —  De  là  une  règle  pour  trouver  le  reste  d'une  division  dans  la- 
quelle le  diviseur  est  de  la  forme  10"  ±:  1. 


Ann.  de  Malhémat.,  2«  série,  t.  VI.  (Août  1867.)  ^4 


(  370  j 


SOLUTIONS  DE  QIESTIONS 
PROPOSÉES  DAKS  LES  NOUVELLES  AX\ALES. 


Questions  809  et  810 

(Toir  p   189); 

Par  m.   Georges  DE  VILLEPIN, 

Élève  en  !\Iathéraaliques  spéciales  au  collège  Stanislas. 

809.  Décrire  un  cercle  qui  rencontre  trois  droites  don- 
nées de  manière  que  les  cordes  interceptées  par  ces 
droites  sur  ce  cercle  soient  égales  à  une  longueur  donnée. 

Si  Ton  considère  le  cercle  inscrit  au  triangle  formé  par 
les  trois  droites,  O  étant  son  centre,  A,  B,  C  les  points 
de  contact,  et  que  de  chaque  côté  des  points  de  contact 
et  sur  les  côtés  du  triangle  on  prenne  des  longueurs  égales 
à  la  moitié  de  celle  qui  est  donnée,  les  six  points  ainsi 
trouvés  sont  sur  un  cercle  ayant  son  centre  au  point  O, 
et  qui  est  le  cercle  cherché.  Comme  d'ailleurs  on  peut 
encore  considérer  les  trois  cercles  exinscrits,  on  voit  que 
le  problème  admet  quatre  solutions. 

Le  cas  où  deux  des  lignes  données  sont  parallèles  se 
résoudrait  exactement  de  la  même  manière,  et  celui  où 
les  trois  droites  sont  parallèles  doit  être  exclu,  car  une 
même  circonférence  ne  peut  intercepter  sur  trois  paral- 
lèles des  longueurs  égales,  à  moins  que  deux  d'entre  elles 
ne  se  confondent,  auquel  cas  le  problème  est  indéterminé. 

810.  Même  problème,  quand  on  remplace  les  trois 
droites  par  trois  circonférences. 

Soient  Ci,  C,,  C3,  les  centres  des  circonférences  don- 
nées. Le  centre  O  du  cercle  cherché  se  trouve  à  égale 
dislance  des  trois  cordes  interceptées,  puisqu'elles  sont 


(  :^7'  ) 

égales.  Si  Ton  décrit  un  cercle  concentrique  à  C,  et  tan- 
gent à  une  corde  quelconque  inscrite  dans  C,,  égale  à  la 
longueur  donnée,  et  (ju'on  répète  la  même  construction 
pour  les  circonférences  Ca,  C3,  on  obtient  trois  cercles 
C, ,  C'j,  C'3  concentriques  à  Cj,  C2,  C3,  tels,  que  le  centre 
d'un  cercle  w  tangent  à  la  fois  à  C, ,  C',,  C'^  sera  le  même 
que  celui  de  la  circonférence  cherchée.  Si  donc,  par  le 
point  de  contact  de  C,  et  de  o),  on  mène  la  tangente  com- 
mune, les  deux  points  d'intersection  de  cette  droite  avec 
le  cercle  Ci  seront  des  points  du  cercle  cherché,  et  puisque 
son  centre  est  celui  du  cercle  w,  ce  cercle  est  par  là  même 
facile  à  construire.  Comme  d'ailleurs  le  problème  du 
cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés  admet  huit  solutions, 
le  problème  proposé  admettra  aussi  huit  solutions. 

On  peut  étendre  au  cas  de  l'espace  ces  questions  qui 
deviennent  alors  : 

Décrire  une  sphère  qui  rencontre  quatre  plans  donnés 
de  manière  que  les  cercles  interceptés  par  ces  plans  sur 
cette  sphère  soient  égaux  à  un  cercle  donné. 

Décrire  une  sphère  qui  rencontre  quatre  sphères  don- 
nées de  façon  que  les  quatre  cercles  d^  intersection  soient 
égaux  à  un  cercle  donné. 

Ces  questions  se  résolvent  absolument  de  la  même  ma- 
nière qu'en  Géométrie  plane,  en  remplaçant  dans  les  so- 
lutions que  j'ai  données  les  mots  cercle  et  droite  par 
sphère  et  plan.  D'ailleurs,  le  problème  de  mener  une 
sphère  tangente  à  quatre  plans  admettant  huit  solutions, 
la  première  des  questions  proposées  admettra  aussi  huit 
solutions,  elle  problème»  démener  une  sphère  tangente  à 
quatre  sphères  données  admettant  seize  solutions,  la  se- 
conde question  proposée  admettra  le  même  nombre  de 
solutions. 

Note.  —  Môme  solution  de  MM.  Aldacotche,  éludianl  à  Metz;  Pierre 
DesRuin,  élevé  de  l'Kcole  des  Mines  à  I.ioi;e;  Gabriel  Urdv,  élùvederF.rolt- 

^4- 


{  'àr^  ) 

Saint-Michel  (à  Saint-Étienne);  Rejoie,  MarttDolIi,  Alexandre  Veyret, 
élèves  du  collège  Chaptal  ;  L.  Monange  et  D.  Dussaq,  élèves  de  M.  Prouhel; 
Armand  Dupommier  et  Auguste  Kleine,  élèves  du  lycée  de  Besançon; 
Honoré  Pi,  élève  à  l'École  de  Sorrèze. 


Question  801  ; 

Par  m.  E.  PELLET, 

Élève  au   lycée  de  Nîmes. 

Si  f>o.  P\->  P^i  •  •  •  5  7o'  ^i?  '/a»  •  •  ••>  ^ont  des  nombres 

entiers  tels,  que  —  ait  une  limite  unie,  ou  nulle,  la  limite 

qn  -^ 

de  la  série 


7o     ÇoÇi     '/û^i'Z^     q^q^q-iq-.  q^q^q-i- - -q» 

sera  une  quantité  incommensurable . 

(G.-C.  DE  Morgan.) 

Pour  des  valeurs  assez  voisines  de  sa  limite,  le  rapport 

—   varie  d'une  manière  continue  :  cela  exige  que  les  va- 
qn  .  ,  ,  . 

leurs  correspondantes  de  ^„  soient  très-grandes,  puisque 

ce  nombre  q^  varie  par  sauts  (*).  Cela  posé: 

1°  La  série  (i)  est  convergente. 

Eu  effet,  ses  termes  sont  alternativement  positifs  et  né- 
gatifs, et,  vers  la  limite  de  —  >  ils  vont  nécessairement  en 

•7" 
diminuant,  puisqu'alors  ils  sont  composés  de  deux  fac- 


qoqiq2'--qn-i 


Pn 

qn 
décroît  rapidement. 


teurs   dont  l'un,  —■>  varie  tiès-peu,    tandis  que   l'autre 
qn 


(*)  En  attribuant  à  n  une  valeur  suffisamment  grande,  la  différence  des 

rapporis  —  »  ^ii±i,  ou  di  (  ^"^"-^' 1±1 — 1.  j,  devient  moindre  que  tout 

In     <?«+!  \  9«7«+i  / 

nombre  donné;  or,  le  numérateur  de  cette  fraction  est,  en  valeur  ab- 
solue, au  moins  égal  à  l'unité;  donc  le  dénominateur  7,,  9„^,  tend  vers 
linûni. 


(  -^73  ) 

2"  La  limite  de  la  serin  (i)  est  incommensurable,  c'est- 
à-dire  qu'il  n'y  a  pas  de  nombre  entier  qui,  multiplié 
par  la  limite  de  celte  série,  donne  pour  produit  un  nombre 
entier. 

Multiplions  par  (^.«/oVi  72  •  •  •'//i-i)  It^s  termes  de  la 
série  (i),  b  étant  un  nombre  entier.  Il  en  résultera  une 
nouvelle  série  convergente 

.+(-0-4^--^^^+   ^^--   -■■■], 

\_qn  ({n'In+i  r/„  r/„^,  <7„^,  J 

dans  laquelle  a  désigne  la  somme  des  n  premiers  termes, 
qui  est  évidemment  un  nombre  entier.  Par  conséquent, 
si  le  produitde  b  parla  limitedela  série  (i)  est  un  nombre 
entier,  il  en  sera  de  même  du  produit 

L7«  7«7«-+-i  (Jnqn+\qu+l  J 

quel  que  soit  //. 

Or,  d'après  ce  que  j'ai  dit  en  commençant,  on  peut, 

1              •    ?      1     •  •          III             •'                    .>  ^' ■!'" 
quel  que  soit  6,  choisir  n  de  telJe  manière  que  :    i 

ne  soit  pas  un  nombre  entier  (*)  ;  -i.^  — '^^  soit  moindre 

que  la  plus  petite  des  différences  (jui  existent  entre  — ^ 
et  un  nombre  entier.  D'après  cela,  il  est  clair  ([ue 

n'est  pas  un  nombre  entier,  pour  cette  valeur  de  //,  piu>- 


(*)  Parmi  les  produits  représentes  par )  il  y  en  a  une  inlinile  qui 

"n 

ne  sont  pas  des  nombres  entiers,  puis<]uc  leurs   dilïéreiices  Icndenl  vers 
zéro  pour  des  valeurs  de  n  suflisammcnt  grandes. 
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que  ce  produit  est  compris  entre  les  deux  quantités 

b 


Lp_«     et     b\P--^^ 


dont  la  différence  est 


qnqn+i 

Donc,  il  n'y  a  pas  de  nombre  entier  qui,  multiplié  par 
la  série  (i),  donne  pour  produit  un  nombre  entier. 

c.    Q.    F.    D. 

Note.  —  Une  démonstration  à  peu  près  semblable  nous  a  été  adressée 
par  M.  Honoré  Pi,  élève  en  Mathématiques  spéciales  h  l'Ecole  de  Sorrèze 
(classe  de  M.  Dûment). 


Question  795  ^ 

Par  m.  a.  DE  GROSSOUVRE, 

Elève  en  Mathématiques  spéciales  au  collège  Stanislas. 


Soient 


1.2  1.2.3.4  1.2.  .  .2  « 


H-  .  . .  , 


,     ,  X  x^  .x" 

1.2,3  1.2.3.4.5  1.2  ...  (2« -f  l) 

on  propose  de  démontrer  qiC en  faisant  successivement 


i^i+;[x)  =  -  [<p,(.r)  —  (2/  -t-  l}^+.  (■'■)], 


(  375) 
Injonction  (jp,  [x]  ne  contiendra  que  des  puissances  po- 
sitis^es  de  la  variable^  et  d^en  trouver  V expression. 

(Hermite.) 
Nous  pouvons  poser 


et 


'    ^     '  -^  I  .  2  .  .  .  2  /^ 

^'^     '        ^  1.1..  J^n 


[in  -H  i) 

Dans  ces  deux  formules,  on  ne  peut  pas  supposer  n  né- 
gatif. Il  faut  en  outre  convenir  que  l'expression  \.i...in 
se  réduit  à  i  pour  n  =  o. 

En  employant  cette  notation,  on  a 


27- 


2  n  X" 


..(2«+l) 

Si  ron  fait  n  =  o,]e  coefficient  de  x°  est  nul  5  la  quan- 
tité précédente  est  donc  divisible  par  x:,  il  faut  en  outre 
remarquer  que  d'après  la  formation  même  de  cette  expres- 
sion on  ne  peut  y  supposer  n  négatif.  Si  l'on  effectue  la 
division  par  x,el  si  dans  le  résultat  on  change /z  en  «  +•  i, 
on  a 

2  («-h  i).r" 


=  27 


■^) 


et  on  ne  peut  pas  donner  à  n  des  valeurs  négatives. 
On  trouverait  de  même 

V^  2'(«+i)(«  +  2)a.-" 

'^^(^^=z-772...(2«+7r' 

,    ,  __  "Y  2^(/z  H-  i)(n  4-  2)(«  -+■  3)x'' 
9>[^)  —  2à  1.2... (2/^-^9) 

La  forme  de  ces  expressions  conduit  à  écrire 

V)        ?<+i^  ;     ^      i.?,.3...(2«-f-2/-t-i) 


(376) 
Pour  démontrer  la  généralité  de  cette  formule,  je  sup- 
pose qu'on  Tait  vérifiée  jusqu'à  un  certain  rang  et  je  vais 
prouver  qu  elle  est  encore  vraie  quand  on  y  change  i  en 
i -h  I.  En  effet,  d'après  cette  formule  on  a 

n  =  -i-oo 

2'-'  {n  H-  i)(n-\-  2.).  .  .{n  -+-  i  —  i)x" 


?'•  (^)  =  2 


et  par  suite 

(j)i(x)—  (2/+  l)a>i+,  (^): 


.  .(2/2 


2'+'  «  («  +  I  ) .  .  .  (n  -4-  /)  :c" 
1 .2.  .  .(2/2  +  2/  —  i) 


Si  l'on  suppose  n  =  o,  le  coefficient  de  x°  est  nul,  ce  qui 
montre  que  l'expression  précédente  est  divisible  par  x, 
ou  encore  que  l'on  ne  peut  pas  supposer  Ji  inférieur  à  i. 
Par  conséquent,  si  l'on  divise  par  x  et  si  1  on  change  dans 
le  résultat  «  en  n  4-  i,  on  a 


.    __        ■^       2'+'(/2  -f-   l)(«  -f-  2).  .  .(«   -4-  /  -h  l)a^" 
V^^{-^)-       2é      —  1.2...(2«-|-2/  +  Ij —' 


Cette  formule  (i)  est  donc  générale,  ce  qui  prouve  que 
cp,  [x)  ne  contient  que  des  puissances  positives  de  x  et 
donne  en  même  temps  la  forme  de  cette  fonction. 

Note.  —  Solutious  analogues  de  MM.  Georges  de  Villepin,  élève  en  Ma- 
thématiques spéciales  au  collège  Stanislas;  Driant,  élève  du  lycée  de 
Metz  (classe  de  M.  Ribout);  P.  Mansion;  F.  Beillar,  élève  de  Mathéma- 
tiques spéciales  ;  M' elsch  ;  A.  Miniscloux;  Paul  Vivier,  élève  en  Mathéma- 
tiques spéciales  au  lycée  de  Strasbourg;  A.  Laisant,  capitaine  du  génie; 
li.  M.,  lieutenant  d'artillerie;  E.  Pellet,  élève  du  lycée  de  Nimes;  Lucien 
Rignon,  à  Lima;  de  \'irieu,  professeur  à  Lyon. 


(  377  ) 
Question    538 

(voir  l  XIX,  p.  307); 

Par  m.   WELSCH, 
Élève  du  lycée  de  Metz  (classe  de  M.  Kihout). 

Discuter  la  courbe  i3^  =  p  (sSx  —  12  a:'). 

Cette  courbe  passe  par  l'origine,  car  son  équation  est 
satisfaite  pour  a:  =  o,  j'  =  o. 

L'origine  est  un  centre  de  la  courbe,  car  l'équation  ne 
change  pas  quand  on  y  change  x  en  — x  el  y  en  — y. 
D'après  cela,  il  y  a  un  point  d'inflexion  à  l'origine,  ce 
que  l'on  peut  voir  aussi  directement,  car 


et 


'/  72jy 

y    = — '  ^  x^^  o     pour     .r  =  o. 


Nous  avons  pour  le  coefficient  angulaire  d'une  tangente 
quelconque 


A  l'origine 


j'  =  ^(25— 36^=) 


•^    ""    l3 


Les  points  pour  lesquels  l'ordonnée  est  maxima  ou 

25 

36' 


25 

minima  sont  donnés  parj^'  =  o,  c'est-à-dire  par  a;-  =  -^» 


15         > 
OU 

.5 

et 

,     5p    f    ^  25 \        ,  5/V.25.2        .    ii5n 

Y  =.  zh         .  [  -2.5  —  1  •"  —  —  -t- 
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(  :^78  ) 

5 
Le  maximum  a  lieu  pour  j:=^>  et  le  minimum  pour 

5  n^  jy 

x  =  —  ^  ;  ce  qu'indique  y"  =  —  -^-^  x,  qui  est  négative 

dans  le  premier  cas,  et  positive  dans  le  second. 

Nous  avons  vu  que  le  centre,  qui  est  à  l'origine,  est  un 
point  d'inflexion  ;  il  n'y  en  a  pas  d'autre,  carj"  n'est  nul 
que  pour  a:  =  o. 

Tels  sont  les  points  remarquables  que  présente  la 
courbe;  pour  x  réel, y  l'est  aussi,  et  n'a  qu'une  seule  va- 
leur 5  la  courbe  est  donc  continue  et  à  branches  infinies. 
Il  n'y  a  ni  points  d'arrêt,  ni  points  de  rebroussemenf,  il 
n'y  a  pas  non  plus  d'asympote,  car  le  rapport 

ne  tend  pas  vers  une  limite  finie  pour  x  =àz  ce  . 

Laxe  des  x  est  rencontré  par  la  courbe  en  trois  points, 
pour  lesquels  on  a 

25 

x=:o,      OU      .r- = 5 

12 

ce  qui  donne  l'origine 

(a?  =  o,    j  =  o), 
et  deux  points  symétriques  par  rapport  à  Torigine 
5        5V3  \  /  5v/3 

r  =:: =  -—-—  ,    J  =  O    I       et        [  X  z= jT—  )    J  = 

2s/3     t^  y        \  ^ 

Lorsque  x=o,  y  =  o:,  x  croissant,  y  commence  à 

5  . 

croître,  jusqu  a  ce  que  x  =  j^'>  atteint  un  maximum  cor- 
respondant à  cette  valeur,  puis  décroît,  s'annule  pour 
a  =  — !:—  5  puis  devient  négatif,  et  augmente  indéfiniment 


(  ^79  ) 
en  valeur  absolue.  Lorsque  x  est  Irès-grand, 

y 
•r 

est  aussi  très-grand  en  valeur  absolue,  ce  (|ui  indi(|ue 
que  l'ordonnée  croît  plus  rapidement  que  l'abscisse. 
Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l'origine  est, 

,.       9.5p 

avons-nous  dit,  — —' 
là 

Cherchons  les  langenles  aux   deux  autres  points  où 

l'axe  des  X  rencontre  la  courbe. 

Four  X  =  ±  —y,—  5 

D 

les  ordonnées,  à  l'origine,  des  deux  tangentes  considérées 
sont,  d'après  les  équations 

5op  (  5 v3 

,        ,  5o  » . 5  v 3        ,    \i5  p\ i 

h  =Hz r- —  ::=Zt ' — - —  • 

i3.6  39 

La  courbe  étant  symétrique  par  rapport  à  l'origine,  la 
branche  de  gauche  est  identique  à  celle  de  droite,  sauf 
qu'elle  est  renversée.  On  peut  donc  considérer  sa  discus- 
sion comme  terminée. 

N.  B.  —  Celle  courbe  représentant,  d'après  M.  Edouard 
Roche,  la  variation  de  l'attraction  terrestre  quand  on 
s'avance  dans  le  sein  de  la  terre,  il  n'y  a  lieu  de  consi- 
dérer que  les  valeurs  de  x  positives  et  inférieures  à  1,  le 
rayon  de  la  terre  étant  pris  pour  unité. 

On  voit  que  l'allraclion  est  nulle  au  centre,  comme 
d'ailleurs  cela  est  évident,  puis  elle  croît,  passe  par  ini 


10    \  b 


(  38o  ) 
maximum  et  décroit  jusqu'à  la  surface.  L'attraction  de  la 
terre  est  donc  moindre  à  sa  surface  qu'à  une  certaine  pro- 
fondeur, et  elle  atteint  son  maximum  quand  la  distance 

5 
n'est  plus  que  les  -r  du  rayon  terrestre. 

On  voit  qu'à  la  surface  de  la  terre,  où  .x=  i,  l'attrac- 

,.  5 

lionj-  =  yy,  tandis  que  pourx=:^5 

iiB  p 

J  = -' 
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Remarque.  —  Dans  cette  courbe,  comme  dans  toute 
cubique,  les  tangentes  coupent  la  courbe,  car  toute  tan- 
gente coupe  la  courbe  en  deux  points  confondus  en  un 
seul,  et  il  faut  qu'elle  la  coupe  en  un  troisième,  en  excep- 
tant les  points  d'inflexion  qui  sont  des  points  triples. 

JSoie.  —  Autres  solutions  par  MM.  Driant,  du  lycée  de  Metz,  et  de  Virieu, 
"*  professeur  à  Lyon.  Ce  dernier  trouve  que  les  diamètres  de  la  courbe  sont 
des  paraboles  cubiques  dont  l'équation  est  de  la  forme  J  =  Ax-i-Bx^ 


Questions  799  et  800^ 

Par  m.   ROUQUET, 

Professeur  au  lycée  de  Pau. 

799.   U enveloppe  des  droites  coupant  une  cycloïdc 
sous  un  angle  constant  est  une  cjcloïde  égale. 

FiG.     ï. 


/ 
Soient  M  un  point  situé  sur  l'un  dos  arcs  de  cycloide 


(  ^8i  ) 
dont  le  point  de  départ  est  en  A;  C  le  point  de  contact 
du  cercle  générateur  dans  la  position  de  ce  cercle  qui  cor- 
respond au  point  M,  en  sorte  que  arc  CM  =  AC,  et  que 
CM  est  normale  à  la  cycloïde. 

Par  le  point  M  menons  la  droite  MG  qui  coupe  la  cy- 
cloïde sous  langle  donné  6.  L'angle  que  fait  cette  droite 
avec  la  normale  CM  étant  le  complément  de  9,  l'arc  CG 
du  cercle  générateur  compris  entre  le  point  C  et  la 
ligne  MG  est  constant,  et  compté  toujours  dans  le  même 
sens  à  partir  du  point  C. 

Cela  posé,  menons  par  le  point  C  une  droite  CP  paral- 
lèle à  GM  et  rencontrant  la  circonférence  en  P.  Le  lieu 
du  point  P  est  une  cycloïde  égale  à  la  première;  car  si 
l'on  prend  sur  la  base  de  la  cycloïde,  à  partir  du  point  A 
et  dans  un  sens  convenable,  une  longueur  égale  à  MP  ou 

à  CG,  on  aura 

arcCP  =  CA,. 

De  plus,  la  droite  CP  étant  normale  à  cette  cycloïde, 
l'enveloppe  des  lignes  telles  que  CP  est^  d'après  une  pro- 
priété connue,  une  cycloïde  égale  à  la  première. 

D'un  autre  côté,  la  droite  CG  étant  constante  en  gran- 
deur et  en  direction,  il  est  évident  que  l'enveloppe  des 
lignes  analogues  à  MG  n'est  autre  que  l'enveloppe  des 
droites  CP,  que  l'on  aurait  transportée  parallèlement  à 
elle-même,  de  manière  à  lui  faire  parcourir  dans  la  di- 
rection fixe  CG  une  longueur  égaie  à  cette  corde. 

L'enveloppe  demandée  est  donc  une  cycloïde  égale  à  la 
cycloïde  proposée. 

800.  L'enveloppe  des  droites  coupant  une  épicycloïde 
sous  un  angle  constant  est  une  épicycloïde  semblable. 

Soient  O  le  centre  du  cercle  fixe,  O'  le  centre  du  cercle 
mobile  dans  l'une  de  ses  positions,  Mie  point  correspon- 
dant de  la  courbe,  en  sorte  que  C  étant  le  point  de  contact 


(  382  ) 
des  deux  cercles,  et  A  le  point  de  départ  de  l'arc  d'épicy- 
cloïde  sur  lequel  est  situé  le  point  M,   l'arc  CM  égale 


FiG.    3. 


l'arc  CA,  et  CM  est  normale  à  la  courbe  au  point  M. 

Menons  par  le  point  M  la  ligne  MG  qui  coupe  l'épi- 
cycloïde  sous  l'angle  donné  B.  L'aniile  CMG  étant  le  com- 
plément de  0  intercepte  sur  le  cercle  O'  un  arcCG  constant 
en  grandeur  et  compté  toujours  dans  le  même  sens  à  pai- 
tir  du  point  C.  Les  éléments  du  triangle  OCG  ont  dès  lors 
des  valeurs  indépendantes  de  la  position  du  point  M  sur 
la  courbe,  et  la  droite  OG  rencontre  par  conséquent  le 
cercle  O'  en  un  second  point  G'  tel,  que  l'arc  CG'  est 
aussi  constant. 

Cela  posé,  prenons  à  partir  du  point  M,  sur  le  cercle 
générateur  et  dans  un  sens  convenable,  un  arc  IMP  égal  h. 
l'arc  CG'.  L'angle  OCP  sera  égal  à  l'angle  OGM,  comme 
ayant  même  mesure. 

D'un  autre  côté,  le  lieu  géométrique  du  point  P  est  une 
épicycloïde  égale  à  la  première,  dont  le  point  de  départ  Aj 
est  situé  sur  le  cercle  fixe  O,  à  une  distance  AAj  du  point  A 
égale  à  MP  ou  à  CG'5  car 

CP  =  CM  ±  MP  =  CA  zt  AA,  =  CA,. 

CP  étant  normale  à  cette  épicycloïde,  l'enveloppe  des 
lignes  telles  que  CP  est,  d'après  une  propriété  connue, 
une  épicycloïde  semblable  à  la  première. 


(  383  ) 

Si  l'on  fait  tourner  maintenant  la  figure  formée  par 

les  droites  CP,   autour  du  point  O,   d'un   angle  égal  à 

1  angle  constant  COG,  chacune  de  ces  droites  deviendra 

parallèle  à  la  droite  qui  lui  correspond  dans  le  système 

formé  par  les  droites  MG,  puisque  Ton  a  constamment 

/X        /^\ 
OCP  =  OGM. 

r-  1  OC    ,  i  '     1 

Ln  outre,  le  rapport —:r  étant  constant,  il  en  résulte 

que  les  deux  systèmes  seront  devenus  homothétiques  par 
rapport  au  centre  O. 

Par  suite,  l'enveloppe  des  droites  MG  est  une  épicy- 
cloide  semblable  à  l'épicycloïde  enveloppe  des  droites  CP, 
et  semblable  par  conséquent  à  l'épicycloïde  donnée. 

Note,  —  Les  questions  799  et  800  ont  aussi  été  résolues  au  moyen  de 
constructions  graphiques  par  MM.  Driant,  élève  du  lycée  de  Metz  (classe 
de  M.  Ribout);  Gabriel  Lippmann,  élève  en  Mathématiques  spéciales  au 
lycée  Napoléon  (classe  de  M.  Lemonnier);  Joseph  Morel,  élève  en  Mathé- 
matiques spéciales  au  lycée  de  Grenoble;  E.  Muzeau,  lieutenant  d'artil- 
lerie; Laisant,  capitaine  du  génie;  J.-M.  Coindre,  du  lycée  Louis-le-Grand 
(élève  de  M.  Bouquet). 

Les  mêmes  questions  ont  été  résolues  au  moyen  de  calculs  par  MM.  E. 
Muzeau,  lieutenant  d'artillerie;  C.  Laduron,  élève  à  l'École  des  Mines  de 
Liège;  A.  Annequin,  élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Gre- 
noble; E.  Pellet,  élève  au  lycée  de  ISimes;  Morel,  élève  en  Mathématiques 
spéciales  au  lycée  de  Grenoble. 


Question  813 

(voir  t.  VI,  p.  288); 

Par  m,    driant, 

Élève  du  lycée  de  IMetz  (classe  de  M.  Ribout). 

Démontrer  les  forniides  : 

3 

510  20"  sin4o"  sin  60°  sinSo"  =:  — 75 

ib 

cosao" cos4o" cos6o" cos8o" =  — r- 

10 


(LlNDMANN. 


(  384  ) 
Considérons  la  première  égalité  :  on  y  connaît  la  va- 

leur  de  sinôo*'  qui  est  —  • 

Je  vais  chercher  à  évaluer  le  produit 
sinao"  sin4o''  sin8o° 

en  fonction  de  ce  sinus. 

60° 
Or,  10'^  =  -77-;  je  remarque  alors  que  si  je  cherchais  à 

faire  la  trisection  de  l'angle  de  60  degrés,  l'équation  du 
troisième  degré  que  j'obtiendrais  aurait  pour  racines 

60°         .   60°  -f-  360°         .   60°  -t-  2 .  36o° 

sm-5-?      sm ^ »      sm 5 

6  6  6 

ou 

sinao",     sin  i4o°=  51040°,     sin26o°=:  —  sinSo". 

Mais  cette  équation  du  troisième  degré  est,  comme  on 
le  sait, 

X* T  X 


on  a 


donc 


4         2X4"' 

■    /      .   o  s/3 

sin  20°  sin4o°  srnoo"  =  -^  5 
o 


et  par  suite 

3 
sin  20°  sin  4o°  sin  60°  sin  80°  ■=  —^  - 

10 

(C.     Q.     F.     D.) 

La  seconde  égalité  se  démontre  de  la  même  manière. 
On  trouve  aussi  par  la  même  marche  les  deux  relations 
tang20°  tang4o''  tang6o°  tang8o°  =  3, 

cet  20°  cet 4o" cet  60" col  80"  =  - 1 
qui  se  déduisent  d'ailleurs  aisément  des  deux  premières, 

^ote.  —  Même  solution  de  MM.  Laisant,  capitaine  du  génie;  de  Virieu, 
professeur  à  Lyon;  Petiot  et  Clai,  élèves  du  lycée  de  Dijon;  Aldacolclie 
et  Welsch,  du  lycée  de  Metz;  Berquet,  Jouffray  et  Sandier,  du  lycée  de 
Lyon;  Arnianct,  élève  de  l'Ecole  Saint-Michel  à  Saint-Étienne;  Aribert, 
élève  à  Sainte-Barbe. 


(  385  ) 

Nous  avons  la  douleur  (rannonccr  une  ljit;i» 
triste  nouvelle  :  notre  excellent  collaborateur 
Eugène  Prouhet  n'existe  plus  !  Une  maladie 
que  rien  ne  faisait  prévoir  l'a,  en  quelques 
heures,  enlevé  à  sa  famille  et  à  ses  nombreux 
amis. 

Nos  regrets  seront  partagés  par  tous  ceux 
qui  l'ont  connu,  car  il  était  impossible  de  le 
connaître  sans  l'aimer.  Doué  d'un  caractère 
affable,  obligeant,  d'une  modestie  peu  com- 
mune, il  possédait  toutes  les  qualités  qui 
commandent  l'attachement  et  qui  rendent  l'a- 
mitié durable. 

Comme  géomètre,  il  a  souvent  fait  preuve 
d'une  grande  sagacité,  et  toujours  d'une  rec- 
titude de  jugement  remarquable. 

'èes  analyses,  ses  comptes  rendus  témoignent 
du  soin  consciencieux  avec  lequel  il  appréciait 
les  ouvrages  soumis  à  son  examen. 

Eugène  Prouhet  ne  sera  pas  de  longtemps 

oublié,  il  a  au  souvenir  des  titres  qui  ne  sont 

pas  vulgaires  :  ce  sont  ceux  d'un  homme  de 

cœur  et  d'un  savant  de  bon  sens. 

G. 

Ami.  de  Mnlhéniat.,  7'-'  série,  t.  VI.  (Septembre  1867.)      ^J 
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WOIVEMEÎ^TS  RELATIFS  A  LA  SIRFACE  DE  LA  TERRE 

(voir  p.  97)  ; 

Par   m.    C.-E.   PAGE, 

Professeur  à  l'Ecole  d'Artillerie  de  Vincenncs. 


Mouvement  d 'un  coips  lance  xteidcalenient 
de  bas  en  liant. 

Soit  V  la  vitesse  initiale.  Nous  aurons 

U  =  o,     U,  =  V.cos>,     Uj  =  V.sinx; 

les  équations  (A)  deviennent 

ff.cos^  ,  .  .        V.cosX  ,  . 

X  =:  ^-7 (2.W.?  —  Sin^.W.?)  H (  COS  I.Oi    t  —  I  )  , 

4. w"  2. w 

^.cos>.  ,                         .       V.cosX 
Y  =  —, C.0S2.  w.^  —  1)  H •  sm2.  w   t, 

•^       4-''^  ^-^^ 

z  r=  V .  sin  X .  f •  F .  sin  X .  f-. 

2    * 

Au  moyen  des  deux  premières,  nous  pouvons  construire 

FiG.    I. 


la  projection  do  la  trajectoire  relative  sur  le  plan  du  pa- 
rallèle. 

25. 
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Pour  cela,  prenons  sur  l'axe  OX  la  distance 

^^           V.cos> 
OB  = ; 

2.  w 

faisons  tourner  le  rayon  BO  autour  du  point  B  avec  la 
vitesse  angulaire  2.00,  et  en  sens  contraire  du  mouvement 
de  la  terre. 

Au  bout  du  temps  ?,  les  coordonnées  x'  etj'  du  point  O' 
occupé  par  l'extrémité  du  rayon  BO  seront 

V.cosX      ,  .  ,        V.COSA 

cosa.w.^ — I,     y  == •sm2.u.^ 


2.  w 


Supposons  que  le  point  O'  entraîne  avec  lui  une 
droite  O'  X'  assujettie  à  rester  constamment  parallèle 
à  l'axe  OX,  et  que  la  circonférence  dont  le  rayon  est 


égal  à 


,cos> 


4- w- 

roule  sur  cette  droite  O'X'  avec  la  vitesse  angulaire  2.00. 
Un  point  a,  fixe  sur  la  circonférence  et  dont  la  position 
initiale  coïncidait  avec  l'origine,  décrit,  par  rapport  à  la 
droite  O'X',  la  cycloïde  O'ad.  Au  bout  du  temps  t,  les 
coordonnées  du  point  a  sont  justement  les  mêmes  que 
les  coordonnées  x  ety  du  mobile.  Donc,  la  courbe  décrite 
par  le  point  a  est  la  projection  de  la  trajectoire  relative 
sur  le  plan  du  parallèle. 

Cette  constrviction  donne  exactement  le  mouvement  du 
projectile  perpendiculairement  au  plan  du  méridien.  Ou 
voit  qu'il  est  d'abord  dévié  vers  l'ouest,  qu'il  atteint  un 
écart  maximum,  puis  qu'il  revient  vers  le  méridien  et 
finit  par  passer  à  l'est. 

Pour  déterminer  le  temps  t  correspondant  à  l'écart 
maximum,  il  faut  faire 
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ce  qui  donne 


(i  —  cos'i.w.i)  =  V.cos)-.sin2.w./, 


2. M 

d'où 

tariL'w.?       2.V 


Tant  que  l'arc  w.«  reste  très-petit,  la  valeur  de  t  ne  dif- 
fère pas  sensiblement  de 

2.V 


t 


c'est  justement  le  temps  que  le  mobile  mettrait  à  retom- 
ber sur  le  plan  horizontal  dans  l'hypothèse  de  l'immobi- 
lité de  la  terre. 

L'arc  a.w.t  restant  toujours  très-petit,  on  peut  calculer 
les  valeurs  de  x  et  dej  en  développant  et  négligeant  les 
termes  qui  contiennent  le  cube  de  co.  On  a 

fi'.  CCS X         ,     , 
X=—  \  .COSl.M.t-  -+-  ^— ^ •  M\t\ 

1  2 

r  =  y  cosl.t s;.cos'k.t^  —  tt  V.cos)..w^.<' 

2  à 

fi',  ces  À 


2.3 


(^\t' 


z  =  W .sin.l.t g  sin ). . /' . 

2  ^ 

En  représentant  par  Zi  la  hauteur  du  mobile  au-dessus 
du  plan  horizontal,  par  }  i  la  déviation  dans  le  sens  du 
méridien,  nous  aurons 

j,  =  j.sinX — z.cosX     et     z,  =  j.cos^ -h  s.sin>, 

d'où 

sin>.cos>..w=.f'  .  ,  ,,, 

J,  = ^^3 (g.t-/i.\), 

z,=\.t--g.t-h — ^-^ —  (^.;_4.v), 


(  39«  ) 

dy\        ?.. 

— —  =  —  •  sin X. cos). .tsi" .t^  [s .t  —  o . V  I, 
dt  3  ^ 

^  =  V  -  ê^.f  +  I .  cos^)..«^ ^^o.., __  3.V). 

En  posant 

dt 


dz, 

o, 


nous  déterminerons  le  temps  correspondant  à  la  plus 
grande  hauteur.  Ce  temps  est  un  peu  moindre  que  dans 
l'hvpollièse  de  Timmobilité,  mais  la  différence  est  exces- 
sivement faible-,  elle  est  toujours  raoiiidre  que 

^  •  w^.COS' A  •  —  •  f  =  0, 000000007  I.COS' A  •  —-  •  t. 

3  s"  ^ 

Ainsi,  sous  la  latitude  de  Paris,  et  pour  une  vitesse  initiale 
de  5oo  mètres,  la  différence  serait  moindre  que 

0,0000049.1". 

On  peut  donc  sans  erreur  sensible  prendre 

_V 

o- 

t> 
pour  le  temps  que  le   projectile  met  à  monter  et  pour 
celui  qu'il  met  à  redescendre. 

En  mettant  cette  valeur  de  t  dans  l'expression  de  Zi, 
on  trouve,  pour  la  hauteur  h  à  laquelle  le  projectile 
s'élève, 

h  = I  —  w- .  COS*  A  — 

en  représentant  par  H  la  hauteur  à  laquelle  il  s'élèverait 
dans  l'hypothèse  de  l'immobilité,  on  a 

A  =  H(i  — w^cos')i.2.H) 
:=  II  (  I  —  0 ,  0000000 1  o658 .  cos-  À  .  1 1  ) . 

On  voit  que  la  différence  est  tout  à  fait  insi^nifiaMle. 
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L'expression  Je  7,  fait  voir  que,  parallèlement  au  plan 
méridien,  la  déviation  a  lieu  vers  le  nord,  non-seulement 
pendant  tout  le  temps  que  le  projectile  reste  au-dessus 
du  plan  liorizonlal,  mais  encore  lorsqu'il  est  tombé  au- 
dessous  de  ce  plan  et  pendant  un  temps  justement  égal 
à  celui  pendant  lequel  il  est  resté  au-dessus. 

Au  point  le  plus  élevé,  la  déviation  vers  le  nord  est 

4      ,    .   ,        -     H' 
-  •  w-.sin/.cos/  •  —  ; 

^  S 

elle  devient  double  quand  le  projectile  retombe  sur  le 
plan  horizontal. 

Si,  dans  l'expression 

cos)..w.^-  ,„ 

x= ^(3.V-^^.0, 

on  fait 

V  =  gt, 

on  trouve  pour  la  déviation  d^  correspondant  au  point  le 
plus  élevé, 

-  •  S' .  ces  A  .  W  .  /3  =  —  - 
o  5 


/i.W 
rf  =  —  ^  •  g'.cos). .w./^  =  —  -  •  wcos>.H.  4/ 

V      S 


Cette  déviation  devient  double  quand  le  projectile  re- 
tombe sur  le  plan  horizontal. 

En  résumé,  quand  un  projectile  est  lancé  verticalement 
de  bas  en  haut,  son  mouvement  vertical  ne  diffère  pas 
sensiblement  de  celui  qui  aurait  lieu  dans  l'hypothèse  de 
l'immobilité  de  la  terre.  La  déviation  parallèlement  au 
méridien  est  dirigée  vers  le  nord,  mais  elle  est  à  peine 
appréciable;  la  déviation  perpendiculaire  au  méridien  et 
dirigée  vers  l'ouest  est  seule  assez  sensible. 

Sous  la  latitude  de  Paris,  un  corps  lancé  veriicalemcnt 
avec  une  vitesse  de  200  mètres  s'élèverait  à  une  hauteur 
de  ao!^9  mètres,  bien  entendu  en  supposant  la  résistance 


(  h^  ) 

de  Fair  nulle,  et  viendrait  retomber  sur  le  plan  horizon- 
tal du  côté  de  l'ouest,  à  la  distance  de  3"\o5i5  du  point 
de  départ. 


Moui^ement  d'un  corps  lancé  suivant  une  direction 
quelconque. 

Reprenons  les  équations  générales 

£'.COSX  ,                       .                 ^           U  . 

X  =  ^ (i.M.t  —  sins.w.?)  H •  smi.io.t 

4.w'  2.0 


U 


H (  ces  2  .  M  .  ^  —  1  ), 


2.  w 
.COS> 


I  ces  I.M  .t 


l)   -f- 


U, 


sin2  .(à .t 


U 


COS2.W.? 


=z  Mo.t 3.  %m\.t-. 


Au  moyen  des  deux  premières,  nous  pouvons  construire 
la  piojection  de  la  trajectoire  relative  sur  le  plan  du  pa- 
rallèle. Soit  Vj  la  composante  de  la  vitesse  initiale  dans 


FiG.    2. 


-W  ---^ 


ce  plan.  Par  le  point  O  niciions  la  droite  OB  peipeudicu- 
lairc  à   la   direction   de  la   vitesse  V,  et  dirigée  vers  la 
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droite  de  celle  vitesse 5  prenons 

V 

0B  = ; 

2.  w 

les  coordonnées  du  point  B  sont 

Ob  =  —     et     bB  =  —. 

2  .  w  2.0) 

Faisons  tourner  le  rayon  BO  autour  du  point  B  avec  la 
vitesse  angulaire  a.oi  et  en  sens  contraire  du  mouvement 
de  la  terre. 

Au  bout  du  temps  /,  les  coordonnées  du  point  O'  oc- 
cupé par  l'extrémité  du  rayon  BO  seront 

O  e  = •  sina.w.f  H •  (cosa.w.;  —  i), 

2.W  2.W 

^  U,       .  U 

Oe  = •  sm2.&j.  ? .  (C0S2.  w.^  —  i). 

2  .  w  2  .  w 

En  effet, 

O'e  =  OB.sin  (a  H-  2.W.?)  —  OB.sina, 

Oe  =  OB .  cos y.  —  OB .  ces  ( a  -t-  2 .  w .  / ) , 

et 

U,                              U 
OB.sina  = 7      OB.cosa  = 

2  .  w  2  .  w 

En  tournant  autour  du  point  B,  l'extrémité  du  rayon  BO 
entraîne  dans  son  mouvement  la  droite  O'X'  assujettie 
à  rester  constamment  parallèle  à  l'axe  OX,  et  la  circon- 
férence dont  le  rayon  est 

^.cosX 

roule  sur  la  droite  O'X'  avec  la  vitesse  angulaire  sw. 
Un  point  a,  fixe  sur  celle  circonférence  et  dont  la  posi- 
tion initiale  coïncidait  avec  lorigine,  décrit  la  (ycloïde 
0'fl<7par  rapport  à  la  droite  mobile  O'X'.  Au  bout  du 
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temps  t,  les  coordonnées  du  point  a  sont  les  mêmes  que 
les  coordonnées  du  mobilç;  donc  le   point  «,  dans  son 
mouvement,  décrit  la  projection  de  la  trajectoire  relative 
sur  le  plan  du  parallèle. 

Cette  construction  donne  exactement  le  mouvement  du 
projectile  perpendiculairement  au  plan  du  méridien. 
Pour  avoir  le  mouvement  dans  le  sens  du  méridien,  il 
faudrait  construire  la  projection  de  la  trajectoire  relative 
sur  le  plan  horizontal;  on  en  déduirait  la  discussion  com- 
plète du  problème,  mais  cette  discussion  rigoureuse  serait 
extrêmement  longue.  On  obtient  une  exactitude  bien  suf- 
fisante en  développant  en  série  et  négligeant  les  termes 
qui  contiennent  le  carré  de  w.  On  a 

X  =  U  .  /  —  U,  .&J  .  ^-  -f-  -  •  g  .  COSA  .  W .  f% 

Y  =  U,./  -h  U.  w.i' •  ff  .cosÀ.?% 

z  =  U,.? •  fi-.sin).  .f*. 

2 

En  représentant  par  : 

V  la  vitesse  initiale; 

o  l'angle  de  tir,  c'est-à-dire  l'angle  que  la  direclion  de 
la  vitesse  initiale  fait  avec  le  plan  horizontal  ; 

a  l'angle  que  le  plan  de  tir  fait  avec  le  plan  méridien, 
cet  angle  étant  compté  de  droite  à  gauche,  on  a 

U  =i  V.coso.sinrt, 

U,  =  V.coso.cos«.sin>  -+-  V.sino.cosÀ, 

Uj=:  V.sino.  sin  A  —  V.coso.cosa.cos).. 

En  transformant  les  axes  et  prenant  : 
L'axe  OZ,  dirigé  suivant  la  verticale  en  sons  contraire 
de  la  pesanteur; 
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L'axe  OYj  dirigé  suivant  la  trace  horizontale  <lu   ['lan 
lie  tir,  dons  le  sens  de  la  \ilesse  V^coscj.; 
L'axe  OXi  à  gauelie  du  plan  de  tir, 
On  a 

T,  =  x.cosfl  —  j.sina.siiiÀ  -+-  z.sin  «  .cosX, 
j-,  =z  .r.sin  a  -f-j.sinX.cosc?  —  z.cos /..cos«, 
z,  =  j.cosX  -(-  z  .sin>; 

par  suite, 

,    cosr/.cosX  ,  „  ,,    .      ,  ,  „ 

.r,  =  (ù.f  • [g.t  —  S.V.smç))  —  w.?-.V.coS'i).sinA, 

,    sirirt.cosÀ  _   ,,     . 

j,  =:  V.cosç».?  H-  w.f^  • 5 [g .t  —  i.  V.sinoj, 

t- 
3,  ::=  V.  sincp.f  H —  (  ?, .  w .  V .  cosy .  cosÀ .  sin«  —  g'). 

En  posant  z^  =  o,  nous  déterminerons  la  durée  ti  cor- 
respondant à  la  portée  horizontale.  On  trouve 

2.  V.sin» 


{g  —  2.w.V.cos<p.sinrt  .cosa) 

Quand  le  tir  est  dirigé  dans  le  sens  du  méridien, 

sin«  =  o; 

par  conséquent,  la  durée  du  trajet  est  exactement  la  même 
que  dans  l'hypothèse  de  l'immobilité  de  la  terre. 

Cette  durée  est  un  peu  augmentée  quand  le  tir  est  dirigé 
vers  l'est  et  un  peu  diminuée  quand  il  est  dirigé  vers 
l'ouestj  mais,  dans  tous  les  cas,  la  différence  est  très- 
faible,  de  sorte  qu'on  peut  sans  erreur  sensible  prendre 

2 .  V .  sin  © 

pour  la  durée  du  iraiet  correspondant  à  la  portée  hori- 
zontale. 
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En  mettant  cette  valeur  dans  l'expression  de  j  i,  ou 
voit  que,  suivant  la  direction  méridienne,  la  portée  hori- 
zontale est  la  même  que  dans  l'hypoilièse  de  l'immobi- 
lité, et  qu'elle  est  un  peu  augmentée  ou  diminuée  suivant 
que  le  tir  est  dirigé  vers  l'ouest  ou  vers  Test. 

Pour  déterminer  l'écart  perpendiculaire  au  plan  de  tir 
correspondant  à  la  portée  horizontale,  il  faut  mettre  la 
valeur  de  t^  dans  l'expression  de  x^  ^  en  représentant 
l'écart  par  D,  on  a 


_  Il  V^.sin^Q»  /3. taniïA 

D  =  —  ï  .  w .  cos>  • ( — 

3  g''        \   tangcp 


.). 


Tant  que  tang  cp  reste  moindre  que  3.tang^,  la  quantité 
entre  parenthèses  ne  peut  pas  être  rendue  négative  5  par 
conséquent  la  valeur  de  D  reste  négative,  ce  qui  fait  voir 
que  l'écart  latéral  a  lieu  à  droite  du  plan  de  tir.  Cet 
écart  atteint  sa  plus  grande  valeur  pour  cosa  =  -f-i, 
c'est-à-dire  quand  le  tir  est  dirigé  dans  le  plan  méridien 
et  du  nord  au  sud-,  il  devient  un  minimum,  quand  le  tir 
est  dirigé  du  sud  au  nord. 

Lorsque  tangcp  devient  plus  grand  que  3. tang X,  on  peut 
déterminer  les  valeurs  négatives  de  cosrt  qui  rendent 
négative  la  quantité  entre  parenthèses;  la  déviation  laté- 
rale se  fait,  dans  ce  cas,  à  gauche  du  plan  de  tir. 

Sous  l'équateur,  la  valeur  de  D  devient 

4.        V^sia'œ 
D  =  —  -^«w 'COSff, 

ce  qui  fait  voir  que  la  déviation  a  lieu  vers  la  droite 
quand  le  tir  est  dirigé  du  nord  au  sud;  qu'elle  a  lieu  vers 
la  gauche  quand  le  tir  est  dirigé  du  sud  au  nord,  et  enfin 
qu'elle  est  nulle  quand  le  tir  est  perpendiculaire  au  méri- 
dien. 

En  supposant  la  latitude  de  45  degrés,  l'angle  de  tir  de 
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45  degrés,  la  vitesse  initiale  de  5oo  mètres,  on  trouve, 
en  faisant  Ja  résistance  de  l'air  nulle,  que  la  portée  hori- 
zontale serait  de  25484  mètres-,  que  la  déviation  à  droite 
serait  de  25"',  20  dans  le  cas  où  le  tir  serait  dirigé  dans  le 
plan  méridien  et  du  nord  vers  le  sud  ^  que  cette  déviation 
à  droite  ne  serait  que  de  12"",  60  dans  le  cas  où  le  tir 
serait  dirigé  du  sud  vers  le  nord. 

Limite  de  Vécart  latéral  en  tenant  compte  de  la 
résistance  de  l'air. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  fait  abstraction 
de  la  résistance  de  l'air.  Lorsqu'on  veut  tenir  compte  de 
cette  résistance,  les  calculs  deviennent  beaucoup  plus 
compliqués  ;  nous  nous  bornerons  à  indiquer  la  limite  des 
écarts  latéraux. 

La  résistance  de  l'air  tend  toujours  à  diminuer  la  vi- 
tesse du  projectile  5  de  sorte  que  pour  le  même  angle  de 
tir,  pour  la  même  vitesse  initiale  et  au  bout  du  même 
temps,  le  chemin  parcouru  suivant  une  direction  quel- 
conque est  nécessairement  moindre  dans  l'air  qu'il  ne  le 
serait  dans  le  vide. 

L'expression 

,  r„              .    .        cosrt.cosX  ,„   ,^     .  ^"1 

X,  =  —  w . «M  V . ces o . sin  A  H ( 3 .  V . sin o  —  g.t) 

donne  le  chemin  parcouru  par  le  projectile  perpendicu- 
lairement au  plan  de  tir,  au  bout  du  temps  ^,  dans  l'hy- 
pothèse du  vide.  L'écart  latéral  calculé  au  moyen  de 
cette  formule  est  donc  supérieur  à  celui  qui  a  lieu  dans 
l'air  au  bout  du  même  temps.  Comme  la  composante  de 
la  résistance  perpendiculaire  au  plan  de  tir  est  toujours 
très-faible,  l'écart  calculé  ne  diffère  pas  beaucoup  de 
l'écart  réel. 
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QtESTlOîVS  DE  LICENCE; 

Par  m.   GIGON, 
Ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique. 


I.  Problème  d' analyse  proposé  pourlalicence  es  sciences 
mathémaliques  (Paris,  session  de  juillet  1867). 

II.  Intégration  d^une  classe  particulière   d^ équations 
différentielles  simultanées. 

III.  Applications. 

l. 

Problème.  —  Intégrer  V équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

.  ,  dz         ,  ^  dz 

Solution.  —  Cette  question  se  ramène,  comme  on  sait, 
à  l'intégration  des  deux  équations  simultanées 

,    .  dx  dy  dz 

(2)  -      ■"      - 


y  -{-  z        z  -f-  X         .r  -T-  j- 
lesquelles,  mises  sous  la  forme  suivante  : 

d.r  —  dz        dy  —  dz  dx  -\-  dr  -f-  dz 

x~z     ~    J  —  2    ~        2{.c-l-j4-s) 

s'intègrent  immédiatement  ;  et  l'on  trouve  alors,  Cj  et  C» 
désignant  deux  constantes  arbitraires,  les  deuxintégral<?s 
des  équations  (2),  savoir  : 


,3^  \{x-z)[x^y^zY=C,, 

[y  -  z)  [x -^r- y -\- zY  =C,. 


(  399  ) 
Enfin, en  appelante  une  fonction  arbitraire,  la  solution 
la  plus  générale  de  la  proposée  (i)  sera 

*  [(x  —  z)  (x -+-r  +  zy,    {j  —  z){x -4- j ■+- zy\  =  o. 

Remarque.  —  Le  procédé  très-simple  qui  a  fourni  les 
intégrales  du  système  proposé  (2)  réussit  dans  certains 
cas  particuliers  analogues  à  celui  qu'on  vient  de  traiter. 

Mais  il  existe  plusieurs  autres  moyens  de  parvenir  aux 
intégrales  (3).  En  effet,  les  équations  (2),  qui  ne  sont 
pas  linéaires,  peuvent  être  remplacées  par  un  système 
équivalent    de    trois    équations    linéaires^    il    suffit    de 

poser    ^          =  dt,  en  désignant  par  t  une  variable  auxi- 
liaire qu'on  prend  pour  variable  indépendante. 

La  question  est  alors  ramenée  à  trouver  les  trois  inté- 
grales des  équations  linéaires  simultanées 


(4) 


Quand  on  aura  trouvé  d'une  manière  quelconque  ces 
trois  intégrales,  on  en  déduira,  par  l'élimination  de  <, deux 
intégrales  identiques  ou  équivalentes  à  (3).  On  pourra 
même,  si  l'on  veut,  se  dispenser  de  ce  calcul  en  conservant 
une  équation  de  plus  et  en  maintenant  dans  les  formules 
la  variable  auxiliaire  /. 

Or,  on  sait  que  l'intégration  des  équations  (4)  peut  se 
faire  au  moyen  des  méthodes  générales  (élimination  ou 
méthode  de  d'Alembert.) 

On  peut  encore  y  parvenir  par  le  procédé  suivant. 
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IL 

Intégration  d'un  système  d'équations  différentielles 
simultanées  en  nombre  quelconque,  du  premier  ordre, 
linéaires  et  circulairement  symétriques  par  rapport  à 
toutes  les  variables  dépendantes. 

J'appelle  système  d'équations  différentielles  circulaire- 
ment symétriques  par  rapport  aux  variables  dépendantes, 
un  système  qui  ne  change  pas  quand  on  effectue  sur  ces 
variables  une  permutation  circulaire. 

Soit  proposé  un  tel  système  (S)  composé  des  n  équa- 
tions suivantes  dans  lesquelles  t  est  la  variable  indépen- 
dante; Xi,  x^,  X3, .  •  . ,  Xn,  des  variables  fonctions  de  t\  a, 
b,  c,...,  A,  <7,  r  des  coefficients  numériques  quelconques. 


f/.r, 
It 
dx-i 
It 
clx^ 
~di 


z=  ciXy  -h  hxi  -\-  cXi  -+- . 

. .  +  hx„_ 

=  ax.  H-  bxi  +  cXi  -+- . . 

.  +  hx„_ 

:=  ax^  -+-  b.Ti  -r  cx^  -+- . . 

.  +  /ix„ 

q^n- 


+  rx^, 


(S) 


dx     9 

"~' z=ax„_i-\-bxn-x-\- cx„ H- . . . -f- hxn-i  +  7X„_ j 4-  rx„_:^ , 


dt 
dx„^ 


z=  axn-x  +  bx„    H-  c.r ,  4- . . .  +  hx^-^  +  7.i-„_3 -h  rr„_j , 


dt 

—^     =  «.r„     -H  bx^     -h  c.rj  + . . .  +  hx„_^-^ qx„_.+rx„_i, 
\     dt 

Je  considère  les  n  racines  de  l'équation  binôme 

/  désignant  la  racine  imaginaire  cos h  v  —  ^  sin  — » 

°  °  n         ^  n 

on  sait  ([lie  ces  n  racines,  toutes  différentes  entre  elles, 


(  4oi  ) 

s'obtiennent  en  élevant  successivcmcni  /  ;i  la  première, 
à  la  deuxième,.  .  . ,  à  la  n"^""  puissance*,  elles  forment  la 
suite 

A,     A    ,     /.    ,        •    .   ,     A  J     '-    • 

Si  n  est  pair,  Téqualion  binôme   admci  deux  racines 

n 

réelles,  X"  =;  i  et  À"*  =  —  i  ;  si  ti  est  impai  i .  elle  n'admet 
qu'une  racine  réelle  /."  =  i.  Toutes  les  autres  racines 
sont  imaginaires  et  conjuguées  deux  à  deux;  X^  désignant 
une  quelconque  d'entre  elles,  sa  conjuguée  est  À""''. 

Cela  étant,  je  puis  obtenir  les  n  intégrales  du  sys- 
tème (S)  delà  manière  suivante  : 

Premièrement  ,  j'ajoute  ensemble  toutes  les  équa- 
tions (S),  j'intègre  l'équation  résultante,  et  je  trouve,  en 
désignant  par  la  lettre  e  la  base  des  logarithmes  népé- 
riens et  par  K,  une  constante  arbitraire,  une  première 
intégrale 

(5)  K,  =  (x.  +  .r.  H-  ^3  -+-...  +  X,,^    -{a  +  b^c^...^q  +  r)t^ 

En  second  lieu,  mais  dans  le  cas  seulement  où  n  est 
pair,  et  par  consé(juent  où  l'équation  X"=:i  aduiet  la 
racine  — 15  je  multiplie  les  équations  (S),  en  commen- 
çant par  la  première,  chacune  respectivement  par  un  des 
termes  de  la  suite 

(-1),   (-I)^  (-1)3,...,   (-!)«, 

c'est-à-dire  par 

—  I ,     H-  I ,      —  I , .  .  . ,     H-  I  ; 

j'ajoute  les  résultais,  j'intègre,  et,  K,  désignant  une  con- 
stante arbitraire,  j'obtiens  une  seconde  intégrale 

(6)  K,=  (.r,-.r,  +  .r,  +  ...  +  ^„_,-.r„;,c-C"-^+^+-+'7-'>. 
Troisièmement,  je  prends  une  des  racines  imaginaires 
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considérées  ci-dessus,  X''  par  exemple,  j)  étant  <^-;  je 
forme  la  suite 

[a)  \P,     VP,     l'P,...,     l'"-''P,     VP, 

dans  laquelle  un  terme  quelconque  reproduit  une  des 
racines  de  l'équation  binôme  X"  i=  i  -,  je  multiplie  respec- 
tivement chacune  des  équations  (S)  par  un  des  termes  de 
cette  suite;  j'ajoute  les  résultats;  j'intègre  Téqualion  que 

j  obtiens  ainsi,  et  (  A^-f-B^  y/  —  i)  désignant  une  constante 
arbitraire  imaginaire,  j'ai  rintégraie  suivante  : 

(  IP  .r,  -f-  ).=/'  o-j  +  .  .  .  -}-  AÎ"-'  '/>  jr„_,  +  l"P  x„ 

An  moyen  de  la  formule 

e^V  — •  rrz  cosÇ  -h  V  —  I  sinH, 

je  transforme  rexponenlielle  imaginaiie  contenue  dans 
l'expression  (7);  puis,  en  égalant  les  parties  réelles  et  les 
coefficients  de  y  —  i  dans  les  deux  membres,  jedécompose 
riiilégrale  imaginaire  (j)  en  deux  intégrales  réelles  dis- 
tinctes qu'on  peut  appeler  les  intégrales  correspondantes 
aux  racines  conjuguées  ?>^  et  X""'';  on  vérifie,  en  effet, 
qu  on  obtient  une  intégrale  identique  ^  [y]  en  employaut, 
comme  il  vient  d'être  expliqué,  non  plus  la  racine  X'', 
mais  sa  conjuguée  X"~^.  On  vérifie,  en  outre, qu'on  trouve 
toujours,  à  un  facteur  constant  près, la  même  intégrale  (7) 
quelle  que  soit  celle  des  équations  (S)  qu  on  multiplie 
par  1p,  premier  terme  de  la  suite  («),  si  l'on  multiplie  en 
même  temps  l'équation  c|ui  suit  immédiatement  celle-là 
par  /^f,  la  suivante  par  X''',..,,  cl  si  de  la  dernière  é(pia- 
tion  (S)  on  passe  ainsi  à  la  première,  de  la  première  à  la 
deuxième,  etc. 

En  cmplovant  une  autre  lacinc  A'''  de  la  même  manière 


(  4o3) 
que  A'',  on  oblicndra  deux  nouvelles  intégrales  réelles  du 
système  (S),  et  ainsi  de  suite. 

En  somme,  en  faisant,  si  n  est  pair, 


/?  =  I,     2,     3,. . . ,      (  -  — ' 
et,  si  n  est  impair, 

p  =  i,     i,     3,...,     ^— ^j' 

on  obtiendra  successivement  et  deux  par  deux,  dans  le 
premier  cas,  [n —  2)  intégrales,  et  dans  le  second  cas, 
(n  — 1)  intégrales  des  équations  proposées  5  on  y  joindra, 
si  n  est  pair,  les  deux  intégrales  (5)  et  (6)  obtenues  au 
moyen  des  racines  H-i  et — i  de  l'équation  binôme;  et, 
si  71  est  impair,  l'intégrale  (5)  qui  correspond  à  la 
lacine  +1.  De  cette  manière,  on  aura  formé  dans  tous 
les  cas  les  n  intégrales  qui  résolvent  la  question. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  donner  l'expression  générale  des 
intégrales  réelles  correspondantes  aux  racines  conjuguées 
X''  et  1"-^. 

Pour  effectuer  les  calculs  indiqués  ci-dessus,  on  se  sert 
de  la  notation  suivante  : 

}.p  =ap-hp,  s/'^ 


\'P='Xip-h  ^ip\'  — 


l"P=  I  , 

et  Tou  dislingue  deux  cas,    suivant  que  n    est  pair  ou 
impair. 

Si   n  est  pair,    on    fait    n='2fri\  on    remarque  que 

?i 

-p 
X'     =( — 1  )'' j    on  désigne   par  y,  A-,   g  les   coefficients 

26. 
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constants  occupant  lesiangs  /;/,  (m+i),  {m -\- -i)  dans 
la  suite  a,  />,  c, .  .  . ,  q,  /';  et  l'on  pose,  afin  d'abréger 
l'écriture, 


^p  =  (j?,  -4-  ^ 


2m— I  y  '^p 


\^Xi   +  JTsm— î  )  ^2/) 


V,,  =  (-r,  —  ar,„,_,)  Pp  +  (.r,  —  .r,„._,^  p,p -\- .  .  . 
(8)       '  H-  (■'•m-i  —  -^m+l)  P(m-Op, 

<p^  =  a  -f-  (  i  -h  /■)  a/,  -4-  (  c  -+-  y  )  «2^  + .  .  . 

\    y^^  =  {b-r)Pp-+-{c-q)p,p-i~...-i-  (/-  s)  P(„,_,  v 

Si  n  est  impair,  on  appelle  /^et  ^  les  coefficients  con- 

slants  qui  occupent  les  rangs  I  ]•,  ) h'  )  dans 

la  suite  a,  b,  c,.  . . ,  q,  r,  et  l'on  pose 


■t  =  (^' 


OCp  +  ( ^^2  +   ^n-2)  <X:p  H-  .  . 


(9) 


.(^)        m)    (^)"     ■■■' 

^^    =    (-^l     ~   -^«-0    ^P    +     ('^J   ~    ■^■"-2  )   p2/,    +   .    .    . 

(p^  =  rt-  +  (^  +  r)  a^  +  (c  +  7)  ajp  +  .     . 


En  employant  ces  notations,  on  trouve  que  dans  les 
deux  cas  les  intégrales  cherchées,  résolues  par  rappoit 
aux  constantes  arbitraires  A^  et  B,,,  s'écrivent  ainsi  qu'il 
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»uil  : 

(  Bp  =  e-?p'['^"^.cos{xp.t)-h-l/^.siniXp-i)]- 

Les  formules  que  l'on  vient  d'obtenir  peuvent  être  ap- 
pliquées à  tout  système  d'équations  simultanées,  à  coef- 
ficients numériques,  comprises  dans  la  classe  (S)*,  il  n'v 
a  plus  qu'à  remplacer  les  lettres  a,  è,  c, .  .  .  ^  «p,  aj^, .  .  . , 
j3p,  {3j^, . .  . ,  etc.,  par  leurs  valeurs. 

Nous  allons  de  cette  manière  parvenir  à  la  solution  de 
l'équation  (i)  -,  nous  traiterons  ensuite  quelques  exemples 
plus  compliqués. 

m. 

1°  Reprenons  les  équations  (4)  ".  ainsi  que  nous  l'avons 
dit,  elles  rentrent  dans  la  forme  (S).  Il  faut  leur  appli- 
quer les  formules  (5),  (9)  et  (10),  en  faisant 

n  ^  3  ,       /^:^I,        (l  =0,        b  =  I  ,        /=I; 

il  suffit  de  considérer  une  des  deux  racines  cubiques  ima- 
ginaires de  l'unité,  et  l'on  a,  par  suite, 

Dans  le  cas  actuel,  l'intégrale  (5)  devient. 

(11)  K,  =  (^+r +  2)  e-". 

D'après  (q),  on  trouve 

!/.=(-.■- -l^z\.     ^'':=VI,_,_     .. 


Les  intégrales  (10)  deviennent  alors 

12]  { 

V3^..       ^. 


(  4o6  ) 
En  éliminant  t  entre  (ii)  et  (12),  on  trouve  facilement 
les  deux  équations 


:i3i 


(.r  —  z)(x+j-f-z)'  =const., 


V   \y  —  z)  [x  -\-j  4-  z)^  =  const., 
identiques  aux  intégrales  (3)  précédemment  obtenues. 
2°  Intégrer  les  équations  simultanées 

,  dx  dy  dz 

(l4  )  ?• T^-'^^- 7^ ;= —  ^= 7= f^  =  u.. 

■2 .r  —  by  -{-  oz      iy  —  bz  -\-  5x       iz  —  bx-\-by 

Solution.  —  Ici  n  est  impair  et  égal  à  3  5  il  suffit  de 
considérer  la  racine  imaginaire  cubique  de  l'unité 

2  2 

On  applique  les  formules  (5),  (9)  et  (10)  en  faisant 

—  I  \/3 

rt  =  2,      b= — 6,      r  =  5,      a,  =  5       Pi  =  —  '      p  =  l. 

Au  moyen  de  la  formule  (5),  on  trouve  d'abord 

(i5)  K,  =  {x-hy-hz)e-'. 

Les  formules  (9)  donnent 

Les  formules  (10)  donnent 
A,  =  e  '^ 


2 

v/3(. 


.r  —  y  \           /  I  I  v3 
^  COS  I   —  t 


(16) 


^- (¥')]■ 


'[^' 


,r  — ^)"jt-OS  1   t 


■2.Z  —  .r  —  Y  \      .      /    I  I  V  O 
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Les  équations  (i5)  et  (i6)  représentent  les  intégraTes 
du  système  proposé  (i4)' 

3**  Intégrer  les  quatre  équations  simultanées 

l'  dx  dy 

\  IX  —  j-l-5z  —  3«        iy  —  z  -\-  5ii  —  3.r 

(•7)  \ 

dz  du 

It. 


2z  —  Il  ->r  5  t.  —  "iy       0.U  —  X  ->t-  S  y  —  3  z 

Solution.  —  Dans  le  cas  actuel,  n  est  pair  et  égal  à  4? 
parmi  les  racines  quatrièmes  de  l'unité,  nous  avons  à 
considérer  les  deux  racines  réelles  -|-i  et  — i,  et  l'une 

des  deux  racines  imaginaires,  -h  \j — i  par  exemple. 

Pour  appliquer  les  formules  (5),  (6),  (8)  et  (10),  nous 
faisons 
rt=2,    b  =z  —  I,    f(=z5f    r=z — 3,    pz=i,   ai=o,    p,  =1. 

Il  vient  alors,  d'après  (  5  ) , 

(18)  K,  =(x +J  +  ZH- «)e-", 
et,  d'après  (6), 

(19)  K3  =  (x— j  H- z— «)e-"'. 
Les  formules  (8)  donnent 

f ,  =  «  —  J,     y>  =x  —  z,     (j-,  =  —  3,     x>  =  ^' 
On  trouve  ensuite,  d'après  (10), 

l  Al  =  t'"  [(  M  —  >■)  cos  nt  —  (.r  —  z)  sin  It], 
I    B,  =  c''  [{.V  —  z)  cos  2^  -f-  (  M  —  j)  sin  2/]. 

(18),  (19)  et  (20)  représentent  les  quatre  intégrales  des 
équations  (17). 

On  pourrait  niulliplier  les  exemples,  et  considérer  des 
systèmes  d'équations  simultanées  renfermant  un  plus 
grand  nombre  de  variables;  mais  ce  qui  précède  suflit 
pour  indiquer  dans  tous  les  cas  la  marche  à  suivre. 
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SUR  LES  VOLIMES  TRAPEZOÏDAUX 

voir  t    Vif,  p.  ja); 

Par  m.    Alfred  GIARD. 


Ou  sait  que  le  volume  de  tout  pohèdre  ayant  pour 
bases  deux  polj'gones  quelconques  situés  dans  des  plans 
parallèles;  et  pour  faces  latérales  des  trapèzes,  est  ex- 
primé par  la  formule 

"(B  +  B'  4-4B"], 

dans  laquelle  H  désigne  la  distance  des  deux  plans  pa- 
rallèles, B  la  hase  inférieure  du  poljèdre,  B'  la  base  su- 
périeure, et  B"  la  section  équidistante  des  deux  bases  (*). 

A  la  suile  de  la  démoustration  de  ce  théorème,  ou  lit 
(t.  VII,  p.  245)  la  JNote  suivante:  D'après  iNJ.  Koppe, 
de  Sœsl  [Crelle,  t.  XVIIl,  p.  2j5),  le  volume  que  nous 


(*)  Cette  proposition,  énoncée  par  Mascheroni  dans  sa  Collection  de 
Problèmes  pour  les  Arpenteurs,  comprend,  comme  cas  particulier,  la  me- 
sure du  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles,  telle  qu'on  l'énouce  dans 
les  Traités  de  Géométrie  élémentaire.  Car,  dans  ce  cas  particulier,  les 
aires  des  sections  B,  R",  B' étant  proportionnelles  aux  carrés  des  distances 
de  leurs  plans  au  sommet  de  la  pyramide,  on  a  évidemment 


d'où 

4B'-::^B-t-B'-|-    'V'ÏÏÎ?, 

re  qui  lionne 

"  (  n  -^  B '  -r-  ',  B  "  )  ^  I  (  B  -I-  B  '   i-  V  HÎ?  ) . 
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venons  Je  cléCnire.sl  é([uivalenl  à  un  prisme  ayant  pour 
hauteur  H,  et  pour  base  l'aire  de  la  section  B"  aug- 
mentée de  la  douzième  partie  de  l'aire  P  d'un  polygone 
é(|uiangle  aux  bases,  et  qui  a  pour  côtés  la  différence  de 
leurs  côtés  homologues.  Il  faudrait  démontrer  l'identité 
de  cette  expression  avec  la  précédente. 

C'est  celle  démonstration  que  je  vais  indiquer  en  quel- 
ques mots.  L'égalité  à  vérifier  est 

|(B  +  B'  +  4B")  =  H(B"+i^), 
ou 

2B-f-  ?.B'=:4B"  -h  P. 

Pour  cela,  nous  appliquerons  le  théorème  suivant  dû  à 
Mascheroni  :  Le  double  de  la  surface  d'un  polygone  recti- 
ligne  est  égal  à  la  somme  des  rectangles  de  ses  côtés,  ex- 
cepté un,  pris  deux  à  deux,  multipliés  par  les  sinus  des 
sommes  des  angles  extérieurs  compris  entre  eux. 

Soient  A,  B,  C, .  .  .  les  côtés  de  la  base  B  ^  «,  Z>,  r, .  .  . 

les  côtés  de  la  base  B'  ;  ceux  de  la  section  B"  seront > 

2 

?•••?  et  ceux  du  polygone  P:(A  —  a),  (B  —  b), 

(C-c),.... 

Désignons  par  a,  [5,  y,  cî, .  .  .  les  sommes  des  angles  ex- 
térieurs compris  entre  les  côtés  en  nombre  n  —  i,  com- 
binés deux  à  deux,  les  côtés  étant  toujours  pris  eu  mar- 
chant dans  le  même  sens. 

On  aura,  d'après  le  lliéorènie  énoncé  : 

iP  =■  {A—  a]  \B  —  i  ;  sin  a  -I-  (  A  —  a  ]    C  —  r  i  sin  jB  -i-  .  .  . 

/A  -\-  n\   /B  -(-  h\     .  ;  A  -t-  nX  ,'C  -h  r\    . 


(  ^^o  ) 
d'où 

P  =  ^ sina  +  ^- ^ sin  S  +  .  ,  ,. ,. 

2  2  ' 

4  B"  =  ^ -i ^  sin  a  4-  -^ ~ sin  S  + 

2  2 

Faisons  la  somme 
P  +  4  B"  =  (  AB  +  rt^*  )  sin  a -f-  (  AC  -+- «c)  sin  p  +  . .  .  , 

P  +  4B"  =  (ABsina  + AGsinp  +..  .) 
H-  {ab  sina  -f-  «c  sin [î  +...), 

P  +  4B"=2B4-  2B', 

C.    Q.    F.    D. 

Il  est  évident  que  cette  démonstration  s'étend  au  cas  où 
plusieurs  des  faces  latérales  seraient  des  triangles;  dans 
ce  cas  le  polygone  P  est  équiaugle  à  la  base  B. 


DIVERSES  EXPRESSIONS  M  VOLIME  DU  TETRAEDRE  5 

Par  m.  Georges  DOSTOR, 

Piolcsseur  au  lycée  impérial  de  la  Réunion. 


1.  Soient  rt,  Z»,  c  trois  arêtes  contigués  d'un  tétraèdre, 
issues  du  sommet  S  5  et  a,  |3,  y  les  angles  compris  entre 
ces  arêtes,  savoir 

a.=  {b,c),      p=z{c,a),     7  =  (o,  />). 

Désignons,  en  oulre,  par  A,  B,  C  les  trois  autres  sommets 
du  solide  qui  terminent  les  arêtes  «,  Z>,  c;  et  posons 

AB  =  c',     BC  =  «',     Ck  —  b'. 
Appelons  H  la  hauteur  du  solide,  abaissée  du  sommet  V, 


(4ii  ) 

sur  la  face  opposée  SAB  ^  nous  avons  le  volume 


V  =  SAB-^n. 


Cela  posé,  représentons  para',  (3',  y'  les  irois  hauteurs 

du  triangle  sphérique  dont  les  côtés  sont  a,  /3,  y  :  nous 

avons 

H  =  csiny', 


et,  comme 


il  vient 


SAB  =  —  ab  sinv, 
2  ' 


(I)  V  =  ^  aicsiny  siny'. 

Donc,  le  volume  iVun  tétraèdre  est  égal  au  sixième 
du  produit  de  trois  arêtes  issues  du  même  sommet,  multi- 
plié par  le  produit  du  sinus  de  l'angle  compris  entre 
deux  de  ces  arêtes,  et  du  sinus  de  l'inclinaison  de  la  troi- 
sième arête  sur  le  plan  des  deux  premières. 

2.  La  hauteur  y'  partage  le  triangle  sphérique  a,Sy  en 
deux  triangles  sphériques  rectangles  5  l'un  d'eux  a  pour 
hypoténuse  le  côté  p,  et  pour  angle  opposé  à  y'  le  dièdre 
dirigé  suivant  l'arête  a 5  ce  triangle  sphérique  rectangle 
donne  donc 

siny'  =z  sinfl  sino; 

il  vient,  par  suite,  en  substituant  dans  (l), 

I  .        .        .   '^ 

(II)  V  =  -  fl^c.sinS  sinv  sma. 

b 

Or,  le  triangle  spliéri(|uc  y.[t/y  donne  aussi 

.    «        fi 

sinrt  =1  2sin  -  ces  - 

2         2 

2  \/sincj  bin  (ni  —  a)  sin  [rj  —  p)siii(  n  —  7  ) 
sin p  siny 


Il  vient  donc 


(  4>2  ) 

[3+7  = 


(III)  \  =  —  abc  y/siiicT  sin  (cT  —  ajsin  (^cj  — •  p)  sin  (cr  —  7). 

La  quantité  sous  le  radical  peut  se  développer;  en  la 
représentant  par  -^  A^,  on  a 

(IV)  A^r=  I  —  cos'a  —  cos'P  —  cos-7  +  2COSacosp  COS7, 
de  sorte  qu'on  peut  écrire 

(V)  Y  =  ^abc.^. 

Ainsi,  le  volume  d\in  tétraèdre  est  égal  au  sixième  du 
produit  de  trois  arêtes  issues  du  même  sommet,  multiplié 
par  la  quantité  A  qui  est  une  fonction  symétrique  des 
trois  angles  rompiis  entre  ces  arêtes  [*). 

Cette  expression  correspond  à  celle  qui  donne  la  sur- 
face du  triangle  en  fonction  de  deux  côtés  et  de  Tangle 
compris. 

3.  Si  nous  comparons  (I)  et  (V),  nous  verrons  que 

(VI)  sin  a  sin  a'  =  sin  [5  sinji'  =  sin  7  sin  7'  =  A. 

Donc,  dans  tout  triangle  sphéiique,  les  produits  des 
sinus  de  chaque  côté  et  de  la  hauteur  coirespondante  sont 
égaux  entre  eux  et  à  la  fonction  A. 


(*)  La  quantité  désignée  ici  pai'  A  est  ce  que  les  Allemands  nomment 
le  sinus  de  l'angle  t.'-ièdre  des  arclos  a,  t,  c.  En  adoptant  cette  définition, 
on  peut  dire  que  le  volume  d'un  tétraèdre  est  égal  au  sixième  du  produit 
des  trois  arêtes  issues  d'un  même  soniniel  par  le  sinus  de  l'angle  trièdio 
que  ces  trois  arêtes  forment.  *'. 


(  4'3  ) 
4.    La  valcul  (II)  priit  s'écrire 


2      1  .    ,      i      I    •  ^^"^ 

V  r=  -  •  -  cfl  .  sin  [4  •  -  flo  sin  -/  • : 

i     2  2  a 


or,  on  sait  que 


—  ca  sin  8  z=  SAC,     -  ab  sinv  --  SAB  ; 

2  2 

on  a  donc  la  formule 

/^ 
(VII)  V=:  ^SAB.SAC^^, 

qui  exprime  le  volume  du  tétraèdre  eu  fonction  de  deux 
faces  SAB,  SAC;  de  V arête  commune  a,  et  du  dièdre 
compris  entre  ces  deux  faces . 

5.  Pour  plus  de  simplicité,  représentons  par  A,  B,  (%  S 
les  faces  respectivement  opposées  aux  sommets  désignés 
par  ces  mêmes  lettres. 

L'expression  précédente  (VII)  permet  d'écrire 

2  sin«'        2  „^    smb'        2  ^„     sine' 
V  =  -  AS  .  —7-  =  ^  BS  .  -jj-  =  ^  es  .  —r-, 

3  a  ô  b  à  c 

d'où  l'on  tire  les  deux  équations 

A  sin  a'        BsinA'        Csinr' 
a'       ^       //       ~~~^' 

qui,  étant  combinées  entre  elles  et  avec  l'équation  évi- 
dente 

/\  /■-.  /■-. 

A  ces  a'  +  B  ces  6'  +  C  cosc'  =  S, 

donnent  d'abord 

A&'sin«'  Ac'&infi' 

B  =:: 5        G  — -   ; 

/^  .    /^ 

a'sinb'  a's\nc' 


(4a) 


A=: 


^  /X  /~\  /\  ,       /X 

a  cota' -\- b' cot  b' -\~  c' cote'    sin« 
Si  nous  substituons  cette  valeur  de  A  dans  l'expression 


nous  trouvons 


(VIII) 


V 

=  |.s 

sina 

2 

S' 

3 

.^,     , 

/X                            /\ 

a'  cota'  -+-  b'  cotb'  H-  c'roLr' 


pour  le  volume  du  tétraèdre  en  fonction  d^  une  face  et 
de  ses  ificlijiaisons  sur  les  Ijois  autres  faces. 

Cette  expression  correspond  à  celle  de  la  surface  du 
triangle  en  fonction  d'un  côté  et  des  deux  angles  adja- 
cents (*). 


("  )  Parmi  les  différentes  expressions  du  volume  d'un  tétraèdre  en  fonc- 
tion de  ses  éléments,  on  peut  encore  citer  les  expressions  suivantes  : 


•i88.V^  = 


I      a 

I       h' 


b"- 


formule  qui  donne  le  volume  du  tétraèdre  en  fonction  des  carres  de  ses 
arêtes  ; 

V-  =  -  A.R.C.A', 

!) 

en  nommant  A' le  sinus  de  l'an^'le  trièdre  supplémentaire  de  l'angle  des 
arêtes  a,  h,  c  ; 

\  i:::^ -.  a.a'o  .sin  (  an') , 

où  0   représente  la  plus  courte  distance  des  arêtes  opposées  a,  a'  et  {aa' ) 
l'angle  de  ces  deux  arêtes. 

On  sait  aussi  comment  le  volume  d'un  tétraèdre  s'exprime  en  fonction 
des  é([uations  de  sos  faces,  et  au  moyen  des  cnoi-données  de  ses  sommets. 

G. 
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NOTE  SIR  QIELOIES  QIESTIONS 
PROPOSÉES  DWS  LES  NOIVELLES  ANNALES; 

Pa&  m.  s.  realis. 


1.  Lemme.  —  Entre  deux  racines  consécuiwes  de  l'é- 
quation F  (x)  =  o,  il  y  a  au  moins  une  racine  de  l'é- 
quation 

V[x)  —  kY'  (.r)=o, 

dans  laquelle  k  est  un  nombre  quelconque  diffèrent  de 
zéro.  (WA.ni>G.) 

C'est  une  conséquence  évidente  du  théorème  de  Rolle. 
Si  a  et  j3  sont  deux  racines  consécutives  de  F  (.r)  =  o, 
elles  comprendront  un  nombre  impair  de  racines  delà 
dérivée  F'  (o:)  =  o,  en  sorte  que  !"'(«)  et  F'  (j3)  seront 
de  signes  contraires.  Or,  en  stibstituant  a  et  /S  à  la  place 
de  X  dans  l'expression  F  (x)  —  A  F'  (a:),  on  obtient  les 
résultats  — A-F'(a),  — AF'(|3),  qui  ont  des  signes  con- 
traires-, donc,  entre  a  et  p  il  y  a  toujours  une  racine  de 

F(.r)  — /.F'(x)rzzo. 

De  même  que  le  théorème  dont  elle  dérive,  celte  pro- 
position n'est  pas  lestreinte  aux  équations  algébric[ues  ; 
elle  subsiste  également  pour  les  équations  transcendantes, 
louies  les  fois  que  F  (x)  el  F'  (x)  sont  des  fonctions  con- 
tinues entre  les  limites  qui  comprennent  les  racines  de 
F  (ar)  =  o  \  mais  ce  n  est  que  des  premières  équations  ([ue 
nous  avons  à  nous  occuper  ici. 

CoKOLi.vir.Es.  —  1°  Si  l'équation  algébrique 


(  4i(^  ) 

a  m  racii}es  réelles,  V équation 

a  aussi,  au  moins,  m  lacines  réelles. 

1°  Entre  deux  racines  consécutives  defi^x)  =  o  //  iie 
peut  y  avoir  plus  dhine  racine  de  F  [x)  =  o. 

3°  Sif[x)  =  o  a  i  racines  imaginaires,  F  [x]  =  o  a, 
au  moins,  i  racines  imaginaires. 

2.  Soil  fait,  comme  ci-dessus, 

F{x)-A-F'i.r)=/{.r); 

on  aura,  n  étant  le  degré  de  F(:r),  et  /'  [x),  J"  [x], 
f  "  [x) ,....,  f"- [x)  désignant  les  n  dérivées  successives 
du  polynômey(:c)  : 

F  {x)  =/(.7-)  -+-  kf  (.r)  +  k-f"  [x)  +  k^f"  (x)  +...+  y?"/"  (x). 
Donc  : 

Une  équation 

/(x)  =  o, 

de  degré  n,  étant  donnée,  si  V  équation 

F  [x)=f[x)  4-  kf[x)  +  k'-f"  (x)  4-  ...  H-  /■«/'.  {,-)  =  o, 

oïL  Jî  est  un  nombre  indépendant  de  x,  a  m  racines 
réelles,  la  proposée  aura  elle-même,  au  moins,  m  racines 
réelles,  dont  m  —  i  seront  toujours  comprises ,  chacune, 
entre  deux  racines  consécutives  de  F  [x]  =  o.  Et,  si  la 
proposée  a  i  racines  imaginaires,  F  [x)  =o  aura,  elle 
aussi,  au  moins  i  racines  imaginaires. 

Dans  la  seconde  partie  de  cet  énoncé  se  trouve  com- 
pris et  généralisé  celui  de  la  question  777.  (Hekmite.) 

3.  Le  lemme  mentionné  au  n"  1  conduit  également  à  la 
solution  delà  question  77^').  (Sylvester.) 


(4i7  ) 
Soicnl 

F  (.r)  =  n-  -  -f-     ' 


I  1.2  1.2.3  1.2.3...// 

et  A  =:  I,  ce  qui  nous  donne 

/(.,)  =  F(.)-F(x)  =  ^-^£_. 

Si  l'équation  F  [x)  =  o  a  deux  racines  réelles,  leurs 
valeurs  seront  nécessairement  négatives;  et,  d'après  le 
lemme,  elles  comprendront  une  ou  plusieurs  racines  de 
f(x)  =  G.  Cela  n'a  pas  lieu,  puisque  les  racines  de  cette 
dernière  équation  sont  toutes  égales  à  zéro.  Il  s'ensuit 
donc,  conformément  à  l'énoncé  de  la  question  775,  que 
la  proposée  ne  peut  avoir  deux  racines  réelles. 

4.  La  proposition  suivante,  que  l'on  peut  rapprocher 
de  celle  énoncée  au  n*^  2,  se  présente  aussi  comme  consé- 
quence du  lemme  cité.  Je  laisse  au  lecteur  le  soin  d'en 
développer  la  démonstration. 

L'équation 

X"  -H  A,  a-"-'  -+-  A2  j:"-^  -h  .  .  .  -t-  An-,  X  -h  A„  =  o 
ayant  toutes  ses  racines  réelles  :  si  l'équation 

/[X)  =  Q, 

de  degré  n,  a  m  racines  réelles^  V équation 

/(.r)  -f-  A,/'  {x)  4-  kj"  (.r)  -1- ...  -h  A„_,/''-  (.r  )  +  kj"  [x)  =  o 

a  au  moins  m  racines  réelles  j  et  si  cette  dernière  équa- 
tion a  i  racines  imaginaires ,  f  {^x)  =z  o  a  au  moins  i  ra- 
cines imaginaires  {*). 

(  "  )  Cette  proposition  comprend  évidemment  l'énoncé  de  la  ques- 
tion 778;  si  l'auteur  n'en  fait  pas  mention,  c'est  parce  qu'il  ne  pouvait 
avoir  connaissance  de  l'cnoncu  dont  il  s'agit  à  l'époque  où  il  nous  a 
adressé  son  article.  O. 

Ann.  dv  Hlatht'mui.y'i^  M'rU\  t    M.  (Septembre  18(17.1  2'y 


(  4i8  ) 
5.  Observons  (avec  Waring)  que  ce  qui  est  établi  par  le 
lemme  du  n°  1  à  l'égard  des  racines  des  équations 

¥(x)  =  o     et     F(^)  — /F' (jc)  =  o, 

s'applique  aux  racines  de  même  signe  des  équations 

F(^)=o     et     F  {x)  —  AxF'{x)  =  o. 

De  là  résulte  une  proposition  connue  qui  s'énonce  ainsi  : 

Si  Von  a  une  équation 

a;»  -F  A,  X"-'  H-  A,  a:"-^  +  A„_,  .r  +  A„  =  o, 

et  que  Von  multiplie  respectivement  ses  tenues  par 

a,     a-\-by     a-h2,b,...,     a -h  {n  —  i)b,     a -h  nby 

[a  et  b  étant  des  nombres  quelconques),  on  forme  ujie 
équation  nouvelle  qui  a  une  racine  comprise  entre  deux 
racines  consécutives  de  la  proposée,  en  exceptant  la 
plus  petite  racine  positive  de  la  proposée  et  la  racine  né- 
gative qui  la  précède. 

Sa  démonstration  est  la  môme  que  pour  le  lemme  cité. 
Deux  nombres  a  et  |3,  de  même  signe,  étant  racines  con- 
sécutives de  la  proposée  F  [x)  =  o,  les  quantités 

F(a)  — /^■aF'(a)     et     F  (JE  )  — /■  pF' (  p) 

se  réduisent  respectivement  à  — AaF'(a)  et  — Aj3F'(j3), 
et  ont  des  signes  contraires,  puisque  F'  (a)  et  F'  (jS)  sont 
des  quantités  de  signes  contraires.  Donc,  deux  nombres 
de  même  signe  qui  annulent  F  {x)  comprennent  au  moins 
une  racine  de  l'équation 


F  {x\  —  AxF'(x)  =  o. 

b 
(i  4-  nb 


Posez  h= ^,     et   développez  j    cette    équation 


(  4i9  ) 
s'écrira 

nx"-{-  {a  H-  b)  A, x"-'  -h  («  -1-  2  A) Aj.r"-'  -l-  . . .  4-  (a  +  nù)A„=  o. 

Cela  démontre  la  proposition  ci-dessus,  et  l'on  voit  en 
même  temps  que  entre  la  plus  petite  racine  positive  de 
la  proposée  et  la  racine  négative  qui  la  précède,  ou  il 
n'y  aura  pas  de  racines  de  la  nouvelle  équation,  ou  il  y 
en  aura  un  nombre  pair. 

6.   Les  propositions  des  n"'  1   et  5  sont   susceptibles 
d'une  extension  qui  se  présente  d'elle-même. 

Il  est  visible,  en  efïel,  que  deux  racines  consécutives 

de  l'équation 

F(x)  =  0 

comprennent  un  nombre  impair  de  racines  de  Téqualion 

F(x)-i-y(x)F'(x)  =  o, 

dans  laquelle  9  [x)  est  une  fonction  continue  qui  ne  s'an- 
nule pour  aucune  valeur  de  x  comprise  entre  une  limite 
inférieure  et  une  limite  supérieure  de  toutes  les  racines 
réelles  de  la  proposée. 

On  voit  de  même  que  deux  racines  consécutives  et  de 
même  signe  de  F  [x]  =  o  doivent  intercepter  un  nombre 
impair  de  racines  de 

lorsque  t|^  [x]  est  une  fonction  continue  qui  change  de 
signe  avec  x  pour  toutes  les  valeurs  de  celle  variable 
comprises  entre  les  limites  mentionnées. 

Disposant  convenablement  decp  [x)  et  àe^  (j:),  on  peut 
amener  par  là  des  résultats  importants  touchant  la  sépa- 
ration des  racines,  et  établir  des  criteria  pour  recon- 
naître l'existence  de  racines,  soit  réelles,  soit  imaginaires, 
d'une  équation  donnée. 

27. 
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Ainsi ,  dans  le  cas  déjà  considéré  de  ç  [x)  =  —  A-,  et 
en  s'aidant  de  la  règle  des  signes,  on  reconnaît  immédiate- 
ment que  si r équation  F  (x)  =  o  a  ni  variations  désigne^ 
et  que  l'équation  F  [x]  —  AF'  [x]  =  o  (où  l'on  peut  dis- 
poser de  la  constante  k  à  volonté)  en  ait  un  nombre 
m' <^ni  — ■  I ,  la  première  aura  au  moins  m  —  m' —  i 
racines  imaginaires. 


SOLUTION  DE  LA  QIESTION  PROPOSEE 

au  Concours  d'adinissiou  à  l'École  Normale  supérieure  (année  1866 

(  voir  p.  43  )  ; 

Par  mm.   A.  ANNEQUIN  et  J.   MOREL, 

Elèves  du  lycée  de  Grenoble. 


Dans  une  ellipse  donnée,  on  inscrit  un  parallélo- 
gramme ayant  pour  diagonales  deux  diamètres  conju- 
gués quelconques  AA',  BB'. 

jiux  sommets  de  ce  parallélogramme ,  on  mène  les 
normales  à  l'ellipse;  ces  normales  forment  un  second 
parallélogramme  MNM'N  '. 

1°  Démontrer  que  les  diagonales  de  chacun  des 
parallélogrammes  ABA'B',  MNM'  N'  5o/2f  respectivement 
perpendiculaires  aux  côtés  de  P autre. 

2°  Trouver  le  lieu  des  sommets  du  parallélogramme 
MNM'IN  ',  quand  ojifait  varier  les  diamètres  conjugués. 

3°  Trouver  le  lieu  du  point  dinte? section  de  la 
diagonale  NN'et  de  la  tangente  en  M  au  lieu  précé- 
dent (*). 

1°  Les  côtés  BM',  B'M  du  parallélogramme  MNM'N' 

(*  )  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  ligure. 


(    421     ) 

sont  pcipcndiculaircs  à  la  diagonale  A  A',  puisque  les 
dianièlres  AA',  VAV  étant  conjugués  les  tangentes  en  B  et 
en  B'  sont  parallèles  à  A  A'.  Pour  une  même  raison,  A'M. 
et  AM'  sont  perpendiculaires  à  la  diagonale  BB'. 

La  diagonale  N'N  est  perpendiculaire  à  AB'  et  à  BA', 
car,  par  raison  de  symétrie,  cette  droite  passe  par  le 
centre  O  de  l'ellipse,  et  elle  est  la  troisième  hauteur  du 
triangle  BOA'  puisqu'elle  passe  par  le  point  N  d'inter- 
section des  deux  autres  hauteurs.  Cette  droite  est  donc 
perpendiculaire  à  A'B  et  à  AB'.  Pour  une  même  raison 
MM'  est  perpendiculaire  à  AB  et  à  A'B'. 

a*'  L'ellipse  étant  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes, 
les  équations  des  normales  aux  points  A  et  B  seront 

(i)  y=mx: 


(  2  )  J  =  ^^' ^  — 


\la}-\-h^m"^ 


Ces  normales  étant  perpendiculaires  à  deux  diamètres 
conjugués,  nous  aurons 


d'où 


I    _       b' 
mm'  à^ 

b^m 


Substituant  dans  l'équation  (2),  nous  aurons,  après  sim- 
plification, 

y  —  in.r.       i 

b^mj  -+-  a-a:  ab 

Comme  dans  l'équation  finale  a  et  h  n'entrent  que  par 
leurs  carrés,  il  suffit  de  prendre  un  des  signes,  le  signe  -^- 
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par  exemple.  jNous  aurons  donc 

a\  by  —  ax] 
b  yby  -[-  aa:\ 

Substituant  dans  l'équation  (i),  qui  revient  à 


\ï- 

mxY 

=3 

a' 

-hb' 

'm'^ 

nous 

aurons 

it 

'y'  +  a 

^x-'Y 

c' 

[by- 

—  ax]- 

[by-^-ax]'  T.lb^'y'  -\-a''x^y 

chassons  les  dénominateurs,  il  vient 

2  [b^y''  -r-  a-x'^Y  =  '^^  [  b^X'  —  rt'.r']*. 

Telle  est  l'équation  du  lieu. 

Pour  avoir  aisément  la  forme  du  lieu  représenté  par 
cette  équation,  nous  transformerons  les  coordonnées 
rcctilîgnes  en  coordonnées  polaires,  et  nous  aurons 

c^  [  b''  sin'w  —  fl^cos'wl- 
■^  2  [  6^  sin'w  +  a-  cos'wp 

Cette  équation  représente  une  rosace  à  quatre  feuilles. 
Ce  lieu  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  de  coor- 
données OX  et  OY. 

3°  Soient  x',  j'  les  coordonnées  du  point  M  où  l'on 

mène  la  tangente.  Le  coefficient  angulaire  de  OM  est  —  • 

X 

Entre  les  coefficients  angulaires  m  et  m'  de  OM  et  de  ON 
nous  avons  la  relation 

1     _       b' 
mm'  rt' 

L'équation  de  ON  sera  don( 

a-x' 
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réqualiou  de  la  laiigcnti;  en  M  {x',j')  sera 

^  _        6a' x'  [by  +  a'x"y  4-  2  c^  a'.r'  [b'y"  —  a'x"  ]  _^ 

(2)/  — J   —  ~  (i^7y[-^5y:_^«î^':p_2c«^2/[6-7''  — «'-^"J  ^ 

Nous  avons  en  outre  : 

(3)  2  f  ô^y^  +  a-'x'-'Y  =  c'  [iy  —  a\T''\. 

En  chassant  le  dénominateur,  effectuant  les  réductions 
en  ayant  égard  aux  équations  (i)  et  (3);,  l'équation  (2) 
deviendra 

(4)  b^y  —  a\x'^  =  —  ^b'yy'. 

Les  équations  (i)  et  (4)  donnent,  en  supprimant  la 
solution  x'  =  0,  y'  =  o  qui  ne  convient  pas, 

, ^a'^x'^y  , ^b'^y'^x 

■^   ~  b^'y'■  —  a^x'^  ~        b'y-—a-x''' 

Substituant  dans  l'équation  (3),  nous  avons  l'équation  du 
lieu 

S^a'b^x'y^la'x-'  -t-  b-y'Y  =  c'[n^x'—  A'j']\ 

Pour  trouver  aisément  la  forme  de  la  courbe,  nous 
transformerons  en  coordonnées  polaires,  et  nous  aurons 

c*[a'cos^M  —  ^^sin^'Mp 

^         32  a' b'  [a'cos^w  +  6^sin^o)]^  sin-'w  cos-w 

Le  lieu  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  OX  et  OY  et 
présente  huit  branches  infinies  asymptotes  aux  axes  de 
coordonnées. 

Noie.  —  Autre  solution  d'un  Professeur  anonyme. 
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Seconde  solution  de  la  question  582  5 

(voir  t.  XX,  p.  139); 

Par  m.  Désir  RAVON, 
Élève  du  lycée  d'Angoulême. 

On  demande  le  lieu  des  foyers  d'une  hyperbole  équi- 
Jatère  tangente  et  concentrique  à  une  ellipse  donnée  (*). 
Soient 

(i)  rt^j' +  ^''A==fl2^>^ 

l'équation  de  l'ellipse,  et 

(i —  w')  Jc' —  ininxy  4-  (i  —  «^)jr^  —  2  (a  H-  mp)  .r. 


^    '{  —  2(p-t-«/?)j4-a=  +  p'  — ^.'  =  0 

celle  de  l'hyperbole. 

Cette  hyperbole  étant  équilatère,  on  a 

(3)  M^  -!-/«' =  2, 

et  comme  elle  est  concentrique  à  l'ellipse, 

(4)  a+w/7=0, 

(5)  P  +    /?/»  =  O. 

On  pourra  donc,  dans  l'équation  (2),  effacer  les  termes 
du  premier  degré  -,  les  abscisses  des  points  d'intersection 
de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  sont  données  par  une  équa- 
tion bicarrée,  et  il  faut  exprimer  que  le  premier  membre 
de  cette  équation  est  un  carré  parfait,  ce  qui  donne 


(*)  Ce  n'est  pas  précisément  l'énoncé  de  la  question  582;  dans  cet 
énoncé,  on  proposé  de  faire  voir  que  le  produit  des  dislances  d'un  foyer  de 
l'hyperbole  aux  deux  foyers  de  l'ellipse  e^jt  constant,  ce  qui  n'exige  pas 
que  l'on  trouve  on  coordonnées  rcclilignes  l'équation  du  lieu  des  foyers 
de  l'hyperbole.  O. 
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Des  équations  (3),  (4)  et  (5),  on  lire 


c//  +  fi-  a'  -+-  p' 

Ces  valeurs  portées  dans  l'équation  (6)  donnent  l'équation 
du  lieu  des  foyers  (a,  |3  étant  maintenant  coordonnées 
courantes)  : 

(a^4-p=)'+  2c^(a'-|-p')  — 4c2a*  — 4rt=Z'-  =  o. 

En  comparant  cette  équation  avec  celle  de  la  cassi- 
nienne,  on  reconnaît  que  le  lieu  est  une  cassinienne 
ayant  les  mêmes  foyers  que  l'ellipse  (*). 


COMOIRS  GÉNÉRAL  DES  LYCÉES  DE  PARIS. 

Mathématiques  spéciales . 

Un  ellipsoïde  étant  donné,  on  propose  de  trouver  une 
droite  L  dans  l'espace  et  un  point  P  sur  Fellipsoïde,  de 
façon  que  les  cônes  qui  ont  pour  sommet  commun  le 
point  P,  et  pour  bases  les  sections  faites  dans  l'ellipsoïde 
par  les  plans  contenant  la  droite  L,  soient  tous  de  révolu- 
tion :  on  cherchera,  en  outre,  quel  est  le  lieu  des  posi- 
tions que  prend  la  droite  L  lorsque  le  plus  grand  et  le 
plus  petit  axe  de  l'ellipsoïde  restant  invariables  de  gran- 
deur et  de  position,  on  fait  varier  la  longueur  de  l'axe 
moyen . 


(*)  Le  produit  des  distances  de  l'un  des  foyers  de  l'hyperbole  aux  deux 
foyers  de  l'ellipse  est  égal  à  la  quantité  constante  a^-i-b^.  Le  produit  des 
<listances  de  chacun  des  sommets  de  l'hyperbole  à  deux  points  pris  sur  le 

grand  axe  de  l'ellipse  à  des  distances  du  centre  égales  à  -^  est  aussi  une 
quanlile  constante  cjjalc  a G. 
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CONCOl'RS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECDNIQIIE. 


Composition  mathématique. 

Etant  donnés  un  triangle  BOA  rectangle  en  O,  et  une 
droite  D  située  sur  le  plan  de  ce  triangle,  on  propose  : 

i*'  De  former  l'équation  générale  des  hyperboles  équi- 
latèrcs  circonscrites  au  triangle  BOA  5 

•JtP  De  calculer  l'équation  du  lieu  L  des  points  où  ces 
différentes  hyperboles  ont  pour  tangentes  des  parallèles 
àD; 

3°  D'examiner  les  différentes  formes  du  lieu  L  cor- 
respondantes aux  différentes  directions  de  la  droite  D. 

Composition  Jrançaise . 

Développer  cette  pensée  : 

L'homme  doit  passer  la  première  partie  de  sa  vie  avec 
les  morts,  la  seconde  avec  les  vivants,  la  dernière  avec 
lui-mènic. 

Las^ds  CL  r encre  de  Chine. 

Lavis  du  cylindre  :  même  énoncé  que  les  années  pré- 
cédentes. 

Composition  de  Trigonométrie. 

Étant  donnés,  dans  un  triangle,  deux  côtés  et  l'angle 

compris,  savoir  : 

a  =  24835"', 36, 

/;  =  1894-7 '",24, 

C=:35"4y26",42, 

trouver  les  deux  autres  angles  A  et  B,  et  le  troisième 
côté  c. 
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Composilion  (le  Gcomé/rie  (Icscnptivc. 

Deux  cônes  sonl  circonscrits  à  une  sphère;  ils  se  cou- 
pent par  fonséquent  suivant  deux  courbes  planes.  L'un 
de  ces  cônes  est  solide.  On  demande  de  représenter  par 
ses  projections  la  portion  de  ce  cône  solide  rpiî  est  ren- 
fermée dans  l'autre. 

Le  centre  de  la  sphère  est  projeté  en  (O',  O)-,  les 
, points  O'  et  O  sont  à  1 20  millimètres  de  la  ligne  de  terre. 
Le  rayon  de  la  sphère  a  60  millimètres  de  longueur. 

Les  cônes  touchent  la  sphère  suivant  des  petits  cercles 
projetés  verticalement  en  A'B',  CD'. 

Pour  déterminer  ces  droites,  on  donne  les  dimensions 

suivantes  : 

O'E'  =  25  millimètres 

0'G'  =  4o 

0'H'=io 

L'H'=:4o 


CORRESPO\DANCE. 


J .  Lettre  de  M.  Duhamel ,  Membre  de  V Institut.  — 
((  Dans  un  des  derniers  numéros  de  votre  utile  journal, 
se  trouve  un  article  de  M.  Prouhet  concernant  le  célèbre 
théorème  de  Sturm  sur  les  équations.  L'origine  qu'il  sup- 
pose à  cette  découverte  n'est  pas  la  même  que  celle  que 
j'ai  indiquée  dans  un  de  mes  ouvrages,  et  dont  je  suis 
certain,  puisque  c'est  de  Sturm  lui-même  que  je  la  tiens, 
.le  n'insisterais  pas  sur  ce  point,  si  la  marche  suivie  par 
cet  illustre  géoinèu<>  n'était  [las  la  plus  simple,  la  plus 
naturelle  et  la  plus  en  rapport  a\c(  la  nature  de  son  génie. 
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Il  est  donc,  jusqu'à  un  certain  point,  clans  l'intérêt  de  sa 
gloire  que  je  fasse  connaître  les  c[uelques  mots  qu'il  m'a 
dits  autrefois  à  ce  sujet 5  comme  aussi,  il  est  dans  l'intérêt 
de  la  science  d'indiquer,  quand  on  le  peut,  la  série  des 
idées  par  lesquelles  les  inventeurs  ont  été  conduits  à  leurs 
découvertes. 

»  Un  jour  donc,  revenant  avec  lui  de  l'Académie,  je 
lui  demandai  de  cjuelle  manière  il  était  parvenu  à  sa  dé- 
couverte, et  voici  ce  qu'il  me  répondit  immédiatement 
avec  sa  simplicité  et  sa  bonhomie  ordinaires  : 

«  J'avais  remarqué  que  l'imperfection  du  théorème 
»  de  Fourier  tenait  à  ce  que  la  suite  des  polynômes  qu'il 
»  considérait  pouvait  perdre  des  variations  sans  que  le 
»  premier  s'annulât,  c'est-à-dire  sans  que  Ton  passât  par 
»  une  racine  de  l'équation.  Il  résultait  de  là  que  la  difle- 
»  rence  entre  les  nombres  de  variations  correspondants 
»  à  deux  nombzes  donnés  ne  pouvait  indiquer  qu'une  li- 
»  mite  supérieure  du  nombre  de  racines  comprises  entre 
»  ces  deux  nombres,  et  non  le  nombre  même  de  ces  ra- 
»   cines. 

»  Je  m'attachai  donc  à  chercher  s'il  ne  serait  pas  pos- 
))  sible  de  trouver  des  fonctions  telles,  qu'en  y  faisant 
»  varier  x  d'une  manière  continue,  de  la  limite  infé- 
»  rieure  à  la  limite  supérieure  des  racines  réelles  de  l'é- 
»  quation,  il  ne  se  perdit  de  variations  que  quand  x  pas- 
))  serait  par  une  valeur  égale  à  l'une  de  ces  racines.  C'est 
»   à  quoi  je  suis  parvenu,  comme  vous  le  savez.  » 

»  Ce  problème,  que  sans  doute  Fourier  avait  dû  cher- 
cher, mais  qu'il  n'a  pas  résolu  et  dont  il  n'a  pas  parlé, 
était  bien  celui  qu'on  devait  se  poser,  mais  rien  n'indi- 
quait le  moyen  de  solution,  et  Sturm,  en  le  découvrant, 
a  peut-être  donné  la  plus  grande  preuve  de  sa  sagacité  et 
de  sa  pénétration. 

»  Qu'il  ait  ensuite  étendu  ce  théorème,  qu'il  l'ait  rat- 
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taché  à  (les  méthodes  plus  générales  de  résohilion  d'équa- 
tions, cela  est  étranger  à  la  question  actuelle,  qui  est  de 
connaître  la  marche  de  son  esprit  dans  la  découverte  de 
son  théorème.  Je  ne  l'ai  fait  connaître,  il  est  vrai,  que 
très-imparfaitement,  puisque  je  n'ai  indiqué  que  le  pro- 
blème auquel  il  a  ramené  la  question  ;  mais  par  quelle 
espèce  de  divination  a-t-il  été  conduit  à  prendre  les  restes, 
changés  de  signes,  auxquels  conduit  la  recherche  du  com- 
mun diviseur  entre  le  premier  membre  de  l'équation  et  sa 
dérivée  j  c'est  ce  qu'il  est  impossible  de  savoir,  et  ce  dont 
il  avait  peut-être  lui-même  perdu  la  trace,  comme  il  ar- 
rive souvent  dans  les  inventions  auxquelles  les  déductions 
logiques  ne  suffisent  pas  et  qui  demandent  ce  qu'on  ap- 
pelle du  génie.  Il  y  a  une  illumination  subite  de  l'esprit, 
qui  dépend  bien  des  idées  qu'on  a  rassemblées,  mais  dont 
l'inventeur  lui-même  a  un  sentiment  si  rapidement  effacé 
qu'il  serait  presque  tenté  de  croire,  comme  on  l'a  si  sou- 
vent dit,  que  c'est  au  hasard  qu'il  la  doit. 

))  Quant  à  l'origine  que  M.  Prouhet  suppose  au  théo- 
rème deSturm,  il  ne  la  fait  pas  connaître  et  se  contente 
de  citer  le  passage  suivant  de  Sturm  : 

«  J'ajoute  que  mon  théorème  sur  les  équations  ne  doit 
»  pas  être  considéré  comme  isolé.  Il  se  rattache  à  une 
))  méthode  générale  de  résolution  qui  s'applique  à  cer- 
»  taines  équations  algébriques  déterminées  qu'on  ren- 
»  contre  dans  les  problèmes  les  plus  importants  de  la 
»  Mécanique  céleste,  de  l'Astronomie  et  de  la  Physique 
»  mathématique.  Mon  travail  sur  les  équations  linéaires 
»  du  deuxième  ordre,  qui  m'a  fait  trouver  les  propriétés 
))  des  racines  des  équations  transcendantes,  n'est  qu'une 
»  partie  de  cette  théorie  générale,  et  ce  n'est  qu'en  sui- 
»  vaut  cette  voie  qu'on  pourra  savoir  quelque  chose  sur 
n  les  équations  à  différences  partielles  d'ordres  supé- 
»   rieurs.  » 
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»  Ce  passage  ne  dit  évidemment  rien  sur  la  manière 
dont  il  a  été  conduit  au  théorème  primitif  tel  qu  il  se 
trouve  énoncé  dans  le  Bulletin  des  Sciences  de  Férussac 
(anuée  1829).  Ce  serait  donc  d'après  d'autres  passages 
de  Sturm  que  Ton  pourrait  supposer  qu'il  a  donné  une 
origine  différente  de  celle  que  nous  avons  indiquée;  mais 
il  me  paraît  impossible  que  l'on  en  trouve  de  concluants, 
puisqu'il  faudrait  qu'à  force  de  généralisations  et  d'appli- 
cations il  eût  oublié  le  point  de  départ  qu'il  m'avait  indi- 
qué autrefois,  et  de  manière  à  ce  que  je  n'aie  pu  me  mé- 
prendre. 

»  Je  pense  donc  que  M.  Prouhet  reconnaîtra  que  son 
opinion  était  fondée  sur  des  interprétations  (*)  et  noii  sur 
une  assertion  de  l'auteur  lui-  même,  et  que,  dans  tous  les 
cas,  la  marche  que  j'ai  indiquée,  d'après  les  paroles  de 
Sturm,  est  celle  qui  est  la  plus  conforme  à  l'esprit  d'in- 
vention, et  celle  par  conséquent  qui  lui  fait  le  plus  hon- 
neur et  qu'il  ne  faut  pas  oublier.  » 

2.  Des  élèves  de  plusieurs  Lycées  nous  ont  récemment 
adressé  des  démonstrations  de  la  proposition  suivante  : 

Soitf^x^y)  r  équation  d\ine  courbe  du  second  degré. 
Sij  d'un  point  M  dont  les  coordonnées  sont  (a,  ^)jOn 
abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur  la  polaire  de  ce 
point,  etquon  la  prolotige  jusquen  A,  où  elle  rencontre 
Vun  des  deux  axes  de  la  courbe ^  on  trouve  que  f[oi.,  (3) 
est  proportionnel  au  produit  MV  .^yK  (t.  III,  p.  458). 

Il  a  déjà  été  rendu  compte  (t.  IV,  p.  334)  de  diffé- 
rentes communications  que  nous  avons  reçues  au  sujet 

(*)  M.  Prouhet  a  eu  connaissance  de  la  lettre  de  M.  Duhamel,  et  voici 
00  qu'il  m'a  écrit  peu  de  jours  avant  sa  mort  : 

«  Mon  opinion  se  fondait  sur  une  tradition  assez  probable;  mais  puisque 
»  Sturm  s'est  explique  là-dessus,  et  rien  ne  m'autorise  à  mettre  en  doute 
»  la  mémoire  de  M.  Duhamel,  l'affaire  doit  en  rester  là.  »  G. 
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(le  ce  ihéorème.  Nous  ferons  observer  qu'il  suffit  de  le 
déraonlrcr  pour  les  coniques  rapportées  à  leurs  axes.  La 
démonstration  est  alors  des  plus  simples;  s'il  s'agit,  par 
exemple,  de  l'ellipse 

giyi  _|_  1)1  j-i  —  a^b^  :=Z  o, 

et  que  le  point  A  soit  sur  l'axe  in,  on  trouve  immédia- 
tement 

/(«,  p)=(MP.MA)X«% 

en  remarquant  que  le  produit  MP. MA  est  égal  à  l'ordon- 
née |3  multipliée  par  la  partie  de  cette  ordonnée  comprise 
entre  le  point  M  et  sa  polaire. 

Quand  le  point  A  appartient  à  l'axe  ih,  on  trouve,  de 
même, 

/(a,  p)  =  (MP.MA)X6'. 

M.  Recoq  a  remarqué  que  j  [c.^  (3)  représente,  à  un 

MP 
facteur  constant  près,  le  rapport  -—  des  distances  de  la 

polaire  au  point  M  et  au  centre  C  de  la  courbe.  Cela 
résulte  évidemment  de  ce  que  la  substitution  des  coor- 
données du  centre  dans  l'équation  de  la  polaire  donne 
une  quantité  constante.  Dans  le  cas  de  l'ellipse 

à^j"^  H-  b'^-x'^  —  a-  b'^  ^  o, 

on  a,  en  valeur  absolue, 

MP 

Il  s'ensuit 

MA  X  CH  =  b'     ou     MA  X  CH  =  a', 

suivant  que  le  point  A  est  sur  l'axe  2 a  ou  sur  l'axe  ib. 
Cette  dernière  proposition  est  due  à  M.  Sadleir  [Traité 
des  Sections  co/iiques  de  M.  Salmon,  p.  174)-         ^- 


(  4;^2  ) 


QUESTION. 


824.   Étant  donnée  Téquation  générale  d'une  surface 
du  second  ordre 


(0 


rapportée  à  des  axes  rectangulaires  5  si  l'on  coupe  cette 
surface  par  un  plan 


[2) 


a.jc  -\-  py  -\-  yz  —  q  =  o, 


a,  |3,  y  étant  les  cosinus  de  l'axe  du  plan  avec  les  axes  de 
coordonnées,  les  valeurs  algébriques  Rj,  R2  des  axes 
de  la  section  seront  données  par  les  deux  équations 


R: 


^^l^[Aa^  +  A'P^  +  A"v=  +  2B?v 


+  2B'a7-f-2B"aj3  — A  — A'— A"J, 

I  \dJ)l 


R?  RI  W 

Dans  ces  équations,  H  désigne  le  déterminant 

I  A     B"     B'     C     a 

B"    A'      B     C    p 


(4) 


C     C"    D  —7 
p      7—70 


(L.  Painvin.) 
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i\OTE  SIU  LES  COMQtES  tO\JlGl'ÉES  PAU  HAPPORT 
A  m  TRIANGLE; 

Par  m.   L.   PAINVIN. 


\ .  Si  le  triangle  fixe  par  rapport  auquel  les  coniques 
sont  conjuguées  est  choisi  pour  triangle  de  référence, 
l'équation  générale  des  coniques  co?ijuguées  est 

(i)  mX^H-«Y^-+-/>Z- =:o; 

X,  Y,  Z  sont  les  distances  d  un  point  quelconque  du 
plan  aux  côtés  du  triangle,  de  sorte  que 

[  X  =  «I  —  j:  cos a  —  /  sin  a, 

(2)  lY=zbt  —  xcosp — jsin^, 
'  Z  =  c,  —  xcos'/  — jr  siii7, 

les  seconds  membres  égalés  à  zéro  donnant,  sous  la  forme 
normale,  les  équations  en  coordonnées  cartésiennes  des 
côtés  du  triangle. 

Désignant  par  A,  b,  C,  S,  R  les  angles,  la  surface,  le 
rayon  circonscrit  du  triangle  de  référence,  on  a,  entre  les 
coordonnées  X,  Y,  Z,  la  relation 

c 

(3)  XsinA  4- YsinB  +  ZsinC  =  — : 

de  plus,  les  angles  a,  (3,  y  sont  liés  aux  angles  x\,  B,  C 
par  les  relations 


cos  A  cosB  cosC 

.tnn.  de  Matlirni.,    '<-•  soiie,  t.  VI.  (  Octohio  18C7).  ?.S 
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Les  coordonnées  Xo ,  ^  o  i  Zq  du  centre  de  la  conique  (  i  ) 
seront  déterminées  par  les  équations 


/x 
siii  A 


f^  A 


sinB 


sinC 


qu'on  obtient  en  cherchant  le  pôle  de  la  droite  de  l'infini, 
On  déduit  de  là 


(5) 


sinA 


sinB 


sinC 


ou,  en  ayant  égard  à  la  relation  (3), 


sin  A 


X„ 


R 


sin^A 


5  bis) 


sin^B 

n 
sin  B 

n 


R 


sin^A 


sinC 


sin'C 
P 


sin^B        sin^C 


Z„  = 


R 


sin- A        sin^B 


sin'C 


2.  Ceci  posé,  rappelons  que  si  l'équation  d'une  conique 
est  (en  coordonnées  cartésiennes) 

(6)  A.r'  + 2B^j  + Cj'  =  H, 

et  si  a,   b  sont  les  valeurs  algébriques  des  longueurs  des 
axes  de  cette  conique,  on  a  les  relations 


(;) 


a-  -f-  &2  = 


C)H 


AC—  B^ 


l' b^ 


W 


AC  —  B= 


La  constante  H  est  égale  et  de  signe  contraire  au  résultat 
qu'on  obtient  en  remplaçant,  dans  le  premier  membre  de 
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Téquation  générale  de  la  combe,  les  coordonnées  variables 
par  les  coordonnées  du  ceiilro.  Ainsi 

,3.  )     __s^  [ 

^  i      ""       R'"5in'A        sin^B        sin=C* 

'  m  n  p 

Pour  déterminer  les  constantes  A,  B,  C,  je  transforme, 
à  l'aide  des  formules  (2),  l'équation  (i)  de  la  courbe  en 
coordonnées  cartésiennes  5  on  trouve  alors 

/  A  =  w  ces-  a  'r-  n  cos'  ^  n-  p  ces-  7, 
<  C  =  /»  sin^a  --  n  sin^  ^  -^  P  sin^  7, 
l   B  =  w  sin  y.  cosa  -+-  n  sin p  cos f  -r- /^  5107  C0S7  ; 

d'où  l'on  conclut 

.^       ,,  ,  sin'A         sin-B        sin-C 

AC  —  B-  =  ninp 


(9)  \     '"  "  P 

\      A  H-  C  =  /«  4-  «  -f-  /;. 

Les  relations  (7),  (8),  (9)   nous  donnent  immédiate- 
ment les  formules  suivantes  : 

,._u/.^  =  _^'  /«  +  «  +  /> 


R-  /sin^A        sin=  B        sinC" 

mnp 


/sin^A        sin=B        sinCV 


„./.  =  s 


R*  /'sin- A        sin-B        sin-C\^ 

mnp 


(I) 


«,  Z»  sont  les  valeurs  algébriques  des  longueurs  des  axes 
de  la  conique 

/«  X^  -1-  «Y-  -\-  p'L'^  =-  o, 

conjuguée  par  rapport  au  triangle  (X  =  o,  Y=:  o,  Z  =  o). 
Ces  formules  peuvent  être  utiles  dans  plusieurs  circon- 

28. 
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stances  j   je  vais    dès   maintenant   en  déduire  quelques 
conséquences. 

3.  Ces  formules  nous  fournissent  une  démonstration 
très-simple  de  la  relation  remarquable  énoncée  par 
INl.  Faure  [Nouvelles  Annales,  1861,  p.  55). 

Effectuons,  en  effet,  le  produit  des  valeurs  (5  bis)  et 
rappelons-nous  que 

S 


sinA  sinB  sinC  =     „ 
2R' 


il  vient 


R   Ao    In  ^0 


R'  /sin^A        sin^B        sin^C 

ninj. 


et,  d'après  la  seconde  des  relations  (I), 

(l")  RX^YoZ.zr:^'^^ 

C'est  la  relation  énoncée  par  M.  Faure  :  Xo,  Yq,  Zo 
sont  les  distances  du  centre  de  la  conique  aux  côtés  du 
triangle  conjugué;  ainsi  Xq  représente  -H  ou  —  la  dis- 
tance du  centre  au  côté  BC,  suivant  que,  par  rapport 
à  BC,  le  centre  est  ou  n'est  pas  du  même  côté  que  le 
sommet  opposé  A. 

4.   L'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  est 

(10)  YZsinA +XZsinB -^XYsinC  =  o; 

or,  on  a  identiquement 

YZ  sin  A  +  XZ  sin  B  -f  XY  sin  G 

=:  x'^  (cosp  C0S7  sin  A  -t-  ces  7  ces  a  sinB  -t-  cosacosp  sinC) 
+  j^(sinp  sin  7  sin  A  +  sin  7  sin  a  sinB  -;-  sin  a  sin  p  sin  G) 
+ 

La   puissance  P^  d'un  point  du  plan   par  rapport  au 
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cercle  clrconsciil  est  alors 

YZ  sin  A  -+  XZ  sin  B  -+-  XY  sin  C 

cosfScosy  sin  A  +  C0S7  cosc.  sin  B  +  cosa  cosjï  sinC 

Mais  puisque  léqualion  ci-dessus  représente  un  cercle, 
on  a 

cosp  COS7  sin  A  -r  C0S7  cosa  sinB  -f-  cosacosp  sinC 
=r  sin  p  sin  7  sin  A  H-  sin  7  sin  a  sin  B  +  sin  a  sin  p  sin  C  =  /•  ; 

(Foù,  en  ajonlant  ces  valeurs  égales  et  ayant  égard  aux 
relations  (4), 

2  X-  =  —  (  sin  A  ces  A  ^-  sin  B  cos  B  -\-  sin  C  cos  C  , 
ou 

4s 

—  i^  =:  sinsA  -t-  sin2B  +  siniC  =  4  sin  A  sin  B  sin  C  =  — —  • 
^  2R- 

Ainsi,   la  puissance  P^  d'un  point  quelconque  du  plan 
par  rapport  au  cercle  (10)  est 

(,,)        p:  — _  3^  (YZsinA  +  XZsinB  +  XYsinC). 

Si  l'on  cherche  la  puissance  du  centre  (5  bis)  de   la 
conique  par  rapport  au  cercle  circonscrit,  on  trouve 

2  R^    S'         sin  A  sin  B  sin  C  (  m  -\-  n  -\-  p) 


S       R^  /sin- A        sin-B        sin-C\- 

/nnp  1 ] h  

\     "'  '''  P     J 

ou,  en  ayant  égard  à  la  première  des  formules  (I), 

(2-)  Vl  =  a^^^h\ 

c'est-à-dire  ; 

La  puissance  du  cciiii'a  d  une  conique  par  rapport  nu 
cercle  circonscrit  a  un  triangle  conjugué  quelconque  est 
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constante  et  égale  à  la  somme  des  carrés  des  valeurs 
algébriques  des  axes.  C'esl  le  théorème  de  M,  Faiire. 

La  relation  précédente  (2°)  montre  que  ; 

Le  produit  des  distances  du  centre  dune  conique  aux 
côtés  d'un  triangle  conjugué  quelconque  par  le  rayon 
du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  est  constant  et  égal 
au  carré  du  produit  des  axes. 

On  voit  que  ces  deux  théorèmes  sont  la  traduction  géo- 
métrique des  deux  relations  fondamentales  (I). 

5.  Les  formules  (I)  nous  permettent  encore  de  lésoudre 
facilement  les  questions  suivantes  5  je  ne  ferai  qu'indiquer 
les  résultats  : 

1"  Le  lieu  des  centres  des  coniques  conjuguées  par 
rapport  à  un  triangle  fixe,  et  pour  lesquelles  la  somme 
des  caivés  des  valeurs  algébriques  des  axes  est  con- 
stante, est  le  cercle 

I             .                         .                         .               a^-^  b- 
\  YZsinA-f-XZsmBH-XYsmCH 

(  I  -^  )  j  2  S 

(  X  (XsinA  +  YsinB  -4- ZsinCj- =  o. 

Ce  résultat  se  déduit  de  la  première  des  relations  (I) 
en  éliminant  /?/,  /?,  p  à  l'aide  des  équations  (5).  L'équa- 
tion (12)  représente  évidemment  un  cercle,  puisque  celte 
courbe  (ta)  du  second  degré  passe  par  les  points  circu- 
laires à  linfini  : 

/  YZsin  A-i-XZsinB+XYsinC  =  o,  cercle circonsciit au  tri- 
(i3)l  angle  de  référence, 

(Xsin  A  H-  YsinB  -i-  ZsinC  =0,  droite  de  l'infini. 


Dans  le  cas  de  l'hyperbole  équilalère,  où  a-  -H  />'  =  o, 

lieu  est  le  ceicle  ciieonscrit  au  triangle  fixe. 

Ces  résultats  sont  rrailleurs  des  coîiséquen((;s  évidentes 


(  A^^J  ) 

du  ihéorènie  de  M.  Faure;  mais  on  voil  (juc  la  lechcrchL' 
directe  du  lieu  est  excessivement  simple. 

2''  Le  lieu  des  centres  des  coniques  conjuguées  par 
rapport  à  un  triangle  fixe,  et  pour  lesquelles  le  produit 
des  axes  est  constant ,  est  la  courhe 

(i4)       XYZ—  "'    ':^-(XsinA  +  Y  sinB -{- Z  sinC)'. 

C'est  une  courbe  du  troisième  ordre  inscrite  dans  le 
triangle  fixe-,  ses  trois  points  d'inflexion  réels  sont  à 
l'infini;  les  tangentes  d'inflexion  ou  asymptotes  sont  les 
trois  côtés  du  triangle;  le  produit  des  distances  de  chaque 
point  de  la  courbe  aux  trois  côtés  du  triangle  est  constant. 

3*^  Le  lieu  des  centres  des  coniques  conjuguées  par 
rapport  à  un  triangle  fixe,  et  pour  lesquelles  la  somme 
des  carrés  des  inverses  des  axes  est  constante,  est  lu 
courhe 

,  /ïN     —  (—  +T-)  XYZ  +  (YZsinA  +  XZsinB-f-XYsinC 

(i5)     R2  \d^       b^j  ^^ 

{  X  (XsinA  +  YsinB  +  ZsinC)  =0. 

C'est  une  courbe  du  troisième  ordre  eirconsci'ite  au 
triangle  fixe;  les  directions  asymptotiques  sont  les  trois 
côtés  du  triangle.  Car  il  est  visible  d'après  l'équation  que 
le  côté  X  =  G,  par  exemple,  rencontre  la  courbe  en  trois 
points,  dont  deux  sont  sur  le  cercle  circonscrit,  et  un 
sur  la  droite  de  l'infini. 

6.  Cherchons  les  foyers  de  la  courbe 

(i)  /»X^-h«YM-/^Z^— -o. 

L'éqviation  quadratique  des  tangentes  menées  d'un 
point  (Xo,  Yo ,  Zo)  à  une  courbe  du  second  degré 
F  (X,  Y,  Z)  =  o  est 

4F(X„,Y„,  Zo).F(X,  Y,Z)-  (XF;  -f-YF;,-hZF;,J'=.o, 


(  44o  ) 

équation  qui  deviendra,  dans  le  cas  de  la  courbe  (i), 

,  ^,   '        \F  "/  \'"  P  \  "         ' 

iio)   < 

—  1  YZ  —  2 XZ  —  2 XY  =  o. 

m  n  p 

Si  nous  exprimons  que  l'équalion  (i6)  leprésente  un 
cercle,  ce  cercle  aura  son  rayon  nul,  et  le  point  (Xq,  Y^,  Zq), 
qui  en  est  le  centre,  sera  nn/ojcr.  Or,  la  courbe  (i6) 
sera  un  cercle,  si  elle  passe  par  les  points  circulaires  à 
l'infini,  savoir  : 

I  YZsinA  +  XZsinB +XYsinC  =  o, 
(      XsinA -+- YsinB -t- ZsinC  =  o. 

Mais  l'équation  générale  des  courbes  du  second  degré 
passant  par  ces  deux  points  est 

;Xsin  A  +  YsinB  +  Z sinC)  ().X  -4-  pY  +  vZ) 


'•7) 

YZsinA -f- XZsinB  +  XYsinC  =  o; 

donc,  en  écrivant  que  les  équations  (i6)  et  (17)  repré- 
sentent la  même  courbe,  nous  aurons  exprimé  que  la 
courbe  (16)  est  vin  cercle.  Nous  sommes  ainsi  conduits 
aux  équations  de  condition 

-JL  -X--1.         — ^  -4-  —2.         —î  -4-  —1 
f)  n  m  p  n  m 

A  sin  A  /i  sin  B  >.  sin  C 

2  lo  Zo 


,8) 


sin  A  +  V  sinB  H-  usinC 

_    2X„Zo 
tl 

vsin  A  -+-  sinB  H-  À  sinC 

2  A.Q    lo 
P __    ]_ 

y  sin  A    I   "A  sin  B  -|-  sin  C        r> 
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J^'climinalion  des  aihitraires  /,  ju,  v  s'effectue  inimcdia- 
lemcnt,  et,  cii  éi^alant  les  valeurs  de  p,  on  trouve,  apiès 
la  suppression  de  l'indice  o, 

(  HX-  -  ,UX  ^  +  h:  =  HY.  -  .UY  ^  +  îi' 

y  III  lit'  n  ri' 

é(juations  dans  lesquelles  nous  avons  posé 
1    .         sin'A         sin^  B         sin'C 

\    H  =: 1-    H 

(19  ^w)  <  m  n  p 

\  U  ==  XsitiA-j- YsinB-l- ZsinC. 

Les  équations  (19)  déterminent  les  coordonnées  des 
foyers  de  la  conique  (1). 

La  résolution  explicite  de  ces  équations  est  possible; 
mais  les  valeurs  obtenues  sont  assez  compliquées.  Comme 
je  n'en  dois  pas  faire  usage  pour  le  moment,  je  me  dis- 
penserai de  les  écrire.  J'examinerai  seulement  le  cas  de  la 
parabole. 

7.  Si  on  cherche  les  intersections  de  la  conique 
(i)  wX= -I- «Y=-f-/jZ=  =  o 

avec  la  droile  à  l'infini 

X  sin  A  -f-  Y  sin  B  H-  Z  sin  C  =  o, 

on  en  conclut  le  genre  de  la  courbe.  Ainsi  on  a  : 
Une  ellipse  lorsque 

/sin' A         sin'B        sin=C\ 

nmp i H >  o  ; 

\     '"  "  P     ! 

Une  hyperbole  lorscjue 

/siirA         sin-B        sin-C\ 
inni)  I h -I I  <C  <^  ; 
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Luc  pcuabole  loisque 

sin-A         sin' n         sin^C 

1 ■  -+  =  o. 

m  n  p 

Ce  dernier  résultat  s'obtient  encore  en  écrivant  que  le 
centre  (5)  est  sur  la  droite  de  l'inlini. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  la  quantité  H  est  nulle,  et 
les  relations  (19)  donnent  les  étjuations  suivantes,  qui 
déterminent  \e  fojer  unique  à  distance  finie 

/  —  X  sin  A  -H  Y  sin  B  -!-  Z  sinC 


m 

X 

sin 

A  —  y  sin 

B-l-Z 

sinC 

n 

X 

sin 

A  H-  Y  sin 

B  — 

Z 

sinC 

l  p 

et  l'on  a,  en  outre,  la  relation 

sin^A  sin-B        sin-'C 


{20  bis] 


m 


L'élimination  de  /«,  11,  p,  entre  les  équations  (20)  et 
(  20  bis)  nous  donne  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  conju- 
guées par  rapport  à  un  triangle  fixe.  On  trouve  ainsi 

sin^A  sin-B 


—  XsinA+YsinB+ZsinC       XsinA  —  YsinD  H- ZsinC 

sin-C 


XsinA-b-YsinB  — ZsinC 


Après  ([uelques  l'éduciions  visibles,  lorsqu'on  se  rappelle 
les  relations  entre  les  lignes  irigononiétriques  des  angles 
d'un  triangle,  telles  que 

sin^B  +  sin^C  —  sin-A  =  2sinB  sinCcos  A  .  .  .  , 
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«Ml  olnicnl  tlérmilivcniciit 

l  X=sin2AH-Y^sin2B-r  Z'sinxC 
(21)        ■ 
^     '        (       —  2(YZsiriA -r-XZsinB +  XYsinCj=o. 

On  reconnaît  l'équation  du  cercle  des  neuf  points  du 
triangle  de  référence.  Je  renia rquerai  aussi  que  ré([ualion 

X-sin2A  +  Y^sinaB  -1-  Z=sin?.C  =  o 

est  l'équation  du  cercle  conjugué  par  rapport  au  triangle 
de  réféience;  les  rectangles  donnent  le  cercle  circonscrit  ; 
de  là  une  propriété  du  cercle  des  neuf  points. 
Nous  arrivons  ainsi  à  cette  proposition  : 

Le  lieu  (les  foyers  des  pnraholes  conjuguées  par 
rapport  à  un  triangle  fixe  est  la  cercle  des  neuj  points 
de  ce  triangle. 

Ou  encore  : 

Si  Von  consif l'ère  un  triangle  quelconque  conjugué 
par  rapport  h  une  parabole  fixe.,  le  cercle  des  neuf 
points  de  ce  triangle  passe  par  le  foyer  de  la  parabole. 

Je  ne  pense  pas  cjue  celte  propriété  curieuse  ait  déjà 
été  signalée  (*). 


(*)  Quaiul  M.  Painvin  nous  a  adressé  cet  article,  la  propriété  dont  il 
:.'a{;it  n'avait  pas  encore  été  signalée  dans  les  Dloui-rllrs  Annales. 
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RESOLUTION  TRIGONOIIÉTRIQIIE  DINE  ÉQUATION 
m  TROISIÈME  DEGRÉ; 

Par   m.    J.    DE   VIRIEU, 

Prol'esseur  ii  Lvon. 


1 .   A  la  page  421  du  tome  XX  des  Nouvelles  Annales^ 
on  trouve  les  formules  suivantes  : 


(a; 


,v^-^  ax  —  h=:z  o,      T  1  7  1    =  fang^, 


h  \h 


V 


tang-  =  sin^}J,     .r 


COS^ili        /« 


sinip   y   3 

formules  qui   semblent  inexactes 5  appliquons-les  à  l'é- 
quation 

(  I  )  X^-+-  .T  —  2  =:  O. 

On  a 


rt  =z  I ,     h  =  2,      tang  (p  = 


V-«' 


^  /  (P  C0S5^L        /l 

^         y         ^2  sini|>  V   3 


Calcul  de  o. 


log  -  =1,0969100 

log  tang  (f  =  1 ,5484550 
o  =i9"28'i6",4 

i  <p  =r    9°44'o8",2 


Calcul  de  6. 


logtang  1  =  1,2344487 

logsiny  =1,7448162 

•]/=33°45'24",5 
iogcos-^}/  =1,91981 19 


Calcul  de  r. 

log  -  =1,5228787 


+  logl/^  =1,76' 4393 

+  logcos^ij^  =11,7594357 
—  logsini}^  =:o,255i838 

logjc        1,7760588 
:r  1=0,597  '  '  • 
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Pœsuhat  évidemment  inexact,  car  Tunique  racine  réelle 
de  l'équation  (i)  est -h  i . 

2.  Pour  rectifier  les  formules  (A),  reprenons  les  foi - 
mules  données  par  Cagtioli  [Trigonométrie,  p.  20i),etrjui 
se  trouvent  dans  le  tome  IX  des  lYum^elles  ydiinales, 
p.  377,  ligne  i3,  le  second  membre  de  la  formule  (3)  de- 
vant être  changé  de  signe. 

n  et  h  étant  positifs,  l'unique  racine  réelle  de 

.»■'  -{-  ax  —  b  z=i  o 
est  donnée  par  le  système  suivant  : 


(B) 


)0<?<9^".   tang^=  I  (^j    . 

fo<6<9o'',   tangS  =  iytang^<p,    j- =  cot .  2S  t/^' 


lang-(j)  se  trouvant  compris  entre  o  et   1,  il  en  est  de 
même  de  tango  ^  on  peut  poser 

o  <C  ■<1'  <C  90",     sin  •}  =  tang  o  ; 

on  en  déduit 

1  I  —  tan"-.  6         cos^ii 

cet 2 6  =: = —  = -, 

tang25  2  tang 6  2  sin  L 

d'où  le  système  suivant  : 

o  <ia,      o  <<;  /;,      .7.-3  -f-  (i.v  —  h  =:zo; 


(C)  \  '^^^ 

/    •     .         ^  /  ?  cos'iî*      /«•/ 
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Le  système  (C)  doit  ùtre  subsli lue  au  syslème(A),  où  l'or 
reur  est  due  probablement  à  des  fautes  d'impression. 
3.   Appliquons  les  formules  (C)  à  l'équation  (i)  : 


,  =  (^i),      sin.i  =  y/.ans|,       -  =  ^  y^j 


tangij. 


Calcul  de  p. 


log-  =  1,5228787 

iogy/^  = ',76.43935 

logtangv  =  1,2843180 
o=io°53'36",2 

^=:  5°26'48",i 


Calcul  de  'i. 
logtang—  =2,9790210 


Calcul  de  x. 

log  cos^  (p  =  1 ,8983344 
logsini{>  =0,3402262 

n     /      w  ri-t- li'i,'V/ô  =  'î76i43Q3 
•i  =27°II  02",6  °V    3  '  ^ 

log cosrj;  =1,9491672    I  log, r  =1,9999999 

j-  =  I. 


logsin'ij;  =:  1,5597738 


COKSTRlCTIOi^  DE  L'HYPERBOLE  ET  DE  LA  DEVELOPPEE 
DE  LA  PARABOLE: 

Par    m.    E.    HABICH, 

Directeur  de  l'École  supérieure  polonaise. 


Soient  O  le  centre,  Ox  la  direction  de  l'axe  trans- 
verse, et  OD  l'asymptote  de  l'hyperbole. 

Traçons  une  ordonnée  quelconque  NP  :  soient  N  le 
point  où  elle  coupe  l'asymptote  OD,  et  P  le  point  où  elle 
coupe  l'axe  Ox.  A  partir  du  point  P  et  dans  le  sens  dcsx 
positifs,  portons  une  longueur  constante  PE  égale  au 
demi-axe  imaginaire^  et  du  point  E  ainsi  déterminé 
comme  centre,  avec  PN  pour  rayon,  décrivons  un  arc  de 


4  447  ) 
cercle;  tel  arc  viendra  couper  l'ordonnée  PN  en  un  point 
M  qui  appartionl  à  riiypeibolf.'. 

On  démontre  cela  en  icinanjiianl  (]U(;  1  oidotinée  de 
l'hypeibole  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  or- 
données correspondantes  de  deux  droites  parallèles  à 
l'asymptote  et  passant  par  les  deux  sommets  de  la  courbe. 

Conslruction  de  la  développée  de  la  parabole. 

Soit  aj^  =  x'  l'équalion  de  la  développée  de  la  para- 
bole ',  en  passant  aux  coordonnées  polaires,  on  a 

/7sin^  Ô  a  a 

(0  ' 


cos^  )         cos^  9        cos  9 

Du  côté  des  X  positifs,  à  partir  de  l'origine  O,  portons 
une  longueur  OA  =  a,  et  par  le  point  A  ainsi  déterminé 
élevons  une  perpendiculaire  AD  à  Ox. 

Pour  construire  maintenant  la  courbe  par  points,  on 
mènera  parle  point  O  une  transversale  quelconque  ;  celte 
transversale  viendra  couper  AD  en  un  point  E;  par  le 
point  E  on  élèvera  une  perpendiculaire  à  la  transver- 
sale OE5  celte  perpendiculaiie  rencontrera  l'axe  Ox  en 
un  point  F. 

Par  le  point  P  pris  sur  l'axe  Ox  à  une  disli.ncc  con- 
stante a  à  partir  de  F  et  dans  le  sens  des  x  négatifs, 
on  élèvera  une  perpendiculaire  à  Ox\  cette  perpendicu- 
laire viendra  couper  la  transversale  OE  en  un  point  ]M 
qui  appartient  à  la  courbe  en  question. 

On  reconnaît  cela  en  remaïquanl  que 

n                           a                          ^,.         OF           FP 
OE  = ,      OF  = et     /•  =:  on  = , 

cos  6  cos''  0  cos  9        cos  0 

a  (i 

cos'  9       cos  '; 
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Celle  courbe  porie  le  nom  de  la  parabole  semi-cubique, 
ou  de  la  parabole  de  Neil  ^  elle  conslitue  dans  la  classifi- 
calion  des  courbes  du  troisième  degré  par  Newton  (*)  la 
70*^  espèce  de  la  classe  des  paraboles  divergentes. 

Remarque.  —  Si  Téqualion  (  1  )  se  change  en 
a  h 


cos^  9      cos  9 


on  a  deux  autres  espèces  des  courbes  de  la  même  classe, 
auxquelles  s'applique  la  construction  précédente. 

Lorsque  b  <^a,  on  a  une  courbe  à  point  isolé  à  l'ori- 
gine, de  l'espèce  69. 

Loisque  b^a^  on  a  une  courbe  à  noeuds,  de  l'espèce 68. 


NOTE 

Sur  riulégratiou  de  quelques  foudions  conleuant  un  radical 
du  secoud  degré; 

Par    m.    KOEHLER. 


Soit,  en  premier  lieu, 

{Ir 


J 


\/ a  -\-  bx  -h  ex' 
Je  suppose  t\p-  o.   En  suivant  la  marche  indiquée  dans 


(*)  FsACU  Newtom   Enumeratio   lincaruin   Ici  tii  ordinis,   etc.,  yi.  i^;  od 
Parisiis  ;  1797. 


(  449  ) 

les  Traités  de  Calcul  intégral,  on  trouve* 

(i)     1  l.l__=  =  —  l[b-i-2c.T-\-t^^c{a-\-ùx-hcx'')]-hC. 

j  \a-^hx-\-cx''        \Jc 

Je  présenterai,  au  sujet  de  ce  résultat,  les  remarques 
suivantes  : 

1°  En  désignant  le  trinôme  du  second  degré  et  ses 
deux  dérivées  par  P,  P'  et  P",  on  aura 

P  =  rt  +   ^JT  -H  ex-,        P'=:6-|-2CX,        V"=.1C. 

Je  substitue  ces  résultats  dans  (i)  et  j'obtiens 

(2)        r^=^/(p'-Hv/ipr)+c. 

Au  moyen  de  cette  dernière  formule,  on  écrira  immédia- 
tement 

j     ^  '"^ =-!-/[, /[.r  —  .-^^^9R(.^  —  3.r-;->-.r')]-t-r; 

-_^i^  =  /  [,8x  +  v/36  (8  -f-  9^=)]  ^  C 

=:/(3x  +  yS  +  g^O  -4-C'. 
2°  On  a 

P'  -\-  y/a  PP"  =  ô  -f-  2  c.r  4-  \/4  c  (  «  -+-  ^-f  -+-  c-ï^') , 


P'—  \Ji PP"  =  b  +  -zcx  —  v/4c(«H-  bx  -^  cx-)\ 
d'où 

(P'  +  v'2PP")  (P'  —  V/2PP")  =:  ^=  —  4«c  —  const., 
d'où 


/(P'4-  v/2PP")  =  —  /(P'— y/aPP")  -4-C". 
De  cette  égalité  il  résulte  que  la  formule  (2)  peut  être 

Ann.  de  ^laihcnitit.,  "i^scriQ.  t .  VI.  (Octobre  iSfî;.)  2C) 


(  45o  ) 

mise  sons  la  forme  suivante  : 


= ]^l{P'—  v/aPP")  +  C'"\ 


r       dx 

J  v*^  +  ^""^  +  ^^^  \^ 

Soit,  en  second  lieu,  une  intégrale  de  la  forme 

'{Aa;'"  H-  B.r""-'  -}-...  +  L)  r/,r 


^  y/«  +  èa;  +  cx^ 

Le  numérateur  est  une  fonction  entière. 

Pour  fixer  les  idées,  j'appliquerai  la  méthode  que  je 
propose  à  l'exemple  suivant  : 

'(5.r'  -\-  x^  —  3.r  +  l)  dx 


P 


\J  i  +  ^x  +  2,r' 


Désignant  le  trinôme  sous  le  radical  par  P  et  sa  dérivée 
par  P',  je  pose 

J  n/p  j   \/p 

rt,  Z>,  c  désignent  des  constantes  indéterminées.  En  diffé- 
renliant  l'équation  (a),  on  aura 

r=:  i-xax-hb)  y/P  +  [ax'-\-  hx  4-  c)  — —  4-  -^  \ 

V  P  1 V  p      vP 

d'où 

P' 

5.r-'+  X'-  —  3.r  +  I  =  [lax  +  /')  P  +  [ax'  -\- hx -\- c) h  Q- 

Remplaçons  P,  P'  par  leurs  valeurs,  puis  effectuons  les 
calculs  indiqués,  il  viendra 

^ x^  -\-  x"^  —  Z X -\-  I  =  Çiax^  -l-iort  I  x^  -I-  2«  I  J7  +  2cH-é  H-Q. 

-t-   4^  1       +6^ 


Je  puis  disposer  des  indéterminées  «,  /?,  c  de  manière 
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que  les  coeflicieiils  des  mêmes  puissances  de  x  dans  les 
deux  membres  soient  égaux.  On  aura  alors  pour  Q  une 
valeur  eojislanle.  Les  valeurs  de  «,  Z»,  c  sont  fournies  par 
les  équations  suivantes  : 

d'où 

"  =  6'     ^'  =  ~  6'  "6"' 

par  conséquent, 

21 

Remplaçons,   dans  l'égalilé   (a),    «,   ^,  c,   Q  par   leurs 
valeurs,  il  viendra 

2 1      r  dx 

^  J    y/l  H-  4"^  +  2.r' 
En  vertu  de  la  formule  (2),  on  écrira  immédiatement 
dx 


21   r 


V  I  -f-  ^x  -t-  2j:- 


— —  Z  [4.^  -H  4  +  \/y  (  2-i''  +  4-^  +  »  )  1  -^  C  ; 
6v/2 


donc  finalement  : 

*5x'  H-  x^  —  3  j:  -4-  I 


/- 


dx 


^  /[2J;  -+-  2  +  v/2  (2a,-2  +  4-2^  +  i)]  -+-€'. 

2  y/2 

Le  système  (j3)  est  toujours  possible,  à  cause  de  la  con- 
stitution des  équations  de  ce  système.  La  marche  à  suivre 
pour  le  cas  général  est  la  même. 

29, 
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INCLIMISONS  MITL'ELLES  DES  ARÊTES  OPPOSEES 
Dl  TÉTRAÈDRE  5 

Par  m.  Georges  DOSTOR, 

Professeur  au  lycée  impérial  de  la  Réunion. 


i.   Considérons  le  tétraèdre  SABC,  dans  lequel  nous 
poserons  les  trois  arêtes  de  la  base  ABC, 

BC  =  a,      CA=  h,     AB  =  c, 

elles  arêtes  latérales  opposées, 

SA  =  «',     SB  =6',     SC  =  r'. 

Représentons  par  a  l'angle  des  deux  arêtes  opposées  a 
et  ût',  par  [3,  y  les  angles  des  arêtes  /;  et  h\  c  et  c'. 

Projetons  la  ligne  brisée  BASC  sur  l'arête  BC,  nous 
trouvons 

a  ^  c  ces  ABC  -f-  a'  ces  a  -t-  c'  cosSCB, 

d'où  nous  tirons 

laa'  cosx  =  a-  —  2  rtccosABC  -h  a^  —  2<7c'cosSCB. 

Mais  les  deux  triangles  ABC,  SBC  nous  donnent 

a-  —  2ac  ces  ABC  r=  b-  —  c^, 
a-  —  Q.ûc'  cosSCB  =  h""  —  c"; 

nous  obtenons  donc,  en  substituant  : 

(i)  2. an' cos ot.  =  b'^ -i- b'-  —  c'  —  c'^. 

On  trouverait  de  même 

l   7.bb'  cosS  =  c'  -+-  c'-  —  a-  —  a", 

(2)  .  ■ 

^  l    9.  ce'  COS7  =  a'  +  n'-  —  b-  —  b"'. 
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2.  Ces  trois  équalions  donnent 

(3)  aa'cOSx  -h  hh'  CO%^  -+-  ce' COS'/  =:  0. 

3.  Représentons  par  p^  q^  r  les  droites  (jui  joignent 

les  milieux  des  arêtes  opposées 5  p  et  q  sont  les  diago- 

c     c 
nales  d  un  parallélogramme  dont  les  côtés  sont-»  -;  il 
^  "=>  22 

vient,  par  suite. 

Nous  avons  donc  les  relations 

(4)  \  2q^-r-  2r^  =  a--h  a'^. 


r'  -h  2/?'=  b^-r-  b'\ 
qui  donnent 

(5)  4/?=  +  4.7^+4r=  =  rt=H-«'2-l-  b^-\-  è'2  +  c'+c'». 
4.  Des  égalités  (4)  on  tire  les  valeurs 

/  4;?2  —bi^  Ij'i  -I-  c'  -t-  c'^  —  a^  —  «'% 

(6)  I  49^  =  c2-H  c'--Hrt'-+-«''— è^— 6'% 
(  4^'  =  «'  H-  «'-  -+-  ^'  +  6"  —  c»  —  c'=. 

o.  Si  nous  retranchons  chacune  de  ces  équations  de  la 
suivante,  et  la  dernière  de  la  première,  nous  obtenons, 
en  ayant  égard  à  (i)  et  (2), 

/  aa!  ces  a  =  r'^  —  q-  z^  {^r  -\-  q)  [r  —  (7), 
{7)  \  hb'cos^  =  p^  —  r'  =  {p-^r){p—  r), 

ce'  COSy  =z  q-  —  p'  =  {q  -^  p)(q  —  p). 
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SUR  L4  PLUS  COURTE  DISTANCE  DE  DEIX  POINTS 
DE  LA  SPHÈRE  5 

Par  m.  Julien  DELAUNAY, 

Élève  du  lycée  de  Bordeaux. 


Lemme  I.  — Étant  données  une  portion  de  droite  mn^ 
et  à  ses  deux  extrémités  les  perpendiculaires  n«M,  «N  de 
longueurs  constantes;  la  droite  MN  sera  minimum,  lors- 
que les  deux  perpendiculaires  seront  dans  un  même  plan. 


M' 


f--^N' 


Lc.tnine  II .  —  Etant  données  une  sphère  et  une 
corde  AB,  on  mène  à  cette  corde  un  plan  perpendiculaire 
en  un  point  m,  qui  coupe  la  splière  suivant  le  cercle  «KL. 
De  tous  les  points  du  plan  qui  ne  sont  pas  dans  l'inté- 
rieur de  ce  cercle,  le  plus  rapproché  de  m  est  le  point  |ut, 
intersection  du  cercle  /uiKL  avec  le  plus  petit  des  deux 
arcs  de  grand  cercle  cjue  sous- tend  AV».  [Ces  deux 
Icmnies  sont  faciles  à  déviontrer.) 

Théorîîme.  —  Deux  points  A  e^  B  étant  situés  sur 
une  sphère,  de  toutes  les  lignes  fjui  les  unissent,  ii  ayant 
aucun  point  dans  V intérieur  de  la  sphère,  la  plus  courte 
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ast  Varc  (le  grand  cercle  Af/B,  moindre  (jaune  denii- 
circotiférence. 

Je  suppose  tracé  un  tout  autre  chemin.  Soit  M  un  de 
ses  points.  Par  M  je  mène  le  plan  Mm/jL  perpendiculaire 
à  AB,  et  je  prends  wM'  égal  à  m  M.  Je  substitue  à  la 
courbe  une  lij^ne  brisée  inscrite,  parlant  de  A  et  finissant 
en  B,  dont  je  rabats  les  sommets,  de  même  que  M.  Je 
joins  successivement  ces  points  rabattus.  Je  forme  ainsi 
dans  le  plan  de  l'équateur  une  autre  ligne  brisée,  dont 
chaque  côté,  tel  que  iM'N',  est  moindre  que  son  cor- 
respondant MN  dans  l'autre  (lemme  I);  par  suite,  la 
première  ligne  brisée  est  moindre  que  la  deuxième.  Cela 
étant  vrai  quelle  que  soit  la  ligne  inscrite,  si  je  la  fais 
tendre  vers  la  courbe,  la  ligne  brisée  rabattue  tendra 
vers  une  autre  courbe  qu.i,  à  la  limite,  sera  moindre  que 
la  proposée. 

Tout  point  M  de  celle-ci  se  rabat  en  dehors  du  segment 
circulaire,  car  on  a,  d'après  le  lemme  II, 

/nlM  ]>  mu.. 

La  courbe  rabattue  part  de  A  et  se  termine  en  B,  ayant 
tous  ses  points  tournés  vers  la  convexité  de  l'arc  A^B: 
elle  est  donc  plus  grande  que  lui ,  et  cet  arc  est  àjorliori 
plus  petit  que  la  courbe  donnée.  Cette  courbe  ayant  été 
prise  quelconque,  l'arc  A  |!/B  est  le  plus  court  chemin  qu'on 
peut  suivre  entre  A  et  B  sans  pénétrer  dans  la  sphère. 

(c.   Q.  F.   D.) 
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LIEl  DES  FOYERS  DES  COLIQUES  INSCRITES  DANS 
PARALLÉLOGRAMME  DONNÉ  ; 

Solution  de  M.   Gabriel  LIPPMANN, 

Élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Napoléon. 


On  peut  supposer  les  équations  des  quatre  côtés  du  pa- 
rallélogramme données  sous  la  forme 

a-h  p  =  O,      a — pz=o,      p  -\-  q  =  o,      [3  —  q=io; 

p  et  q  désignant  les  demi-liauteurs  du  parallélogramme 
donné,  a  et  j3  désignant  les  distances  d'un  point  {oc^j) 
aux  deux  médianes  du  parallélogramme. 

On  sait  que  le  produit  des  distances  des  deux  foyers 
d'une  conique  à  une  tangente  quelconque  est  une  quan- 
tité constante.  Soient  [x,  y)  les  coordonnées  d'un  foyer; 
[Xi,  yi)  les  coordonnées  de  l'autre  foyer.  Les  distances 
du  foyer  (x,  j)  aux  quatre  côtés  du  parallélogramme 
sont  respectivement  [a  -h  p),  [oc  — p),  {(3  +  <7),  ((3  — (j). 
Les  distances  du  foyer  [xi,ji)  aux  mêmes  droites  peu- 
vent de  même  se  désigner  par  (aj  -+■  p),  (aj  —  p)Af''i~^^)i 
(|3,  — q).  On  a  donc,  en  raison  de  la  propriété  rappelée 
plus  haut,  les  trois  équations 

=  (P  +  7)(P.  +  '7)=(fi-7)(P.-'7). 

Pour  avoir  le  lieu  du  foyer  (x,  j  ),  il  suffit  évidemment 
d'éliminer  entre  ces  trois  équations  Xi  etji,  ou  aj  et  |3,. 
La  première  équation  se  réduit  à 

a,  =  —  a., 
la  troisième  à 
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Eli  subsiituanl  cos  valeurs  dans  la  socondo  ('qualioi),  on  a 
pour  le  lieu  cherché  Féqualiou  o}  —  3- = /r  —  ry-,  qui 
représente  une  hyperbole  (*). 


QIESTION 

do  Concours  de  Illatiiéinaliques  spéciales  des  lycées  des  départements  ^ 

Solution  ckométriqije  par  M.  Alphonse  ELLIE, 

Maître  répéliteur  au  lycée  de  Bordeaux. 

Etant  donné  an  ellipsoïde,  on  propose:  i"  de  trou- 
ver sur  sa  siirfdce  un  point,  et  dans  l'espace  une  droite 
telle,  que  si  on  prend  ce  point  pour  sommet  des  cônes 
ayant  pour  directrices  les  sections  de  V ellipsoïde  par 
des  plans  passant  par  la  droite^  ces  cônes  soient  de  ré- 
volution ,•  2°  de  trouver  le  lieu  de  la  droite  lorsque  Vaxe 
moyen  varie. 

i"  Prenons  un  point  quelconque,  A,  sur  l'ellipsoïde; 


(*)  Dans  une  conique  a  centre,  la  diflerence  des  carrés  des  distances 
d'un  foyer  à  un  diamètre  quelconque,  et  du  centre  à  la  tangente  parallèle 
h  ce  diamètre,  est  invariable,  car  elle  est  é[;ale  au  produit  des  perpendi- 
culaires abaissées  des  deux  foyers  sur  la  tangente.  Il  en  résulte  que  la 
différence  des  carrés  des  distances  d'un  foyer  à  deux,  diamètres  quelcon- 
<iucs  est  égale  ii  la  différence  des  carrés  dos  dislances  du  centre  aux  deux 
tangentes parallèlesàcesdiamètres.  Or,  les  médianes  d'un  parallélogramme 
sont  évidemment  deux,  diamètres  communs  à  toutes  les  coniques  tan- 
gentes aux  quatre  côtés  du  parallélograninie  ;  par  conséquent  le  lieu  des 
foyers  de  ces  coniques  est  celui  des  points  tels,  que  la  différence  des  car- 
rés de  leurs  distances  aux  deux  médianes  est  une  quantité  constante 
(égale  à;;'  —  a');  c'est-à-dire  que  ce  lieu  est  une  hyperbole  équilatère 
dont  l'équation  rapportée  aux  deux  médianes  prises  pour  axes  est 

sin'jî 
où  f  représente  l'un  des  anclcs  formés  par  les  médiane!^.  (). 
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menons  la  normale,  AB,en  ce  point,  et  les  plans  tangents 
aux  extrémités  A,  B,  de  cette  normale.  Considérons  un 
plan  passant  par  la  normale  ;  ce  plan  coupe  rellipsoïde  et 
les  deux  plans  tangents  suivant  une  ellipse  et  deux  tan- 
gentes AP,  BP.  Le  point  P  est  le  pôle  de  la  normale; 
d'où  il  résulte  que  si  l'on  mène  une  sécante  quelconque 
par  ce  points  elle  rencontrera  l'ellipse  et  la  normale  eu 
des  points  M,  N  et  F  tels,  que  le  faisceau  (A.PMFN) 


est  harmonique,  et  comme  AB  est  perpendiculaire  à  AP, 
toute  droite  perpendiculaire  à  la  normale  AB  et  limitée 
aux  di^oites  AiM,  AN  sera  divisée  en  deux  parties  égales 
par  AB.  Cela  posé,  considérons  le  cône  ayant  pour  som- 
met le  point  A  et  pour  directrice  l'intersection  de  Tel- 
lipsoïde  par  un  plan  passant  par  l'intersection  des  deux 
plans  tangents  mentionnés  ci-dessus.  Il  résulte  claire- 
ment de  ce  qui  précède  que  toute  section  faite  dans  le 
cône  parallèlement  au  plan  tangent  en  A  aura  son  centre 
sur  AB;  ce  cône  est  donc  droit  ;  pour  qu'il  soit  de  révolu- 
tion, il  faut  que  ces  sections  soient  des  cercles  :  or,  le 
point  A  est  l'une  de  ces  sections,  ce  point  est  donc  un 
point  cercle;  mais  il  appartient  à  l'ellipsoïde,  c'est  donc 
l'un  des  quatre  onibilies.  Ainsi,  le  point  cherché  est  r un 
des  ombilics ,  al  la  droite  est  V intersection  des  plans 
tangents  à  Vellipsoïde  menés  aux  extrénnlés  de  la  nor- 
male à  V ombilic  (*). 

2"  L'ombilic  étant  dans  une  section  principale  perpen- 

(*)  Celte  démonsU'alion,  assurément  très-simple,  détermine  bien  quatre 
t-oliitions  do  la  question  proposée,  mais  elle  n'élublil  pas  que  ce  sont  les 
seules  solutions  que  la  question  puisse  admettre.  G. 
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diculaiie  à  Taxe  moyen,  les  deux  plans  tangenis  sont  pa- 
rallèles à  cet  axe;  il  en  est  de  même  de  leur  intersection. 
Cette  droite,  quand  l'axe  moyen  varie  de  grandeur,  se 
meut  parallèlement  à  elle-même,  engendrant  un  cylindre 
dont  il  est  d'ailleurs  facile  d'avoir  réquaiion.  Prenons 
pour  plan  des  xy  la  section  principale  contenant  l'om- 
bilic; la  droite  est  perpendiculaire  à  ce  plan,  et  l'équation 
du  cylindre  est  la  même  que  celle  de  sa  trace  sur  ce  plan  5 
mais  cette  trace  est  le  lieu  du  pôle  de  la  normale  quand 
le  point  de  contact  se  déplace  sur  l'ellipse;  on  sait  que 
cette  courbe  a  pour  équation 

elle  a  quatre  brandies  infinies,  symétriques  deux  à  deux 
par  rapport  aux  axes  et  au  centre,  dont  les  asymptotes 
sont  parallèles  aux  axes,  et  à  des  dislances 


L'origine  est  un  point  isolé. 


Même  question  ,• 

Solution  géométrique  par  M.   Julien  ^VKLSCII, 

Élève  en  Matliémaliques  spéciales  au  lycée  de  MeU 
(classe  de  M.  Riboiit}. 

Je  nomme  P  et  I)  le  j)oint  et  la  droite  clieicliés  ;  Q  la 
section  laite  dans  1  ellipsoïde  par  un  plan  passant  par  la 
droite  D;  DQ  ce  plan,  et  PQ  le  cône  de  révolution  dont 
le  sommet  est  P,  et  la  base  Q. 

Le  cône  coupe  l'ellipsoïde  suivant  deux  courbes  planes 
dont  l'une  se  réduit  à  un  point  P.  Si  le  plan  DQ  tourne 
autour  delà  droite  1)  justju  à  ce  qu'il  passe  par  le  [«oint  P. 
la  section  Q  passera  elle-même  en   P.   et    le  (une  PQ 
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coupera  Tel lipsoïde  suivant  deux  coniques  planes  réduites 
toutes  deux  au  point  P.  Le  plan  DP  est  donc  un  plan 
tangent.  D'ailleurs  le  point  est  un  ombilic 5  car,  lorsque 
le  plan  DQ  est  venu  se  confondre  avec  le  plan  DP,  le 
cône  PQ  s'est  réduit  à  ce  plan.  Comme  ce  cône  est  tou- 
jours de  révolution  autour  d'un  axe  passant  par  le  point  P, 
on  peut  considérer  le  plan  DP  comme  de  révolution  au- 
tour de  la  normale  au  point  P  à  l'ellipsoïde,  normale  qui 
est  perpendiculaire  au  plan  DP.  Or,  on  sait  que  tout 
plan  tel  que  DP,  perpendiculaire  à  l'axe  d'un  cône  de  ré- 
volution, coupe  ce  cône  suivant  un  cercle;  comme  la 
courbe  d'intersection  se  réduit  au  point  P,  ce  point  est  un 
point  cercle;  c'est  donc  aussi  un  point  cercle  de  l'ellip- 
soïde, c'est-à-dire  un  ombilic. 

Le  plan  DP  rencontrera  tous  les  cônes  PQ  suivant  des 
cercles  réduits  à  un  même  point  P  ;  car  le  plan  DP  est 
le  plan  de  la  seconde  courbe  plane  d'intersection  des 
deux  surfaces  (cône  PQ  et  ellipsoïde),  et  comme  l'inter- 
section de  l'ellipsoïde  par  ce  plan  est  un  point  cercle,  il 
en  est  de  même  de  l'intersection  des  cônes  PQ  par  ce  plan. 
Le  plan  DP  est  donc  perpendiculaire  à  Taxe  de  ces 
cônes  PQ,  et  ces  côn€s  ont  tous  pour  axe  la  normale 
en  P  à  l'ellipsoïde. 

Nous  avons  dit  que  le  plan  DP  est  un  plan  tangent 
à  l'ellipsoïde;  par  la  droite  D  il  passe  un  second  plan 
tangent  à  cette  surface;  soit  P'ie  point  de  contact.  La 
section  Q  est  ici  réduite  au  point  P',  et  le  cône  PQ  lui- 
même  se  réduit  à  son  axe  PP'.  Puisque  tous  les  cônes 
considérés  ont  pour  axe  la  normale  en  P  à  l'ellipsoïde, 
on  voit  que  PP'^  axe  de  l'un  de  ces  cônes,  est  la  normale 
enPà  l'ellipsoïde;  cette  normalea  pourpolairela  droiteD, 
et  cela  suffit  pour  définir  cette  droite. 

Le  point  P  étant  un  ombilic  appartient  à  l'ellipse 
principale  dont  les  axes  sont  le  grand  cl  le  petit  axe  de 
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l'ellipsoïde  ;  la  normale  PP'  est  siluée  tout  entière  dans 
ce  plan-,  les  plans  tangents  DP  et  DP'  sont  perpendicu- 
laires à  ce  plan,  et  leur  intersection  D  lui  est  aussi  per- 
pendiculaiie;  elle  est  donc  parallèle  à  l'axe  moyen. 

Si  rellipsoïden\'stpasde  révolution,  il  y  aqualre  ombi- 
lics, et  comme  à  chacun  d'eux  correspond  une  droite  D, 
le  problème  admet  quatre  solutions-,  si  rellipsoïde  est  de 
révolution,  deux  des  axes  sont  égaux  5  le  point  P  est  à 
Tune  des  extrémités  du  troisième  axe,  et  la  droite  D  est 
rejetée  à  l'infini ,  parallèlement  aux  plans  cycliques  5  il  y  a 
deux  solutions.  Enfin,  si  les  trois  axes  sont  égaux,  on  a 
une  sphère,  tous  les  points  de  sa  surface  répondent  à  la 
question,  et  la  droite  D  est  la  droite  de  l'infini  sur  le 
plan  langent  au  point  P. 

Supposons  maintenant  que  le  grand  axe  et  le  petit  axe 
restant  fixes,  l'axe  moyen  varie.  Le  point  P  décrira  Tel- 
lipse  principale  fixe;  et  la  droite  D,  restant  constamment 
parallèle  cà  Taxe  moyen,  décrira  un  cylindre  dont  une 
section  droite  sera  dans  le  plan  de  cette  ellipse.  On  pourra 
trouver  l'équation  de  cette  section  droite  en  remarquant 
que  le  pied  L  de  la  droite  D,  sur  ce  plan,  est  le  pôle  de  la 
normale  en  P  à  l'ellipse  principale;  il  suffit  donc  de  trou- 
ver le  lieu  des  pôles  L  des  normales  à  cette  ellipse. 

Nommons  a,  ^,  c  les  demi-axes  de  l'ellipsoïde 


En  supposant 


^>  ^">C, 


l'ellipse  considérée,  et  la  normale  en  un  point  quelcont[ue 
{x,))  de  celte  courbe,  auront  pour  équations 


(0  -  +  -=i 
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el 

(2)  a^zlL  —  c^xZ  =  [n-'—c')xz. 

La  polaire  du  point  L  ou  [a,  y)  sera  représentée  pai 

(3)  c^aX -f- a^7Z  =  rt5c^ 

En  identifiant  les  équations  (2)  et  (3),  on  a 

-,         Z  = 


[a-  —  c^j  a  [à^  —  c-  )  7 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  de  x,j  dans  l'équation  (i) 
donne 

«e  ,^2  -1-  c«  a=  =  («2  —  c^  )2  a?  '/. 

C'est  l'équation  du  lieu  clierclié(*). 


Même  question; 

Solution   analytique   par   M.    Edouaku    DUVIVIER, 
Élève  au  lycée  de  Bordeaux  (classe  de  M.  de  Lagrandval.) 

Je  prends  pour  origine  des  coordonnées  un  point  quel- 
conque de  l'ellipsoïde  5  pour  axe  des  z  la  normale  en  ce 
point,  et  pour  axes  des  x  et  desj^  deux  droites  rectangu- 
laires quelconques  dans  le  plan  tangent  à  l'origine  à  Tel- 
lipsoïde  dont  l'équation  est 

(i  )   A  jr'-h  A'/^+  A"  z'-^  2  Bjz+  2B'^z  +  2B".r/-+-  2C"z  =  o. 

Le  cône  ayant  son  sommet  à  l'origine,  et  pour  direc- 
trice la  section  de  rellipsoïde  par  un  plan 

«.x  -h  ^y  -+-  7Z  —  1  =  0, 


(*)  Suit  une  description  très-coni[)léte  et  trcs-détailloc  de  la  coiirhe 
que  cette  équation  représente;  nous  la  supprimons,  présumant  qno  le 
lecteur  y  suppléera  facilement. 
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où  a,  (3,  y  sont  dos  paramètres  variables,  a  pour  équa- 
tion 

Ax=  -h  AV  -+-  A"  3'  -I-  2B/Z 

H-  2B'xz  -h  'iW'.Ty  -4-  2C"2(a.r  4-  6^  4-  -/z)  =  G  (*), 

OU  bien 

(  A.r^H- A'j'-h  (A",4-2C"7)z' 
(^•)     j         +  2(B  4-C"e)jz+  ?.(B'-t-C"a).r3-f  2B".r/=0. 

Les  équations  qui  expriment  que  ce  cône  est  de  révolu- 
tion sont  les  suivantes  : 

B"(B'  +  C"a)  ,        B"fP.  4-C"g) 

A —.rr. =  A 


B  +  C"S  B'-hC'a 

^^^        i  ,._^.r.  (R4-C"gHB-  +  C-a) 

f         =:  A    4-  2  C   7 —, 

Pour  que  les  plans  ax-'r^j-\-yz  —  i  =  o  passent 
par  une  droite  fixe,  il  faut  qu'au  moyen  des  équations  (3) 
il  soit  possible  d'exprimer  deux  des  paramètres  a,  (3,  y 
par  des  fonctions  du  troisième  paramètre,  rationnelles  et 
ne  contenant  ce  paramètre  qu'à  la  pi'emière  puissance. 

Je  pose,  pour  abréger, 

(4)     B'+C"a  =  K,     B4-C''e:^K',     A"+2C"y=M. 
Les  équations  (3)  deviennent 

,5)  A_B"|=A'-B"|=M-i^: 


(*)  Cette  équation  montre  que  tous  les  cônes  qui  ont  pour  sommet 
commun  un  point  de  l'ellipsoïde,  et  pour  directrices  des  sections  planes 
de  celte  surface,  sont  coupés,  ainsi  que  l'ellipsoïde,  suivant  des  courbes 
semblables,  par  des  plans  parallèles  h  celui  qui  touche  rellipsoïde  au 
sommet  commun  de  tous  ces  cônes.  Dans  le  cas  particulier  où  le  point 
pris  sur  l'cllii>soïde  est  un  onihiltc,  ces  courbes  semblables  deviennent  «les 
cercles.  («. 
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on  en  déduit 

(A  —  A')K'R  =  B"(R^  — K'=), 

J'élimine  K'  entre  ces  deux  équations,  il  vient 

(B"^  — K^)^  — (A-A')(A'-M)(B''^-K=)-B"=(A'-!M)===:ro, 

d'où  je  lire 

B"=  -  K'  =  ^'^'  "~^^^  [a  -  A'  ±  v/(A-A')=-f-4B"'], 
et,  par  suite, 

K  =  ±  i/b"^  -  ^  ~^^  [  A  -  A'  ±  V'(A  — A')^+4B"^]  . 

Pour  que  le  paramètre  a  soit  une  fonction  rationnelle 
de  y,  il  faut  que  K  s'exprime  eu  fonction  rationnelle  de  M  5 
ce  qui  exige  qu'on  ait 

B"=o,     A  — A'=o. 

Il  faut  donc  que  l'ellipsoïde  soit  rapportée  à  un  des 
points  de  sa  surface  tel,  que  son  équation  soit  delà  forme 

x=-t-j'  -t-  P2-  4-  2Qj3  +  2Q'.rz  +  ?.Rc=zo. 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  les  sections  de  la  surface 
par  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy  sont  des  cercles; 
par  suite,  nous  pouvons  affirmer  que  les  seuls  points  de 
l'ellipsoïde  jouissant  de  la  propriété  demandée  sont  les 
ombilics. 

Pour  déterminer  la  droite  cherchée,  je  prends  l'om- 
bilic pour  origine  des  coordonnées;  la  normale  pour  ax(; 
des  z;  deux  droites  rectangulaires  dans  le  plan  tangent 
pour  axes  des  x  et  des  y. 
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Comme  nous  venons  de  le  voii ,  réqualion  de  l'ellip- 
soïde est 

(6)        x'-h x'-h  Pz'H-  2Q7Z  -+-  2Q'./z-f-  2R2  =  o. 

L'équation  du  cône  dont  le  sommet  est  à  l'origine,  et 
qui  a  pour  directrice  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan 

{uj:  -h  6 j  -+-72)  —  1  =  0, 
est 

x^-h  y^  -\-  Pz^-+-  2Qjz  +  2Ç)'xz  -{-  2Rz(aj:  -\-  Qj -h  yz)  =  o. 

Les  conditions  pour  que  le  cône  soit  de  révolution  de- 
viennent 

Q'-i-Ra  =  o,     Q-^Rê=::o; 
d'où 

Q'      ,  Q 

^  =  -R'      ^  =  -R- 

L'équation  des  plans 

XX  -h  ^y  -i-  '^Z  —  I=:0 

devient 

Q',r  -f-  Q j  —  vRz  -r-  R  =  o. 

Ces  plans  passent  tous  par  la  droite 

z  =  o,     Q'  V  -h  Qj  ^R  =  o, 
qui  est  située  dans  le  plan  des  xj  [*). 

(*)  En  laissant  les  axes  des  x  et  des  ^  reclanfjulaires  dans  le  plan  tan- 
gent, on  peut  faire  disparaître  l'un  des  rectangles  j's,  :«rz  dcTéquation  (6). 

Si  c'est  le  premier  qui  disparait,  Icquation   de  l'ellipsoïde  se  rédui- 
sant à 

X*  -+-7'  H-  Ps'  -+-  ■2Q"x2  -f-  aRz  =  o, 

on  voit  que  le  plan  des  xz  est  le  plan  principal  de  l'ellipsoïde  qui  passe 
par  les  ombilics.  La  droite 

z  =  o,     Q'.<:-i-Qr-+-R  =  0, 
AiiH.  de  Maihèmal.,  -i"  série,  t. VI.  Octobre  i8r)7.,  ~^0 


(  466  ) 
Il   est  maintenant  facile  de   trouver  le  lien  de  celte 
droite  quand  l'axe  moyen  de  rellipsoïde  varie  (*). 


SOLITIOKS  DE  Ql]ESTIO\S 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  767  5 

Par    m.    E.    PELLET, 

Élève  du  lycée  de  Nîmes. 

Les  cercles  circonscrits  aux  dij^érents  triangles  semi- 
réguliers  inscrits  dans  une  ellipse  ont  pour  centre  ra- 
dical commun  le  centre  de  celte  ellipse. 

Le  lieu  de  leurs  centres  est  une  ellipse  ;  leur  enueloppe 
est  une  anallagmatique  du  quatrième  ordre.  (Fcuret.) 


Soient 


>- 


l'équation  de  l'ellipse  5  acosM,  èsinu,  les  coordonnées 

est  alors  représentée  par  les  équations 

z  —  o,     Q"x  -I-  R  =  o. 

Cette  droite  est  par  conséquent  parallèle  à  l'axe  des/,  c'est-à-dire  à  l'axe 
moyen  de  l'ellipsoïde.  De  plus,  elle  coupe  le  plan  des  xz,  ou  des  ombi- 
lics, au  point 

R 

z  —  Q,    y  =  o,     X  —  —  —  , 

qui  est  le  pôle  de  l'axe  des  z,  ou  de  la  normale  à  l'ombilic,  par  rapport 
à  l'ellipse  principale  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  moyen. 

G. 
(*)  Nous  supprimons  les  calculs  que  M.  Duvivier  a  faits  à  ce  sujet,  l'é- 
quation du  Hou  ayant  déjà  été  donnée  par  M.  "VVclscb  (voir  p.  /(fi?.). 
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de  Tun  <1(;  SOS  points  que  je  prends  pour  sommet  de  l'un 
des  Iriangles  semi-réguliers  inscrits  dans   l'ellipse-,   les 
coordonnées  des  deux  autres  sommets  de  ce  triangle  se- 
ront 

(  27r\         ,     .      /  ?Tf 

a  ces       M  H ;r-  1  1         '>  SIO        «   -\ -- 


et 


a  ces  1  / 


3  y  \         3 


47r\  ,     ■      l  4^ 


La  circonférence  qui  passe  par  ces  trois  points  a  pour 
équation 

a'cos*M-f- i'sin'u,  ocosu,  2isinu, 

a'cosMuH — ^  j-i-t'sinM  uH — ^j,     acos  (  u-H-^  j»    tsin(u-f--:^jj 

rt-cos-|  u-H-!— 1 -T-t-sinM  U-I-— I5     acos(u-f-— 1,    fcsiii  (  u-{-— -  j, 

ou,  en  développant  ce  déterminant  : 


(0 


jp.  _|_  jj  _|_  _j-  —  cos  ;t  (  4  sin'  «  —  I  ) 

c^       .  ,  ,  ,  «2  -h  ^^^ 

—  Y  — r  sm  u  (4  cos'/<  —  I  ) 

10  ^  ?. 


c*  représentant  a^ —  Ir. 

La  puissance  du  centre  de  l'ellipse  pour  tous  les  cer- 

clés  compris  dans  1  équation  précédente  est  — ; 

donc,   tous  ces  cercles  ont  un  centre   radical  commun 
qui  est  le  centre  de  Tellipse  (*). 


("*)  Un  triangle  semi-régulier  (atc),  inscrit  dans  l'ellipse  —  -h  —  =  i, 

est  la  projection  d'un  triangle  ëquilaléral  (AKC)   inscrit  dans  un  cercle 
décrit  sur  le  grand  axe  ■}.a  de  relli|iso  comme  diamètre,  et  dans  un  plan 

3o. 


(  468  ) 
Les   coordonnées    du    centre  du  cercle    que    l'équa  - 
tion  (i)  représente  sont  données  par  les  équations 

2x  -\ cos«  (4  sin-  H  —  l)  =:  o, 


2j 7  sin  w  (4  cos^  «  —  I  )  =  o. 


qui  peuvent  s  écrire 


i6h 


-  =r  cn<-  ti.  I  /î 


X-  =  ces' a  [4  sin^H  —  i)'. 


y  =  sin^  u  (  4  CCS-  u  —  ly 


qui  forme  avec  celui  de  l'ellipse  un  angle  dont  le  cosinus  est  —  La  somme 

des  carrés  des  distances  des  sommets  A,  B,  C  du  triangle  équilatéral,  à 
un  diamètre  quelconque   du  cercle  circonscrit,  est,  comme  on  sait,  une 

quantité  invariable  qui,  dans  le  cas  actuel,  a  pour  valeur »  puisque 

le  rayon  du  cercle  est  a.  De  là  il  faut  immédiatement  conclure  que  la 

somme  des  carrés  des  abscisses  des  sommets  a,  h,  c  de  tout  triangle  semi- 

3  a- 
régulier  inscrit  dans  l'ellipse  est  égale  à ?  et  que  la  somme  des  carrés 

3  6- 
des  ordonnées  de  ces  trois  points  est  égale  à  •  Par  conséquent,  en 

nommant  O  le  centre  de  l'ellipse,  on  a  constamment 
0a'~i-0h'-i-0c  —  '    "  ~^  '  '. 

Remarquons,  de  plus,  que  le  centre  O  de  l'ellipse  étant  le  centre  des 
moyennes  distances  des  sommets  a,  b,  c  de  tout  triangle  semi-régulier 
inscrit,  on  a,  pour  un  point  quelconque  m,  la  relation 

2  1  2  2  2  3Crt-H-6') 

ma'  -t-  mi  -  -(-  wc'  :=?>()  m  -h  O  a  -t-06  -f-0c  =  30nj  -\ • 

Si  le  point  m  e?t  le  centre  d'un  cercle  circonscrit  au  triangle  nbc  et  ayant 
/■  pour  rayon,  la  relation  précédente  devient 

■ir'-^Z.Om'-h'-—^^,      d'où      Om-  — r'  =  —  ("''^^'\, 

égalité  qui  démontre  la  proposition  énoncée.  G. 


(  469  ) 
En  les  ajoutant,  on  trouve 


Cette  dernière  équation  montre  que  le  lieu  des  centres 
des  cercles  considérés  est  une  ellipse  semblable  à  1  el- 
lipse proposée,  mais  inversement  placée  (*). 

Si  l'on  prend  la  dérivée  de  l'équation  (i)  par  rapport 
à  «,  on  trouve 

xsinu  , ,  ^        Y  ces  M  , ,    . 

(4  cos'm  —  i)  -f-  - — (4  sin^M  —  ij  =  o. 


Pour  avoir  l'équation  de  l'enveloppe  des  cercles  (i),  il 
faut  éliminer  u  entre  l'équation  précédente  et  1  équation 

O  =  — ;-  sin  U  (  4  ces'  u  —  i  ) 

■rc^              ,    .                                             a^  -h  b^ 
cos  u  [  4  sm'  u  —  I  )  —  (  x^  -f-  j2  )  H . 


(*)  Lorsqu'une  ellipse  -i  -)-  Ti  ^  '  ^st  coupée  par  un  cercle  dont  les 

coordonnées  du  centre  sont  a,  ê,  quel  que  soit  le  rayon  de  ce  cercle,  la 

somme  des  abscisses  des  quatre  points  d'intersection  est  égale  à  4*-;  a, 

c 

et  la  somme  des  ordonnées  de  ces  points  est  égale  à  —  ^'—€.  Or,  si  trois 

de  ces  quatre  points  sont  les  sommets  d'un  triangle  semi-régulier  inscrit 
dans  l'ellipse,  les  sommes  de  leurs  abscisses  et  de  leurs  ordonnées  étant, 
séparément,  nulles,  le  quatrième  point  d'inlerseclion  aura  pour  coordon- 
nées 4"—  a  et  — fi-—è.\\  suffit  donc,  pour  avoir  l'équation  du  lieu  du 
c-  c' 

centre  (a,  €),  de  remplacer  dans  l'cqualion  de  l'ellipse  — ;  H-  t^  =■  i,  les 

a  k 

coordonnées  courantes  x  ely  par  — -x  et  • — ^^',  ce  qui  donne 

C'  c 


(  47«  } 
De  ces  équations  on  tire 

>  -  (a-  -h  b-  —  IX'  —  "ij^y 


SI 


m- Il  (4cos'k  —  ly  =: 


.     //    •   .             \,        x-la--hb-  —  2x- —  2r')- 
cos^  u  (  4  sm^  «  —  I  J=  — ^ — --  : 

et,  ajoutant  membre  à  membre,  il  vient 

(fl^  -\-  b-  —  ix''  —  2r')-(û'j- +  b''x-] 


■"'''ij^^i'} 


Ainsi,  1  équation  de  l'enveloppe  est 

X-       j-^        1  a^-\-  b''  —  2 x'  —  2j' 


>^  a^    '    b 


en  coordonnées  rectangulaires,  et 

cos-w        sin-oj        / a'^ -\- b^ — 2/ 


b-  \  c^p 

en  coordonnées  polaires. 

Transformons  celte  courbe  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, en  prenant  l'origine  pour  pôle  5  l'équation  de  la 
courbe  transformée  sera 

OU 

'{a'~h  b') 


cos^w        sin^w 

-. 1- 


m^-i 


b' 
A*  représcnlanl  le  p.iramèlre  de  la  Iran.sioi  nialicm, 


(  47*  ) 

Si  l'on  prend  A*  égal  à »  la  courbe  se  transforme 

en  elle-même;  elle  est  donc  analUigmatique  (*). 

Note  — Solutions  analogues  de  MM.  Charles  Riliaucourt,  élève  à  l'École 
Polytechnique;  J.  \'ollot  et  L.  Fiasse,  élèves  du  lycée  de  Lyon;  Driant, 
élève  du  lycée  de  Metz;  Edouard  Besson,  élève  du  lycée  de  Kesançon. 


Seconde  solution  de  la  question  815;   <-' 
Par  m.  J.-Ch.   DU  PAIN. 

On  sait  qu  en  représentant  siu.r  par  }'  et  singj:  par  a 

(i)     256  j''  —  ^']Qy'  -+-  432  j^  —  120  j'  -+-  g  j  —  rt  =  o. 

Supposons  que  a  soit  nul,  c'est-à-dire  que  gx  soit  de 
la  forme  0°  ±  i8o°K,  x  sera  de  la  forme  o"±  20°K,  et 
les  racines  de  l'équation  (i)  seront  les  différentes  valeurs 
de  sin  (o°±  2Q°K).  Or,  en  laissant  de  côté  la  va- 
leur zéro,  on  trouve  huit  autres  valeurs  distinctes,  qui 
sont 

dzsinîo",     ±51040",     ±sin6o",     ±sin8o". 

L'équation 

(  2  )  256  u*  —  576  «'  -i-  432  «'  —  1 20  «  -1-  9  =  0 


(*)  Le  centre  O  de  l'ellipse  ayant  la  même  puissance  pour  tous  les 
cercles  circonscrits  aux  triangles  semi-réguliers  inscrits,  si  l'on  conduit 
de  ce  centre  une  droite  OM  a  l'un  des  points  d'intersection  de  deux  cer- 
cles du  système  considéré,  cette  droite,  prolongée  de  l'autre  côté  de  O,  ira 
nécessairement  passer  par  le  second  point  d'intersection  N  des  deux  cer- 
cles. Il  est  facile  d'en  conclure  que  chacun  des  cercles  du  système  est 
touché  par  l'enveloppe  en  deux  points  m,   n  appartenant  à   une  droite 

passant  par  le  point  O  ;  et  comme  Om  X  On  = ?  il  est  clair  qu  en 

a- -+-/>' 
prenant  O  et pour  pôle  et  coefficient  de  la  Iraiislorniation,  on  ob- 
tiendra pour  transformée  l'enveloppe  ellc-mcmc.  G. 


(  472  ) 
a  donc  pour  racines 

sin'2o",     sin'4o"5     sin^ôo",     sin'8o"; 

le  produit  de  ces  racines  est  -^^  donc 

3 

si  n  20 .  sin  A.o" .  sin  60" .  sin  80°  =4 — -7  ; 
^  10 

on  prend  le  signe  +  parce  que  tous  les  facteurs  du  pre- 
mier membre  sont  positifs. 

La  seconde  égalité  proposée  se  démontre  de  la  même 
manière,  et  en  général  on  pourrait,  au  moyen  des  coeffi- 
cients de  l'équation  (2),  calculer  une  fonction  symé- 
trique rationnelle  des  quantités 

sin^20",     sin^4o°>     sin^6o",     sin^So". 

Note  du  Rédacteur.  —  En  désignant  par  n  un  nombre  entier  et  positif, 
on  a  généralement  : 


(1)  sm  ( sin  ( )  sin  1 )•••  sin  ( 1  =H — j 

^  ^  \in-hi/         \2«-+-i/  \2n-h1J  \in-hij  2" 

(2)  cos  I )  cos  ( 1  cos  I 1  •••  cos  I )  =  -;;; 

^  ^  \2n-\-1J         \2n-i-1J         \2n-+-i/  \2n-hi/        "i" 


d'où 


(3)tang(^)tang(^)tang(^)...tang(^)  =  v'2«  +  ,, 

,x        .    /     ^     \     .     /    2:t    \     ,     /    Stt    \         .     /    "^    \ 

f/i)     sec    )  sec     sec  I •••  sec  ( j  =  2". 

^ '^  \2n-\-iJ  \2n-i-1J  \2n-i-1J  \2n-hi/ 

On  l'ait  disparaître  le  radical  en  posant  n  =  /)>  w  =  12,  etc. 

Il  est  clair  que  les  relations  indiquées  (question  813)  sont  comprises 
dans  ces  formules  générales. 

L'égalité  (2)  montre  que  la  série 

cos  (I)  ^  cos  (j)  cos  (^)  +  cos  (^)  cos  (1^)  cos  (^)  -*-... 
;\  pour  limite  l'unité.  G. 


(  47^  ) 
QuestioTi.  083 

(voir  2'  série,  l.  II,  p.  551); 

Par    m.    LAISANT, 

Capitaine  du  génie. 


Soient 


/cos9  -r  rn  sinû  coscp  H-  «  sinO  siny 

-4-  /JCOS-0  H-  7  sin^9  cos'^  -+-  rsin'O  sin^(j)  =  U, 
P  m-  ri" 


lp  H-iJ;         1(1  -\-  -^         2r-(-TJ/ 


-f-  -^  =  V. 


Il  faut  démontrer  que  V équation  résultant  de  rélimi- 


du  rfU 


nation  de  6  et  de  o  entre  U  ==  o,  -— -  =  o,  — -  =  o 


dQ  '       dr^ 


sera 


identique  avec  celle  qui  provient  de  l^ élimination  de  ^ 
entre  \  =o,  —— =  0.  (Li^YLEY.) 

Je  lorrae  1  équation  — —  =  o,  qui  me  donne 


-I-  2*7  =  -: -. \-  ir. 


sin&cos^  sinôsincp 

^     .  .  f/U  ,    , 

Lcrivant  maintenant  -— -  =  o,  en  tenant  compte  de  la 

relation  précédente,  on  trouve 

/  ni 

+  2/7  =  -r— H-  27. 

cos6  i'in&cos(p 

Posons    cette    quantité    égale    à    une    inconnue    auxi- 
liaire —  2:  il  viendra  la  triple  égalité 


/ 


^  ^P=    •^._.     +^7 


(•OS&  sinOcostp  sinOsincp 


(  474 
D'où 

COS&  =r  — 

sinG  cosy  =  — 


27  +  ô 
sm  ô  sin  ©  = • 

'  2  /•  -f-  2 

11  s'agit  d'éliminer  0,  ©  et  z  entre  ces  trois  équations 
et  U  =  o.  Or,  si  nous  éliminons  0  et  o  entre  les  équations 
que  nous  venons  d'écrire,  en  les  élevant  au  carré  et  les 
ajoutant,  il  vient 

^'  {2p-\-zY-       (2<7  -h  zf  ~^  (2/'+zP  ~~  '■ 

Si,  d'autre  part,  nous  formons  l'équation  U  =  o,  en 
remplaçant  cos6,  sin6cosc&,  sinôsino  par  leurs  valeurs 
écrites  ci-dessus,  nous  avons  : 


pi-  qni^ 


+  V : — r,  =  o. 


[^■xp  +  zf        (2^-l-z)-        (2/--f-z)' 
[ip  +  zf 


Ecrivons  le  terme sous  cette  forme; 


2  \2/J  -+-2  (2/^  +  2)  =  /' 


opérons  d'une  façon  analogue  pour  les  deux  derniers 
termes,  changeons  les  signes  et  multiplions  par  2  -,  l'équa- 
tion deviendra 


n' 


ip  -h  z        27-f-z        ir  -\-  z 


\['2p-+-zY  ^  [oq  -^z)'  ~^  (TT+TTv ~ °' 


(475  ) 
En  vertu  de  l'équalion  (i),  elle  se  réduit  à 


H \-  z  =  o. 


ip -\- z        '2.f/ -^  z        2r-{-z 

Il  resterait  à  éliminer  z  entre  les  équations  (i)  et  (2). 
Or,  il  est  évident  ({u'au  changement  près  de  z  en  6, 
Téquation  (2)  n'est  autre  que  V  =  o.  On  vérifie  sans  plus 

de  peine  que  l'équation  (i)  est  identi(|ue  avec  —  =  o*,  les 

deux  éliminations  conduiront  donc  au  même  résultat. 

Note.  —  ilutre  solution  de  M.  G.-B.  Mafiiotti,  élève  à  l'université  de 
Turin. 


NOTE  SIR  L4  QIESTIO!^  787. 

(  Voir  le  n°  d'octobre  1866.) 


Déterminer  le  lieu  géométrique  du  centre  d'une 
sphère  qui  coupe  sous  des  angles  a,  ê,  y  trois  sphères 
données  A,  B,  C. 

Plusieurs  solutions  de  ce  problème  nous  ont  été  com- 
muniquées j  aucune  d'elles  ne  AéieTnnue  exactement  le 
lieu  géométrique  dont  il  s'agit. 

Dans  quelques-unes,  il  est  bien  démontré  que  le  centre 
d'une  sphère  qui  coupe  sous  les  angles  a,  o,  y  les  trois 
sphères  A,  B,  C,  appartient  nécessairement  à  l'un  des 
plans  d'un  certain  système  que  le  calcul  a  déterminé; 
mais  on  en  a  conclu,  à  tort,  que  le  lieu  cherché  se  com- 
pose du  système  de  ces  plans. 

D'autres  solutions,  ne  tenant  aucun  compte  des  doubles 
signes  dojit  les   cosinus  doivent   être   précédés   dans   le 


(  476  ) 
calcul  (|ui  a  cté  fait  (*),  ont  abouti  à  cette  conclusion  : 
que  le  lieu  géométrique  cherché  est  formé  d'une  seule 
conique  située  dans  un  plan  passant  par  l'axe  radical  des 
trois  sphères  données.  S'il  en  était  ainsi,  on  ne  pourrait 
trouver  sur  le  plan  des  centres  A,  B,  C  que  deux  circon- 
férences coupant  sous  les  angles  a,  ê,  y  les  trois  grands 
cercles  des  sphères  A,  B,  C  qui  appartiennent  à  ce  plan; 
ce  qui  est  inexact,  car  il  y  a  généralement  huit  circon- 
férences satisfaisant  à  celte  condition.  Leurs  centres 
forment  quatre  systèmes  de  deux  points  situés  respective- 
ment sur  quatre  droites  concourantes  au  centre  radical 
des  trois  cercles  considérés. 

Nous  engageons  donc  les  personnes  qui  ont  traité  la 
question  787,  à  examiner  de  nouveau  les  raisonnements 
et  les  calculs  qu'elles  ont  faits  pour  la  résoudre.       G. 


QIESTIOK  DE  GEOMETRIE; 

Solution  de  M.   Eugène  FORNASARI, 
Élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Besançon. 


Placer  sur  trois  circonférences  données  les  sommels 
d'un  triangle  dont  les  côtés  soient  parallèles  aux  droites 


(*)  En  prenant  pour  «,  6,  ■/  des  angles  aigus,  si  le  point  O  extérieur  à  la 
sphère  A  représente  le  centre  d'une  seconde  sphère  coupant  la  première 
sous  l'angle  oc,  et  que  les  rayons  des  sphères  O  et  A  soient  p  et  ;•,  on  aura 

OA  ;=  p- -(- r^ — 2prcosa.     ou     OA  =  p^  H- /' -(- 2/5/' cos  «, 

selon  que  le  rayon  p  sera  plus  grand  nu  plus  petit  qu'une  tangente  menée 
du  point  ()  à  la  sphère  A. 


(477  ) 
qui  unissent  deux  à  deux  les  centres  de  ces  circonfé- 
rences [*). 

On  sait  que  le  lieu  des  points  d'où  deux  circonférences 
sont  vues  sous  un  même  angle  est  une  circonférence  dé- 
crite sur  la  distance  des  centres  de  similitude,  directe  et 
inverse,  comme  diamètre;  et,  de  plus,  que  si  l'on  consi- 
dère trois  circonférences,  deux  à  deux,  les  trois  lieux  ont 
une  corde  commune. 

Par  conséquent,  il  existe  deux  points  d'où  trois  cir- 
conférences données  sont  vues  sous  des  angles  égaux. 

Soient  O,  O',  O"  les  centres  des  trois  circonférences 
données,  P  l'un  des  deux  points  d'où  ces  trois  circonfé- 
rences sont  vues  sous  des  angles  égaux. 

Je  mène  les  droites  PO,  PO',  PO",  qui  coupent  les  cir- 
conférences en  des  points  A,  B*,  A',  B';  A",  B".  Je  mène 
aussi  les  tangentes  PC,  PC,  PC"  aux  trois  circonfé- 
rences. 

Les  trois  triangles  OCP,  O'C'P,  0"C"P  sont  sem- 
blables, par  conséquent 

PO  _  PO'  _  PO" 

"r  ~""r^"~~r^' 

en  appelant  R,  R',  R"  les  rayons  des  trois  cercles. 

Il  suit  de  là  que  les  triangles  PAA',  POO'  sont  sem- 
blables, et  que  AA'  est  parallèle  à  00'.  De  même,  A' A", 
AA"  sont  parallèles  à  O'O",  00",  et,  par  suite,  le  triangle 
AA'A"  répond  à  la  question;  il  en  est  de  même  du 
triangle  BB'B". 

En  considérant  le  second  point  P',  d'où  les  trois  cir- 
conférences sont  vues  sous  des  angles  égaux,  on  obtien- 
drait encore  deux  autres  triangles  semblables  au  triangle 


(*)  Nous  avons  modifié  l'énoncé  que  M.  Fornasari  a  donne  à  la  ques- 
tion   qu'il  a  résolue;  sa  solution   nu  répondant   jias  à  la  question  786. 


(478  ) 
obtenu  en  joignant  les  centres  des  circonférences  don- 
nées. 

Note  du  Rédacteur.  —  La  question  de  placer  sur  trois  circonférences 
données  O,  0',  0"les  sommets  d'un  triangle  semblable  au  triangle  00' O" 
peut  admettre  une  infinité  de  solutions.  Car,  eu  prenant  un  point  quel- 
conque, A,  sur  l'une  des  circonférences,  O,  on  peut  considérer  ce  point 
comme  l'un  des  trois  sommets  du  triangle  cherché,  et  déterminer  un  se- 
cond sommet  B  sur  la  circonférence  O'  par  l'intersection  de  cette  circon- 
férence et  d'une  autre  dont  le  centre  et  le  rayon  se  déterminent  facile- 
ment (*).  G. 


QIESTIOXS. 


825.  Dans  un  triangle  inscrit  à  une  conique,  le  pôle 
d'un  côté  et  les  seconds  points  d'intersection  de  la  courbe 
et  des  bissectrices  des  angles  formés  au  sommet  opposé 
sojit  eu  ligne  droite.  (J.-J.-A.   Mathieu.) 

826.  Si  n  est  un  nombre  entier  quelconque,  l'un  des 
quatre  nombres  n^^  n^  —  i,  ?i.^  —  4?  '^^  +  3  est  divisible 
par  12,  et  le  quotient  marque  le  nombre  des  solutions 
différentes  de  l'équation  indéterminée  x-{-y-hz=n, 
en  nombres  entiers  et  positifs  dont  aucun  n'est  nul. 

(\  ACHETTE.) 

827.  Déterminer  géométriquement  les  trajectoires  or- 
thogonales : 

(*)  Pour  que  ces  deux  circonférences  se  coupent,   il  faut,  toutefois, 
qu'on  ait 

R.0'0"<R'.OO"-r-R".00', 

R'.OO"  <R.0'0"-i-R".00', 
R" .  00'  <  R .  O'  O"  -r-  R' .  00", 

c'est-à-dire  que  le  produit  du  rayon  de  chacune  des  trois  circonférences 
données,  par  la  distance  du  centre  des  deux  autres,  doit  être  moindre  que 
la  somme  des  deux  autres  produits  analogues. 

Quand  ces  conditions  sont  remplies,  le  nombre  des  solutions  est  illi- 
mité. 
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1°  De  toutes  les  paraboles  ayant  même  foyer  et  même 
axe,  cl  dont  les  brauehes  infinies  sont  tournées  dans  le 
même  sens  5 

1^  De  toutes  les  paraboles  ayant  même  sommet  et 
môme  axe.  (Laisant.) 

828.  Déterminer  géométriquement  un  cercle  qui 
coupe  sous  des  angles  donnés  a,  6,  y  trois  cercles  A,  B,  C, 
donnés  sur  un  même  plan.  Nombre  des  solutions. 

829.  On  donne  dans  un  plan  une  ellipse  et  une  cir- 
conférence (O)  concentriques.  Lne  seconde  circonfé- 
rence (C)  roule  sans  glisser  sur  la  première.  On  de- 
mande le  lieu  des  points  d'intersection  des  tangentes 
communes  à  la  circonférence  (O')  et  à  l'ellipse. 

(E.  Demaw.) 

830.  On  donne  dans  un  plan  deux  cin  onférences  (O) 
et  (O').  Un  point  P  se  nieut  sur  la  première  (O)-,  Tenve- 
loppe  des  polaires  de  ce  point  par  rapport  à  la  circonfé- 
rence O'  est  une  conique.  Trouver  le  lieu  du  centre  de 
cette  conique  lorsque  le  centre  de  la  circonférence  O'  se 
meut  sur  une  circonférence  O"  concentrique  à  la  pre- 
mière (O).  (E.  Deman.) 

831.  Soient  a,  (3,  y,  J,  z  cinq  quantités  quelconques. 
Posons 

A  =  (P  -  7)^  (.î  _  e)^  +  { p  -  .J)=(y  _  ,Y  . 
B=(a-7r(^-e)^'-^(a-^)=(7-£)=. 

D  =  (a-  p/(y  -  e)^  --  (a-7)  =  (p-£)' 

n=(a-p)-'(a-7)-'(a-<î)na-0MP-7)' 

X    (?    -    0^)=(_3    _    ,)=   ^7    _    5)'(.y    _   ,).(5   _    ,)=, 

P  =  2  ('^-  -  !^)'  (v  -  <î)' (7  -  OM^  -  0^ 


(p-0'(7- 

-^)^ 

(a-s,'(v- 

~^)\ 

(a-sr(I3- 

-S)\ 

(a  — e)»(P- 

-7)% 

(^-^r(P- 

-7?; 
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Démontrer  la  relation  suivante  : 

ABCDE—  2P^  =  24n, 

(MiCHAEL    ROBERTS.) 

832.  Lorsqu'une  conique  est  inscrite  à  un  triangle, 
son  paramètre  est  égal  au  diamètre  d'un  cercle  inscrit  au 
triangle,  multiplié  par  le  produit  des  sinus  des  angles 
formés  par  le  cercle  avec  les  droites  qui  joignent  l'un  des 
foyers  de  la  conique  aux  sommets  du  triangle. 

(H.  Faure.) 

833.  Si  les  nombres  entiers  a,  è,  c  sont  racines  de 
l'équation 

.r'  —  px  -i-  q  :=  O, 

on  aura 
p'  -+-  Sj'a^  =  r'\     p'  +  3j" b^  =  r"\     /j^  +  3j"r^  =  r'"'; 

j' -)  y" •>  j'"  ^^  '''  '"''  ''"'  étant  racines  entières  de  deux 
équations  cubiques  que  l'on  peut  construire,  et  dont  les 
coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières 
die  p  eiq.  Le  produit  r'j-"r"\  pris  positivement,  sera  un 
carré.  (S.  Réalis.) 

834.  Si  rt  et  ^  sont  les  deux  axes  d'une  ellipse  5  R,  Ri  les 
rayons  de  deux  cercles  osculateurs;  r/la  dislance  de  leurs 
centres;  p  la  distance  du  centre  de  l'ellipse  à  l'axe  radi- 
cal des  deux  cercles,  on  a  la  relation 

11/1        i\ 

(L.  Painvin.) 

835.  Une  spbère  et  un  plan  étant  donnés,  démontrer 
que  toutes  les  sphères  décrites  des  difîérents  points  du 
plan  comme  centres,  avec  des  rayons  égaux  aux  tan- 
gentes menées  de  ces  points  à  la  sphère  donnée,  passent 
par  un  point  fixe,  et  déterminer  ce  point. 

(Vitlorio  Sanndi.) 
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MOUVEMENTS  RELATIFS  A  LA  SURFACE  DE  LA  TERRE 

(voir  p.  387); 

Par  m.   C.-E.  PAGE, 

Professeur  a  l'École  d'Artillerie  de  Vincenncs. 


Pendule  conique. 

Parmi  les  difïérenis  problèmes  que  présente  la  question 
des  mouvements  relatifs,  un  des  plus  intéressants  est 
celui  du  pendule  conique,  parce  que  c'est  dans  le  mouve- 
mientde  ce  pendule  qu'on  peut  constater  de  la  manière 
la  plus  évidente  l'intluence  de  la  rotation  de  la  terre, 
comme  le  prouve  la  belle  expérience  de  M.  Foucault 
[Comptes  rendus  des  séances  de  V  Académie  des  Sciences  ^ 
i85i). 

Le  pendule  OM  ayant  l'entière  liberté  de  tourner  dans 

FlG.     I. 

z 


\p 


tous  les  sens  autour  du  point  de  suspension  O,  nous  pou- 

Anii.  de  Mnihénuii.,  i^  série,  l.VI.  (^ovt'Iub^c  1867.)         -31 
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vons  nous  représenter  tous  les  mouvements  de  ce  pen- 
dule, en  supposant  qu'il  tourne,  avec  une  certaine  vitesse 
angulaire  variable  (3,  autour  d'un  axe  Oj3  auquel  il  reste 
constamment  perpendiculaire;  taudis  que  cet  axe  lui- 
même  tourne  avec  une  certaine  vitesse  angulaire  va- 
riable y  autour  de  la  verticale  OZ. 

Le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  0/3 ,  dans  lequel  le 
pendule  se  meut  en  s'approcliant  et  s'éloignant  alterna- 
tivement de  la  verticale,  est  le  plan  d'oscillation. 

Soient  OM  =  /  la  longueur  du  pendule,  6  l'angle  d'é- 
cart variable,  Om  =  p  la  projection  de  la  longueur  l  sur 
le  plan  horizontal,  nous  aurons 

p  =  l.sinQ. 

Le  problème  est  complètement  résolu  quand  on  peut 
exprimer  les  deux  variables  (3  et  y  en  fonction  du  temps. 
On  en  déduit  les  angles  décrits  en  vertu  de  ces  vitesses 
angulaires;  par  suite,  on  peut  construire  la  courbe  en- 
gendrée par  la  projection  m  du  pendule  sur  le  plan  hori- 
zontal*, enfin,  on  connaît  le  mouvement  du  point  i7i 
sur  cette  courbe. 

Avant  de  développer  les  calculs,  nous  exposerons  les 
conclusions  qu'on  en  peut  tirer;  nous  commencerons 
par  rappeler  la  solution  du  problème  dans  l'hypothèse  de 
l'immobilité  delà  teri'e. 

Dans  ce  cas,  on  obtient  immédiatement  deux  intégrales 
qui  sont  les  expressions  du  principe  des  forces  vives  et 
du  principe  des  aires.  En  vertu  de  ce  dernier  principe,  les 
aires  engendrées  par  le  rayon  p  sont  proportionnelles  aux 
temps  employés  à  les  décrire. 

Pour  que  la  courbe  décrite  par  la  projection  ni  du  pen- 
dule sur  le  plan  horizontal  soit  une  circonférence,  il  faut 
qu'en  représentant  par  a  la  valeur  initiale  de  l'angle  d'é- 
cart 0;  par  c  la  valeur  initiale  de  la  vitesse  angulaire  y, 
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Quand  c  est  moindre  que  cetle  valeui ,  l'angle  0  reste 
toujours  moindre  que  l'angle  a;  lorsque  l'angle  a  est  très- 
petit,  la  courbe  décrite  par  la  projection  du  pendule  est 
une  ellipse  tournant  elle-même  autour  de  son  centre  avec 
une  vitesse  angulaire  variable.  En  appelant  a  le  demi- 
grand  axe  de  cette  ellipse,  b  le  demi-petit  axe,  on  a 


a  =  l.sina     et     b  z=  /. sin 


ina.c,  t /  -• 
V  g 


En  représentant  par  -/j  la  vitesse  angulaire  relative 
avec  laquelle  le  rayon  p  tourne  dans  le  plan  de  l'ellipse, 
par  ^2  la  vitesse  angulaire  avec  laquelle  le  plan  de  Fellipse 
tourne  autour  du  point  O,  nous  aurons,  pour  la  vitesse 
angulaire  absolue  avec  laquelle  le  rayon  p  tourne  autour 
du  point  O, 

or,  on  a  la  relation 

7,  =  7.cosO,      d'où     7,  =  7(  I  —  cosO); 

on  voit  que  tant  que  l'angle  0  reste  très-petit,  la  vitesse 
angulaire  y^  n'est  qu'une  très-petite  fraction  de  la  vitesse 
angulaire  y  ;  par  suite,  tant  qu'on  se  borne  à  considérer 
un  petit  nombre  d'oscillations,  on  peut  faire  abstraction 
du  déplacement  de  l'ellipse. 

Il  est  facile  de  déterminer  à  chaque  instant  la  position 
du  point  m  ^  pour  cela,  supposons  que  le  rayon  «  =  /.sin  a, 
de  grandeur  invariable,  tourne  autour  du  point  O  avec 
la  vitesse  angulaire  constante  c.  Au  bout  du  temps  l,  1  aire 
du  secteur  circulaire  engendré  parle  rayon  a  sera  jus- 
tement égale  à  l'aire  du  s<'rteur  ellipliqiuî  engendré  pai 

01  . 
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le  rayoîi  p  pondant  le  même  temps.  La  détermination  de 
la  position  du  point  m  est  donc  ramenée  à  une  question  de 
quadrature. 

En  appelant  T  la  durée  d'une  oscillation,  on  a 

-.c.  P.s'm'a.T=  -T:.c.r-.sin'a.\/  -  ,     doù    T  =  tt  i /- • 

2  2  V  ^  y  g 

Lorsqu'on  tient  compte  du  mouvement  de  rotation  de  la 
terre,  on  n'obtient  qu'une  seule  intégrale  qui  est  l'expres- 
sion du  principe  des  forces  vives,  le  principe  des  aires 
n'est  pas  applicable  ;  il  s'ensuit  que  le  problème  ne  peut 
être  discuté  qu'au  moyen  des   équations  ditTérenlielles. 

Considérons  d'abord  une  latitude  moyenne,  telle  que 
celle  de  Paris,  par  exemple.  Supposons  que  le  pendule 
soit  écarté  de  sa  position  d'équilibre  dans  une  direction 
perpendiculaire  au  plan  méridien  ,  puis  abandonné  à 
l'action  de  la  pesanteur  et  de  la  force  centrifuge  com- 
posée, sans  aucune  vitesse  initiale  relative. 

Concevons  un  système  mobile  tournant  autour  de  la 
verticale,  avec  la  vitesse  angulaire  relative  — w  .  sinX, 
c'est-à  dire  ayant  une  vitesse  angulaire  relative  justement 
égale  et  contraire  à  la  composante  de  la  vitesse  angulaire 
de  la  terre  autour  de  la  verticale. 

Par  rapport  à  ce  système,  le  mouvement  est  le  même 
que  si,  la  terre  étant  en  repos,  le  pendule  avait  reçu  la 
vitesse  angulaire  relative 

r  =  -I-  w.sinX. 

Ainsi,  pour  déterminer  la  courbe  engendrée  par  la 
projection  m  du  pendule  sur  le  plan  horizontal,  com- 
mençons par  construire  l'ellipse  ABD  dont  le  demi- 
grand  axe  OA  égale  /siiia,    le  demi-petit  axe  OB  égale 

/.sina.oj.sin?..  I /-:  tandis  que  le  point  ni  se  meut  sur 
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celte  ellipse  comme   dans    riiypollièse  de   Timmobiliié 
de  la  icrru,   l'ellipse  tourne  autour  de  son  (lulre  avec 


Fi<;.  -2. 


~y, 


-7»B' 


la  vitesse  angulaire  constante  — oj.sin/.  On  forme  ainsi 
la  courbe  Aniin'in",  convexe  du  côté  du  point  de  sus- 
pension O,  et  tangente  à  la  circonféience  dont  OB  est  le 
rayon. 

On  voit  que  le  plan  d'oscillation  tourne  autour  de  la 
verticale  dans  le  même  sens  que  la  terre,  et  non  pas  en 
sens  contraire 5  mais  comme  il  ne  fait  pas  une  demi-révo- 
lution pendant  une  oscillation,  les  points  culminants  vont 
en  rétrogradant  puisqu'ils  correspondent  aux  extrémités 
du  grand  axe  de  l'ellipse,  lequel  tourne  avec  la  vitesse 
—  (ù.sin^. 

Lorsqu'on  ne  fait  attention  c[u'aux  positions  du  plan 
d'oscillation  qui  correspondent  aux  plus  grands  écai  Is  du 
pendule,  ce  plan  semble  tourner  en  sens  contraire  de  la 
terre. 

Lorsque  l'écart  initial  n'est  pas  dirige  perpendiculaire- 
ment au  plan  méridien,  la  construction  qui  vient  d  être 
ijidiquée  n'est  suiîisaniment  approchée  (|ue  pour  les  lati- 
tudes élevées.  Au  pôle,  elle  est  rigoureusement  exacte 
pour  toutes  les  directions. 

En  elfet,  au  pôle,  le  pendule  écai  le  de  sa  position  d"é- 
(jtùlibre,  et  en  r('p()s  relativement  à  la   terre,  «'sl  animé 
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autour  de  la  veriicale  d'une  vitesse  angulaire  absolue 
-f-w.  En  Tabandonnant  à  l'action  de  la  pesanteur,  il 
prend  le  mouvement  absolu  correspondant  à  cette  vitesse 
initiale;  par  conséquent,  la  projection  horizontale  décrit 
une  ellipse  sur  un  plan  horizontal  en  repos  ;  mais  la  terre 
tournant  relativement  à  ce  plan  avec  la  vitesse  angulaire 
4-  w,  le  mouvement  relatif  est  le  même  que  si,  la  terre 
étant  en  repos,  l'ellipse  tournait  en  sens  contraire  avec 
la  vitesse  angulaire  —  w. 

Pour  parvenir  à  nous  représenter  ce  qui  a  lieu  sous 
toutes  les  latitudes  et  pour  tous  les  azimuts,  cherchons  ce 
qui  se  passe  sous  l'équateur. 

Quand  les  oscillations  sont  dirigées  perpendiculaire- 
ment au  plan  méridien,  la  force  centrifuge  composée  est 
dirigée  suivant  le  fil  de  suspension;  par  conséquent,  elle 
no  modifie  en  rien  le  mouvement  du  pendule,  qui  con- 
tinue à  osciller  dans  le  plan  de  l'équateur,  exactement 
comme  si  la  terre  était  en  repos.  Elle  modifie  seulement 
la  tension  du  fil.  Cette  tension  est  diminuée  quand  le  pen- 
dule niarche  de  l'est  à  l'ouest,  elle  est  augmentée  quand  il 
marche  de  l'ouest  à  l'est. 

Quand  le  plan  d'oscillation  n'est  pas  perpendiculaire 
au  plan  méridien,  le  pendule  est  poussé  par  la  force  cen- 
ii'ifuge  composée,  vers  l'est  pendant  qu'il  descend,  et  vers 
l'ouest  pendant  qu'il  remonte. 

L'angle  d'écart  initial  étant  dirigé  dans  le  plan  méri- 
tlien  du  côté  du  sud,  la  projection  du  pendule  sur  le  plan 
horizontal  décrit  une  courbe  convexe  du  côté  de  l'est,  le 
plan  d'oscillation  tourne  de  droite  à  gauche  et  décrit  un 
peu  plus  d'une  demi-révolution  pendant  la  première  os- 
cillation. A  la  fin  de  cette  première  oscillation,  la  vitesse 
angulaire  y  n'est  pas  nulle,  mais  conserve  une  valeur  p«)- 
sitivc,  c'est-à-dire  de  droite  à  gauche;  par  consé<[uont,  la 
seconde  oscillation  n'est  pas  indépendante  de  la  première. 
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Penrlam  Ja  seconde  oscillation,  le  pendule  marchant 
du  nord  vers  le  sud,  la  force  centrifuge  coniposét:  tend 
à  faire  tourner  le  plan  d'oscillation  de  gauche  à  droite  et 
détruit  en  partie  la  vitesse  angulaire  acquise  pendant  Ja 
première  oscillation  -,  la  courbe  décrite  par  la  projection 
horizontale  est  légèrement  convexe  vers  l'ouest  et  passe 
très-près  du  centre.  Au  bout  de  la  seconde  oscillation,  la 
vitesse  angulaire  est  presque  nulle,  et  le  point  le  plus 
élevé  s'est  rapproché  du  plan  de  l'équateur.  Dans  une 
longue  série  d'oscillations,  les  points  culminants  se  dé- 
placent très-lentement  en  tournant  de  droite  à  gauche  et 
tendent  a  venir  se  placer  dans  le  plan  de  léquateur. 

Le  pendule  étant  écarté  dans  le  plan  méridien  du  côté 
du  nord,  le  plan  d'oscillation  commence  par  tourner  de 
gauche  à  droite;  la  courbe  décrite  par  Ja  projection  hori- 
zontale pendant  la  première  oscillation  est  toujours  con- 
vexe du  côté  de  l'est.  Les  points  les  plus  élevés  tendent  à 
venir  se  placer  dans  le  plan  de  l'équateur,  en  tournant 
de  gauche  à  droite. 

Sous  une  latitude  quelconque,  concevons  toujours  Je 
système  mobile  tournant  autour  de  la  verticale  avec  la 
vitesse  angulaire  relative 

—  o) .  sin).. 

Si  l'écart  initial  n'est  pas  perpendiculaire  au  plan  mé- 
ridien, le  pendule  ne  prend  pas  exactement,  par  rapport  à 
ce  système  mobile,  le  même  mouvenient  que  si  la  terre 
était  en  repos  et  s'il  avait  reçu  la  vitesse  angulaire  ini- 
tiale ■+-  (j)sinX. 

Si  l'écart  est  dirigé  dans  le  plan  méridien  du  côté  du 
sud,  la  vitesse  angulaire  y  est  un  peu  augmentée;  elle 
n'est  pas  nulle  à  la  fin  de  la  première  oscillation,  mais 
conserve  une  valeur  positive.  La  seconde  oscillation  n'est 
pas  indépendante  do  la  première;  en  général,  les  oscilla- 
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lions    successives    ne    sont   pas  indépendantes  l'une   de 
l'autre. 

L'arc  décrit  autour  de  la  verticale  pendant  la  première 
oscillation  est  un  peu  augmenté;  par  suite,  la  quantité 
dont  le  point  culminant  rétrograde  est  un  peu  diminuée. 

Quand  l'écart  initial  est  dirigé  du  côté  du  nord,  la  vi- 
tesse angulaire  y  est  un  peu  ralentie;  elle  devient  nulle 


Fie 


avant  la  fin  de  l'oscillation,  elle  est  négative  au  point  cul- 
minant; par  suite,  la  courbe  déci'ite  par  la  projection  ho- 
rizontale doit  former  une  boucle,  comme  l'indique  la 
figure. 

Tant  que  la  vitesse  angulaire  y  correspondant  au  point 
culminant  n'est  pas  nulle,  qu'elle  soit  positive  ou  néga- 
tive, le  pendule  n'atteint  pas  une  hauteur  égale  à  celle 
d'où  il  est  parti. 

Eu  résumé,  leiretleplus  apparent  produit  par  la  rota- 
tion de  la  terre,  sur  le  mouvement  du  pendule  conique, 
est  la  rétrogradalion  des  points  culminants.  La  vitesse  an- 
gulaire avec  laquelle  celte  rétrogradation  s'efiectue  m  est 
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pas  la  même  dans  tous  les  azimuts.  Elle  est  justement 
égale  et  contraire  à  la  composante  de  la  vitc'ss(î  angulaire 
de  la  terre  autour  de  la  verticale,  (juand  lécarl  initial  est 
perpendiculaire  au  plan  méridien  ;  elle  est  un  peu  moin- 
dre quand  l'écart  est  dirigé  dans  le  plan  méridien  du 
côté  du  sud,  et  un  peu  plus  grande  quand  il  est  dirigé  du 
côté  du  nord. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L  ÉCOLE  XORMALE  SIPÉRIEIRE 

(ANNÉE  1867). 

Composition    viathênialique ; 

Solution  de  M.  Ch.  CAYLA  , 

lU-péliteur  au  collé(|e  Rollin. 


Ou  donne  deux  droites  rectangulaires  AB,  CD  ;  et  on 
considère  les  hyperboles  ayant  la  droite  AB  pour  asymp- 
tote, et  tangentes  à  la  droite  CD  au  point  fixe  P. 

On  demande  : 

1°  Le  lieu  des  foyers  de  toutes  ces  hyperboles  ; 

2°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  seconde 
asymptote  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  fixe 
sur  la  directrice  ; 

3"  Le  lieu  des  points  d^ intersection  de  la  secoJide 
asymptote  avec  la  droite  qui  joint  le  foyer  au  point 
d'intersection  des  deux  droites  données. 

1"  Soit  F  le  foyer  d'une  des  hyperboles  remplissant  les 
conditions  énoncées.  Je  mène  la  droite  OF,  et  FG  parallèle 

à  AB;  et  je  prolonge  PF  jusqu'en    B.  Les  angles  GFO, 

OFP  sont  égaux  (propriété  connue  des  coniques). 


Or, 
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GFO=:AOF; 


mais 


AOF  =  OBF  -+-  BFO, 
OFP  =  OBF  +  BOF. 
Les  premiers  membres  étant  égaux,  il  en  résulte 

BFO  =  BOF     et     BO  =  BF. 

Le  lieu  des  points  F  est  donc  la  slrophoïde  rectangu 
lairc  définie  par  le  point  P  et  la  droite  AB. 


2°  Par  le  point  fixe  P,  je  mène  PE  parallèle  à  AB.  Je 
joins  AF  (*)  :  celte  droite  est  perpendiculaire  à  la  directrice; 
par  suite,  la  parallèle  menée  h  cette  droile  par  le  point  P 
rencontrera  la  seconde  asymptote  AT)  en  un  point  M 
du  lieu  cherché.  D'ailleurs,  OP  =  DP  (propriété  de  l'hy- 
pci'Lole). 

Or, 

P311  =  OAF  =  90  —  OPM  =  MPI. 
Donc  le  triangle  MPI  est  isocèle  et  MI  =  IP. 


{")  Le  point  A  est  le  centre  do  l'iiypcrbnlc. 
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Par  conséqueni,  le  point  M  décrit  une  slroplioidc  rcc- 
langulairc  définie  par  le  point  fixe  D  et  la  droite  PE. 
Cette  stroplioide  est  égale  et  parallèle  à  la  piemière. 

3**  Pour  trouver  le  troisième  lieu,  je  me  sers  de  l'équa- 
tion focale  des  coni([ues 

(I  —  m-)  X-  —  imnxy  +  (i  —  n-) y- —  ■?.{</.  H-  m/?)x 

—  2  { p  -F  np)y  -\-  a'  -\-  fi"  —  p-  =  o. 

L'axe  des  j  est  asymptote;  donc 

(,)  n^  =  l, 

(2)  fi  -i-  rtp  =:  o. 

Ces   hyperboles  sont  tangentes  à  Taxe  des  x  au  point  P 
dont  Tabscisse  est  a,  ce  qui  donne  les  relations 

(3)  (r-{i—nr-}=(p-hma:)\ 

(4)  «  (i  —  m^)  =^  ot.  -h  inp. 

Un  point  du  lieu  est  défini  par  Tintersectioii  de  la 
droite  OF  qui  a  pour  équation 

X         Y 

(5)  -.  =  y 

avec  l'asymptote  AD,  qui,  passant  par  le  point  fixe  D,  a 
une  équation  de  la  forme 

J  ^=  t{x  —    2«). 

Le  coefficient  angulaire  t  est  donné  pai  la  lorniule 

I  —  m^  —  imnt  =  o. 

On  a  donc,  pour  Téquation  de  AD, 

(6)  2mn}' =z  [i  —  m-){.r  —  2fi); 

on  aura   l'équation  du  lieu  en  éliminant  a,  ^j.  ifi.  n.  /> 
entre  les  six  équations  numérotées. 
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Portant  les  valeurs  de  a,  (3,  tirées  de  (2)  et  (5),  dans 
réqualion  (3),  il  vient 


(nmx\'- 


OU 

m  [x-  -\-  y"^)  =z  inxy, 

d'où  l'on  tire 

■"^—      ^      -^  et       mn^  ■^ 


Substituant  dans  (6)  et  simplifiant,  on  a  l'équation  du 
lieu 

4xr-(.T=  +j=')  =  [x'—  f'Y[x  —  la). 

Cette  équation  du  cinquième  degré  ne  contient  que  des 
termes  du  cinquième  et  du  quatrième  degrés.  II  est  avan- 
tageux de  la  transformer  en  coordonnées  polaires 

4pcosw3in-w  =  (cos^w  —  sin-w)^(pcosw  —  2.  a), 

(2COS^W  —  iV 

p  =  2  « -7 — -  . 

cos-w  (4cos^t«) — 3) 

Sous  cette  forme  il  est  facile  de  construire  la  courbe  qui 
représente  le  lieu  des  points  N. 

Note.  —  Solution  analogue  par  M.  Pelatan,  élève  du  lycée  de  Nîmes, 


IVEMAltOtË  SIR  LA  Ql'ESTiON  529 

(voir  t.  XIX,  p.  247); 

Par   le  P.  PEPIN,   S.  J. 


La  question  o!29  énonce  un   tliéorème  inexact.  Pour 
s'en  convaincre,    il  suffit  de  prendre  tlans  le  système  de 
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numération  septénaire  les  nombres  [:>">.)  et  (i;")6i),  soient 

?.  X  7  -+-  2     et     7'  +  5  X  7'-'  -+-  G  X  7  +  I  ; 

leurs  cubes  sont  de  la  forme 

mult.  7^H-6X7'-l-4X7-f-i- 

Ainsi,  dans  le  système  septénaire,  ils  sont  terminés  à 
droite  par  trois  cliiffres  significatifs  communs,  et  néan- 
moins leurs  racines  cubiques  (22)  et  (i56i)  n'ont  aucun 
cliiilVe  commun. 

Je  remplacerai  ce  lliéorème,  de  M.  Tloucbé,  par  les 
suivants  : 

1°  Pour  que,  dans  un  système  de  numération  dont  la 
base  est  x,  on  puisse  trouver  deux  cubes  terminés  à  droite 
par  les  trois  mêmes  derniers  chiffres,  sans  que  leurs 
racines  cubiques  soient  aussi  terminées  par  trois  chiffres 
communs,  il  faut  et  il  suffit  que  la  base  x  admette  au 
moins  un  diviseur  premier  de  la  forme  6in  -\-i. 

2"  Si  cette  condition  est  remplie,  ayant  pris  arbitrai- 
rement pour  racine  du  premier  cube  un  nombre  de  trois 
chiffres  yf^a  dont  le  chiffre  des  unités  a  soit  premier 
avec  x,  ou  pourra  toujours  trouver,  au  moins,  deux  nom- 
bres de  la  forme  y'p'a',  dans  lesquels  le  chiffre  des 
unités  a'  sera  différent  de  a,  et  dont  les  cubes  seront 
terminés  à  droite  par  les  mêmes  trois  derniers  chiffres 
que  le  cube  du  premier  nombre  y/Sa. 

On  peut  trouver  des  théorèmes  analogues  plus  géné- 
raux ;  je  me  contenterai  d'énoncer  le  suivant  : 

3°  Si  la  base  x  d'un  système  de  numération  admet  un 
diviseur  premier  de  la  forme  2.Jx/i  -f-  i,  on  pourra  toujours 
trouver  deux  nombres  premiers  entre  eux  différant  au 
moins  par  les  chiffres  des  unités  simples,  et  dont  les  puis- 
sances n'"""''  soient  terminées  par  les  Ji  mêmes  derniers 
chiffres. 
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IVOTË  SUR  m  PROBLÈME  DE  GËOUËTRIË  ËLEMËNTilRË  ^ 

Par  m.    h.   SÉVÈNE, 

Élève  en  Mathématiques  élémentaires  ;i  l'École  Sainte-Geneviève. 


Deux  figures  polygonales  équivalentes  étant  données, 
on  peut  se  demander  s'il  existe  quelque  moyen  de  dé- 
composer l'une  d'elles  en  parties  qui  puissent  être  pla- 
cées sur  l'autre,  de  manière  à  la  recouvrir.  C'est  le  pro- 
blème dont  nous  allons  chercher  la  solution. 

Considérons  d'abord  quelques  questions  moins  géné- 
rales. 

1.  Cas  de  deux  parallélogrammes  de  même  base  et 
de  même  hauteur. 

La  démonstration  qui  établit  leur  équivalence  prouve 
aussi  que  pour  recouvrir  l'un  d'entre  eux,  il  suffit  de 
partager  l'autre,  tantôt  en  deux  segments,  tantôt  en  trois. 
Supposons  que  les  bases  des  parallélogrammes  coïncident  -, 
il  y  aura  deux  segments  seulement,  si  les  bases  supé- 
rieures empiètent  l'une  sur  l'autre  -,  il  y  en  aura  trois 
dans  le  cas  contraire. 

2.  Cas  d'un  triangle  comparé  à  un  parallélogramme 
avant  même  base  et  une  hauteur  moitié  plus  petite. 

Marquons  le  milieu  de  l'un  des  deux  autres  côtés  du 
triangle,  et  achevons  le  parallélogramme  qui  aurait  poui 
côtés  la  base  et  la  moitié  du  côté  du  triangle.  Le  parallé- 
logramme obtenu  a  même  base  que  le  proposé  et  lui  est 
de  plus  équivalent.  Donc,  l'un  quelconque  de  ces  deux 
parallélogrammes  peut  être  décomposé  en  segments  qui 
recouvrent  l'autre.  Mais,  d'autre  part,  le  triangle  peut 
lui-même  être  décomposé  en   deux  segments  <|ui  recou- 
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vrent  le  parallélogramme  auxiliaire;  en  effet,  chacuiH! 
des  deux  figures  se  compose  d'une  partie  commune  et  d'un 
triangle.  Or,  on  peut  prouver  facilement  que  les  trian- 
gles sont  superposables,  comme  ayant  les  trois  côtés 
égaux  chacun  à  chacun. 

3.  Cas  de  deux  triangles  de  même  base  et  de  mémo 
hauteur. 

D'après  le  n"  2,  chacun  des  deux  triangles  peut  être 
transformé  en  un  parallélogramme  de 'même  base  et  de 
hauteur  moitié  moindre.  D'ailleurs,  d'après  le  n'^  i,  ces 
deux  parallélogrammes  peuvent  être  transformés  l'un 
dans  l'autre.  Donc 

4.  Cas  de  deux  triangles  qui  sont  équivalents^  sans 
avoir  même  base  et  même  hauteur. 

Soient  ABC,  A'B'C  ces  triangles.  Par  un  sommet  C 
du  premier,  je  mène  une  parallèle  CD  à  la  base.  Je  place 
ensuite  le  triangle  A'B'C  de  telle  façon  que  deux  de  ses 
sommets  A',  B' soient  chacun  sur  une  des  droites  paral- 
lèles AB,  CD  (*).  Cela  fait,  je  mène  par  C  une  parallèle 
à  la  hase  A'  B',  jusqu'à  sa  rencontre  E  avec  AB.  Je  dis  que 
les  deux  triangles  proposés  peuvent  être  transformés  l'un 
dans  l'autre,  par  1  intermédiaire  du  triangle  A'B'E.  En 
effet,  ce  dernier  a  même  base  et  même  hauteur  que 
A'B'C  De  plus,  il  a  même  hauteur  que  ABC,  et  comme 
il  lui  est  équivalent,  il  a  nécessairement  même  base  \  donc 
on  est  ramené  au  problème  3. 

5.  Cas  de  deux  polygones  équivalents  quelconques. 
Chacun  de  ces  polygones  peut  être  transformé  en   un 

triangle,  par  une  série  de  transformations  de  triangles 


C)  Il  serait  facile  de  moulrer  que  cette  opération  est  toujours  pos- 
sible, pourvu  qu'on  choisisse  convenablemeiil  le  triain;lc  (|ue  l'on  dé- 
place cl  le  cOté  qu'on  inlercalo  i.-iUic  K's  doux  parallolos. 
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parlieîs  en  cVauircs  triangles  de  même  base  et  de  même 
liauteur.  Mais  les  deux  polygones  étant  équivalents,  les 
deux  triangles  qui  eu  résultent  sont  aussi  équivalents,  et 
par  conséquent  peuvent  être  transformés  l'un  dans 
l'autre. 


UEIJ  DES  FOYERS  DES  COXIOIES 
ÏAKGE^TES  A  OtATUE  DROITES  DOiM^ÉES; 

Solution  de  M.   Gabriel  LIPPMANN, 
Élève  du  lycée  Napoléon. 


Soient 

a  =^  X  cosa  4-  y  sin  a  —  p  =  o, 
b  -=:  .T.  cos  ?  +  /  sin  o  —  p'  :=zO, 
c  z=  j:cos7  ~^y  sin?  —  P"=^  o> 
d=zxcosS -\~x  smS  —  p"'^o, 

les  équations  des  quatre  droites  données. 

En  considérant  x,  j''  comme  les  coordonnées  de  l'un 
des  deux  foyers  d'une  conique  tangente  à  ces  droites^  les 
expressions  «,  b^  c,  d  représenteront  les  distances  de  ce 
foyer  aux  quatre  droites  dont  il  s'agit.  Et,  en  nommant 
«Il  ^n  ^15  ^A  l<2s  valeurs  que  prennent  a,  b,  t\  c/ lors- 
que l'on  remplace  x,  y  par  les  coordonnées  x,,  y^  du 
second  foyer  de  la  conique,  on  aura,  d'après  une  propo- 
sition connue, 

«a,  =  bbx  =  ce,  z=.  dd^  =:  const. 

D'où 

a  (x,  cosa  -t-jTi  sin  a  — j>  )  =z  b  (x,  cos^  "^  Ji  sin6  —  p'), 
b  [Xx  cosC  -\- X\  sin  6  — p'  j  z=  c  (a:,  cosy  +  ji  siny  — />"), 
c  (.r,  cos 7  +  j,  siny  — p")  =:  d[Xi  cos^  -+- Ji  !>'"^  — /■*")• 
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L'élimination    dv.   .r,,   y^    entre  ces    iiois    dernières 
équations  donne 

rzcosa —  bcosCj,      aslny.  —  Z'sinC,  ^  ap    -{-/>/>' 

\  ôcosê  —  c  COS7,     b  sinG  —  c  siny,  —  ùp'  -+-  cp"    j  =:  o, 

j  c  ces 7  —  ri cosS,      c  siny  —  r/sino,  — ■  <7?"  -'-  r//?'"  | 

et,  en  développant  ce  déterminant,  on  trouve 

p  fi[bc  sin  (7  —  ^)  +  cd  sin  (0  —  7)  -4-  <^ô  sin  (6  —  5)] 
— p'  h  [cd  sin  [§  —  7)  -f-  r/rt  sin  {a  —  5)  4-  «c  sin  (7  —  a)] 
-4-/?"c  [da  sin  (a  —  ô)  -4-  abûn  (6  —  a)  H-  irfsin  (5  — 6)J 
—  p"'d[ab  sin  (6  —  a.)  -^  bc  sin  (7  —  ^)  -I-  ca  sin  (a  —  7)]=ro, 

ce  qui  est  l'équation  du  lieu  cherché. 


SOLITIONS  DE  QIESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOIVELLES  ANNALES. 


Question    93    (*); 

Par  m.  FOURET, 

Officier  du  Génie. 

Soient  K,  B^  C  les  longueurs  de  trois  cordes  issues 
d'un  même  point  d'une  circonférence  de  eercle  ;  B  étant 
la  corde  inte?'médiaire ,  on  a,  comme  il  est  facile  de 
s'en  assurer^ 

/\  /\  /\ 

(a)  AsinBG-f-CsinAB  =  BsinAC. 

Et,   sur  la  surface  de  la  sphère,  A,BetC  représentant 
trois  arcs  de  grand  cercle  issus  du  même  point  d'un 

(*)  Cette  question  énoncée  (i""*^  série,  t.    IV,   p.   "iHç))  a   été  rappelée 
(jy  série,  t.  Il,  p.  225)  comme  question  non  résolue. 

Ann.  de  Mathcmiit.,  1*'  série,  l    VI.  (Novembre  i8fi-,  >  3?. 
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petit  cercle  et  terminés  à  leur  seconde  rencontre  ai^ec 
ce  même  petit  cercle,  on  a  une  relation  qui  ne  diffère  de 
la  précédente  quen  ce  que  les  longueurs  A,  B,  C  sont 

remplacées  par  tang- A,   laiig-B,    tang-C. 


On  demande  s'il  y  a  une  relation  analogue  à  la  rela- 
tion (a),  pour  quatre  cordes  de  la  sphère  qui  seraient 
issues  d'un  même  point  de  la  surface. 

\.  La  relation  (a)  n'est  qu'une  transformation  très- 
simple  du  théorème  de  Ptolémée  sur  le  quadrilatère  in- 
scrit dans  vni  cercle. 

En  effet,  soient  «,  /»,  c  les  extrémités  de  trois  cordes 
A,  B,  C  issues  d'un  même  point  o  d'une  circonférence  ; 
le  quadrilatère  oa^c  étant  inscrit  dans  un  cercle,  on  a, 
d'après  ce  théorème, 

na  X  hc  -4-  oc  yC  ab  =  ob  yC  ac. 

Or,  en  désignant  par  R  le  rayon  de   la  circonférence, 

on  a 

-''■-  .  -^  .    /^ 

ôc  =  2RsinBC,     «/>  =  2R  sin  AB,     rtc=2RsinAC, 

et,  en  substituant  à  Z>c,  ah^  ne  ces  valeurs  dans  la  rela- 
tion précédente,  et  supprimant  2R  qui  est  facteur  com- 
mun aux  deux  membres,  on  obtient  la  relation 

A  sin  BC  H-  C  sin  AB  =:  B  sin  AC, 

qui  est  précisément  la  relation  (a). 

2.  Pour  arriver  à  une  relation  analogue  à  la  précé- 
dente, entre  quatre  cordes  d'une  sphère  ayant  une  extré- 
mité commune,  nous  nous  sommes  laissé  guider  par  les 
considérations  suivantes,  qui  peuvent  trouver  leur  appli- 
cation dans  la  plupart  des  questions  semblahlcs  à  celle 
qui  nous  occupe  en  ce  moment. 
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A  une  propriété  d'une  figure  plane  (  orrespondcnt  gé- 
néralement plusieurs  propriétés  analogues  dans  l'espace, 
suivant  le  point  de  vue  auquel  on  se  place  ;  et  cependant 
cette  généralisation,  malgré  le  giand  nombre  de  solutions 
dont  elle  est  susceptible,  est  soumise  à  une  double  diffi- 
culté, qui  consiste  premièrement  à  former  l'énoncé  de  la 
propriété  nouvelle,  analogue  à  la  propriété  connue  dont 
on  s'occupe  ;  secondement,  à  vérifier  l'exactitude  de  cet 
énoncé.  De  ces  deux  difficultés,  la  seconde  étant  généra- 
lement la  plus  grande,  c'sst  celle-ci  qu'il  faut  éliminer, 
ou  du  moins  diminuer  autant  que  possible.  On  y  par- 
vient, dans  le  cas  qui  nous  occupe,  en  faisant  subir  à  la 
propriété  connue  une  série  de  transformations  qui  la  ra- 
mène à  une  propriété  évidente.  On  voit  alors  facilement 
de  quelle  manière  on  peut  généraliser  l'énoncé  de  cette 
dernière,  sans  qu'elle  cesse  d'être  évidente  5  et  en  lui  fai- 
sant subir  la  série  des  transformations  précédemment 
effectuées,  mais  en  sens  inverse,  on  arrive  à  une  géné- 
ralisation de  la  propriété  première. 

3.  Avant  de  faire  subir  à  la  relation  (a)  la  série  des 
transformations  dont  nous  venons  de  parler,  nous  l'écri- 
rons sous  la  forme  suivante  qui  offre  plus  de  symétrie  : 

/x  X\  X\ 

(a')  AsinI}C-f-BsinCA-f-CsinAB  =  o, 

chacun  des  angles  ayant  un  sens,  et,  par  suite,  un  signe  dé- 
terminé par  l'ordre  des  lettres  qui  figurent  ses  côtés. 

Cela  posé,  transformons  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques, en  prenant  le  point  o  pour  pôle,  et  un  paramètre 
de  transformation  quelconque. 

La  circonférence  se  transforme  en  une  droite  sur  la- 
quelle se  trouvent  les  points  «',  />',  c\  correspondant  aux 
points  a,  A,  c-^  et  A  désignant  le  paramètre  de  transfor- 

32. 


(  5()0  ) 
malioii,  on  a 

on  z^ — -1      00^=.— y- 1      ne  ^z — ;-; 
na  ob  oc 

cl,  en  substituant  ces  expressions  de  A,  B,  C  dans  la  re- 
lation (a'),  on  obtient  ^ 

— ;  sin  BC  H — -,  sin  LA  H sin  AB  i=:  o  , 

oa  no  ne 

OU,  en  chassant  les  dénominateurs, 

^\  .^  /\ 

ob'  X  oc'  sinBC  4-  oc'  X  oa'  sinCA-f-  on'  X  ol''  sinAB  =  o; 

ou  bien  encore,  en  remarquant  que  chacun  des  termes  de 

cette   égalité  exprime  le  double  de  l'aire  d'un  certain 

triai)gle, 

trg.  b'oc'  ~t-  trg.  c'oa'  ~\~  trg.  a  ob'  ^  o. 

Ces  trois  triangles,  C|ui  ont  un  sommet  o  commun,  ont 
les  mêmes  signes  que  leurs  angles  en  o\  et  comme  ils  ont 
une  hauteur  commune,  on  peut  supprimer  cette  hauteur 
dans  la  dernière  égalité  qui  devient 

b'c'  -^c'a'  -^a'b'-^o, 

relation  évidente  de  laquelle  on  pourrait  remonter  à  la 
relation  (a), 

4.  Cette  relation  entre  les  segments  formés  par  trois 
points  en  ligne  droite  conduit  à  une  relation  analogue 
et  presque  aussi  évidente,  qui  a  lieu  entre  les  triangles  dé- 
terminés par  quatre  points  d'un  même  plan. 

Quatre  points  d  un  même  plan,  pris  trois  à  trois,  don- 
nent lieu  \\  quatre  triangles.  La  somme  des  aires  de  ces 
quatre  triangles  est  toujours  nulle ^  c'est-à-dire  que 
rt',  />',  c',  d'  désignant  les  (juatre  points,  on  a 

trg. //rV/'  -\    trg.cVrt' 4-  trg.c/'<77/   I    trg  .'^7/r'       o. 


(  5«i  ) 
Pour  (Iclcrnuiu'i  le  sii^nc  de  cliacjuc  liianglc,  il  laut  <'oii- 
sidércr  comme  fixe  le  sommet  désigné  par  la  première 
lolire,  et  voir  dans  ijuel  sens  il  faut  faire  tourner  le  côté 
qui  aboutit  au  second  sommet,  pour  l'appliquer  sur  le 
côté  qui  aboutît  au  troisième.  En  observant  cette  con- 
vention relative  aux  signes,  on  vérifie  aisément  la  relation 
d'identité  qui  a  lieu  entre  les  quatre  triangles,  et  (jue 
nous  allons  transformer.  Pour  cela,  prenons  un  point  o 
quelconque  en  dehors  du  plan,  et  formons  quatre  lélraè- 
drcs  avaiil  ]îour  sommet  commun  ce  point  o.  et  pour 
bases  les  quatre  triangles;  la  somme  des  volumes  des 
quatre  tétraèdres  ainsi  obtenus  est  nulle  : 

\.ii\.r.ob'c'd'  -+-  iclr.  nc'd'o'  -+-  Mr.od'a'b'  -f-  Mr.oa'b'c'  =  o, 

les  signes  de  ces  tétraèdres  se  déterminant  d  après  ceux 
des  triangles  qui  forment  leurs  bases. 

Les  volumes  de  ces  tétraèdres  peuvent  s'exprimer  en 
fonction  de  leurs  angles  solides  en  o,  et  des  longueurs 
des  arêtes  qui  aboutissent  à  ce  point;  eu  prenant  six  fois 
ces  volumes,  on  a 

y//X  oc'  X  od'  sitiBCU  -+-  oc'  x  od'  X  o<i'  sinCDA 

-f-  od'  X  oti'  X  ob'  sin  DAB  -^  oa'  X  ob'  X  oc'  sin  ABC  —  o. 

Les  signes  des  sinus  se  déterminent  d'après  une  i  ègle  ana- 
logue à  celle  que  nous  avons  formulée  pour  les  triangles 
correspondants. 

La  dernière  lelalion  peut  s'écrire 

I         ^^"\         I         --^^^        1        -^"^^  I     .   /-'^ 

— -sinBCD  H rrsmCDA  -( tsmDAB  -i -sin ABC  z=.  o 

lia  f)l>  ne  od 

l'^niin,  eu  transformant  la  figuio  par  rayons  vct  leurs 
léciprocjues  et  prenant  le  point  o  pour  pôle  et  un  ])aia- 
laètre  de  lranslormati(;n  quelconque,  le  plan  devient  um 


(  5o2  ) 
sphère  passaiu  par  le  point  o -,   les  points  a',  b\  c\  d' 
donnent  des  points  a,  è,  c,  d,  extrémités  de  quatre  cordes 
issues  du  point  o.   et  en  désignant  leurs  longueurs  par 
A,  B,  C,  D,  on  a  la  relation 

(P)    A  sinBCD  -f-  B  sinCDA  H-  CsinDAB  +  DsinABC  =  o, 

tout  à  fait  analogue  à  la  relation  (a). 

o.  La  relation  (a),  qui  n'est,  d'ailleurs,  comme  nous 
l'avons  vu  en  commençant,  qu'une  manière  d'écrire  le 
théorème  de  Plolémée,  détermine  un  point  quelconque 
d'une  circonférence  dont  on  donne  trois  points  j  cette 
relation  a  donc  la  même  importance  que  l'équation  du 
cercle  en  coordonnées  reclilignes  ou  polaires  5  cette  der- 
nière équation  n'en  est  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier, 
lorsqu'on  prend  pour  pôle  un  point  du  cercle  ;  c'est  ce 
qu'il  est  facile  de  voir  en  supposant  les  droites  oa^  ob 
rectangulaires,  et  prenant  l'une  d'elles  pour  axe  po- 
laire. 

Les  mêmes  observations  s'appliquent  à  la  relation  ((3) 
qui  peut  être  considérée  comme  l'extension  à  l'espace  du 
théorème  de  Plolémée.  Cette  relation  (|S)  peut  aussi  être 
considérée  comme  une  généralisation  de  l'équation  po- 
laire de  la  sphère,  l'un  de  ses  points  étant  pris  pour  pôle. 
On  déduit  cette  équation  de  la  relation  (|3],  en  suppo- 
sant o«,  oh^  oc  rectangulaires,  et  se  rappelant  que/c'  sinus 
d'un  angle  trlèdre  est  égal  au  produit  du  sinus  de  r angle 
d'une  des  faces  par  le  sinus  de  rinclinaison  de  l arête 
opposée  sur  cette  Jace. 

Les  relations  (a)  et  (|3)  sont  susceptibles  d'un  assez 
grand  nombre  de  conséquences  intéressantes  sur  les- 
quelles nous  pourrons  revenir  dans  une  autre  occasion  ; 
on  peut  aussi  les  généraliser  au  moyen  de  la  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciproques.  Pour  le  momenl 


(  5o3  ) 
jiuus   nous  Ldiilctileioiis  de  déduiif  (ic  la  iclalioii  (aj    la 
relation  analogue  en  géométrie  sphérique. 

0.  Considérons  sur  une  sphère  un  petit  cercle,  et  sur 
ce  cercle  un  point  o  d'où  sont  issus  trois  arcs  de  grand 
cercle  ort,  oè,  oc,  terminés  à  la  circonférence  en  ques- 
tion. Prenons  le  point  r  diamétralement  opposé  au  point 
o,  comme  centre  d'une  projection  stéréographique  faite, 
bien  entendu,  sur  le  plan  diamétral  perpeudiculaiie  à  oi . 
Les  trois  arcs  de  grand  cercle  prolongés  passent  par  le 
point  r,  et,  par  suite,  ils  deviennent  en  projection  trois 
droites  o'a',  o'b\  o'c',  issues  d'un  même  point  o',  qui 
n'est  autre  (jue  le  centre  de  la  sphère.  D'ailleurs,  le  petit 
cercle  de  la  sphère  se  projette  suivant  un  cercle  passant 
par  les  points  o',  a\  Z»',  c'.  On  obtient  donc  en  ])rojection 
une  figure  àlacjuelle  s  applique  la  relation  (a).  Or,  l'angle 
de  deux  (pielcunqucs  des  arcs  de  grand  cercle  oa,  oh,  oc 
est  égal  à  l'angle  des  droites  correspondantes  o'a',  o' h\ 
o'c'-^  d'un  autre  côté,  les  triangles  rectangles  a' o' r,  b  o' r, 
c' o' r  donnent 

t)'(i'  =^  or  tangoVrt' 
o' b'  ^=  o'rtdn^o'rb' 
o'c'  =  o'r  tangoVt'  ; 

ou,  en  uoiumanl  A,  B,  C  les  angles   mesurés  par  les  arcs 
des  grands  cercles  oa,  ob,  oc,  et  /"  le  rayon  de  la  sphèie, 

,    ,  I 

u  a  —1  r  tang  —  A, 


n'b'  =-  rtanj,'-  B, 
oc  r=i  r  tang  —  C. 

^    2 

En  bubbliluani  dans  la  relation  (a)  et  retnai quant  ([ue 


(  5o4  ) 

r  disparaît,  on  obtient  la  relation 

tann-AsinBC  -i-  tantr-CsinAB  -—  tan^-  BsmAC, 
°2  ^-x  "2 

qu'on  peut  aussi  écrire,  en  ayant  égard  aux  signes  des 

sinus, 

I  /\  I  /^-  1  '^ 

(7)  tang- AsinBC  -f-  tang-BsinCA  -i-  tang-CsmAB  =  o. 

Remarque.  —  Il  est  évident  que  de  cette  dernière  re- 
lation on  peut  déduire  Téqualion  d'un  cercle  en  coordon- 
nées sphériques  (longitude  et  latitude). 


Question  539 

(voir  1"  série,  t.  XX,  p.  53); 

Par  m.  a.  LEPAGE, 

Élève  du  lycée  Bonaparte  (classe  de  ftl.  Ventéjol). 

On  donne  un  cylindre  droit;  une  hélice  tracée  sur  ce 
cjlindre^  et  une  sphère  inscrite.  Une  droite  horizon- 
tale se  meut  en  s' appujant  sur  Vhélice,  et  reste  tan- 
gente à  la  sphère  inscrite  :  étudier  la  surface  engendrée 
par  la  droite.  (Dewulf.) 

Je  prends  pour  axe  des  z  Taxe  du  cyiindre,  et  pour 
axes  des  x  et  des  y  deux  droites  rectangulaires  menées 
par  le  centre  O  de  la  sphère,  dans  le  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  du  cylindre. 

Je  définirai  l'hélice  par  les  équations  simulianécs  du 
cylindre,  et  de  l'héliçoïde  engendré  par  une  droite  hori- 
zontale s'appuyant  à  la  fois  sur  l'axe  du  cylindre  et  sur 
Thélice  donnée. 

Soient  h  le  pas  de  riiélice,  r\v  rayon  de  la  sphère, 
Q  un  angle   variable  compté  à  pai  tir  de  OX  ;  la  gêné- 


(  5o5  ) 
ralliée  reeliligne  de  i'héliçoïde  aura  pour  équalioiii» 


z  =  ^^%'  i-r)- 


Éliminant  0,  j'ai 

r      ,       /2 

h 

(le  sorte  (|ue  l'hélice  sera  leprésenlée  par  le  svslèine 

/    ^  ■>'  l  0.t:z\ 

(.)  _^tan,(— ), 

(2)  .r''' -H  j2  = /■'. 

Une  génératrice  rectiligne  quelconque  de  la   surface 
cherchée  aura  pour  équations 

(3)  y-TT-.mx  -f-  «, 

(4)  ^  =  ^-- 

Exprimons  d'abord  que  cette  génératrice  s'appuie  sur 
l'hélice.   Pour  cela  éliminons  jr,j>,  z  entre  les  équations 

(0,(--),(3),(4). 

Les  relations  (i),  (3),  (4)  donnent 


'     y- 


._  ''■''''- icir) 


tang 


1  l/cK  \  /  9.^-iz\ 


C)  On  suppose  ici  que  l'axe  des  x  est  dirigé  suivant  la  droite  menée  du 
centre  O  de  la  sphère  au  point  A  où  l'hclice  donnée  est  rencontrée  par 
le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cylindre  et  passant  par  le  centre  de  la 
sphère.  L'angle  d  est  compté,  à  partir  de  OA,  dans  le  sens  indiqué  par 
l'arc  d'hélice  qui,  à  partir  du  point  A,  s'élève  au-dessus  du  plan  horizoïi- 
tal  XOY.  La  direction  de  la  droite  OA  est  celle  des  abscisses  positives, 
la  valeur  de  ^  est  positive  du  coté  du  plan  ZOX  où  se  trouve  l'arc 
dhélice,  qui,  partant  de  A,  est  au-dessus  du  plan  XOY.  Enlin,  la  valeur 
de  z  est  positive  ou  négative  selon  qu'elle  se  rapporte  à  un  point  situé 
au-dessus  on  au-dessous  du  plan  XOY.  C, 


(  5o6  ) 
d'où,  en  substituant  dans  l'équation  (2), 

Prenons  d'abord  le  signe  H-,  nous  aurons  pour  la  con- 
dition cherchée 

(5)  „  =  r[sin(i^)-/«.cos(^)]. 

Maintenant,  exprimons  que  la  génératrice  est  tangente 
à  la  sphère,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  section  dé- 
terminée dans  la  sphère  par  le  plan  z  =  A.  Cette  section 
sera  projetée  surle  plan  des  [xj],  suivant  la  circonférence 

x'  +7^  =  r'  —  A-, 

et  pour  que  cette  dernière  courbe  soiî  langenle  à  la  droite 
)  =z  nix  -+-  n,  il  faut  qu  on  ait 

(6)  (^^_/:')(,„.+   ,),=  „•-•. 

L'étjuation  de  la  surface  cherchée  s'obtiendra  donc  eu 
éliminant  les  paramètres  variables  vi,  n^  A  entre  les  équa- 
tions (3),  (4)5  (5),  {6").    Les  trois  premières  donnent 

'2713 

y —  /sni 


//  =  /■ 


1%; 
h 


27rz\  /2  7rs 

X  SU)   \  — —   )  — JCOS 


x  —  /sm 


En    subsliluanl    dans    l'équation  (())    et     remplaçant 


par  z. 


y  —  /sin 


(  5o7  ) 

~^1 


aie: 


] 


[.       /9.7:z\  /?.7TZ\" 


JC  —  rcos 


x)J' 


-I-J-'  +  r-  —  2/- 1  jsin 


/cos 


-t-  Xf 


-^)] 


ce  qui  est  Féquation  de  la  surface  cherchée. 
En  prenant  la  seconde  valeur  de  n,  on  aurait 


2r    jsin 


=  A-     .rs'.n — ; rcos — —  ) 


2r  z 


v)J 


Il  est  facile  de  voir  ce  que  signifie  cette  double  solution. 

Les  équations  simultanées  (i)  et  (2)  représentent,  outre 
l'hélice  donnée,  celle  qui  lui  est  symétrique  par  rapport 
à  l'axe  du  cylindre  ,  et  qui  résulte  de  riniersection  de  la 
surface  cylindrique  et  de  l'héliçoïde.  Mais  récjualion  (7) 
convient  seule  ici.  Car,  en  posant  s  =  o,  ré(|uation  (7) 
donne  la  droite  double  [x  —  /')'-=  o,  et  pour  la  même 

/iQ 
substitution  z  =  o,  faite  dans  l'équation   z  =  —  •,    on  a 

'2  7r 

0  =  0.  Ce  qui  montre  (jue  la  irace  de  l'hélice  considérée 
sur  leplanXOYesti'extrémitéAdu  rayonOA  qui  a  été  pris 
pour  axe  des  x.  Les  deux  tangentes  horizontales  menées 
de  ce  point  à  la  sphère  se  confondent  avec  la  droite  x  =  /'. 


(  5o8  ) 
En  faisanl  z  =  o  clans  l'équalion  (8),  il  vient 


X  -{-  f}'  =:  O,       X  ■=:  —  /- 


abscisse  correspondante  au  point  diamétralement  oppose 
à  A. 

La  résolution  de  Téquation  (7)  par  rapport  à  r  donne 


1  /-.rcos  — : r-  -\-  z-   I  d=  (  .r  —  rcos— —  |  z  s/ n —  ; 

(9)  y  =  — 


T 


l'iT.Z  \ 

^,„- (  —  )-== 


ces  valeurs  de  >  montrent  qu'une  section  de  la  surface 
par  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy  se  compose  de  deux 
droites,  réelles  ou  imaginaires,  et  qui  peuvent  coïncider. 
Ces  droites  sont  réelles  et  distinctes  pour  les  valeurs  de  2 
comprises  entre  -f- /•  et  —  r,  et  autres  que  zéro.  Elles 
coïncident  quand  2  =  o,  ou  =:  ±7',  et  deviennent  ima- 
ginaires lorsque  s^  surpasse  /■*. 

On  peut  encore  se  proposer  de  déterminer  la  ligne  de 
contact  de  la  sphère  et  des  génératrices  horizontales  de  la 
surface  considérée. 

Cette  ligne  est  définie  par  les  équations  simultanées  de 
la  sphère  et  du  lieu  de  la  polaire  d'un  point  (jiielconque 
de  l'hélice,  par  rapport  au  cercle  déterminé  dans  la  sphère 
par  un  pian  horizontal  z  =  k,  contenant  le  point  pris  sur 
l'hélice. 

Les  écjuations  de  la  polaire  sont 

(10)  ^.i-' _,_  ^^.' =  ^2  _  A% 

(11)  z  =  X  ; 

ie  point  [x',  >  ',  /.)  appai tenant  à  l'hélice,  on  a 

(12)  y  =  .i:  lang  -j~, 
[i3)                     '  x'^-hy'  =  r'i 


(  ^"'OO  ) 
VéWimnaùou  i\ii x',j'.  k  déterminera   l'équation  du  lieu 
de  la  polaire. 

En  résolvant  les  équations (lo)  et    (12)  par  rapport  ;i 
x',  y\  il  vient 

^,  ^  rj-^ ^  "--^'"-«(^)_ 

(2  A-  TT  \  /  2  /•  TT  \        ■ 

— T—  1  xH-jtang  I  — —  j 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  de  x',  r'  dans 
donne 


.cos  (^) 


-h/sm 


ou,  en  prenant  le  signe  -H  qui  convient  seul  ici, 
r=  —  /- 


.rcos 


A=  z  ;  donc  l'équation  du  lieu  de  la  polaire  est 


2  7rz\  .       /27rz 


.rcos  [— — )  H-jsin 


et,  par  conséquent,  la  ligne  de  contact  cherchée  est  re- 
présentée par  le  système 


/•■'  —  z^ 


2  7T3\  .       I  ir.z 


,eosl—      -f-jsm        ^^ 


■r^  H-  y  -f-  3  —  r\ 


La  surface  proposée  peut  alors  être  engendrée  par  une 
droite  liorizontah^  s'appuyant  sur  cette  ligne  tie  contact 
et  sur  riiélice. 


(  5io  ) 
Question  "o2 

,voir  2"  série,  t.  V,  p.  95)  ; 

Par  mm.   Jules  LEFEBVRE  et  Alcide  MINISCLOUX, 

Élèves  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Lille 
(classe  de  M.  Diguet ). 

On  circonscrit  à  un  triangle  quelconque  une  courbe 
du  second  degré  telle,  que  les  normales  aux.  trois  sommets 
du  triangle  passent  par  un  même  point.  On  demande 
de  prouver  que  le  lieu  de  ce  point  est  une  courbe  à 
centre  du  troisième  ordre.  Délernnner  cette  courbe. 

Lieu  du  pied  de  la  quatrième  normale  (*). 

Soient  ABC  le  triangle  proposé,  et  2  une  conique  cir- 
conscrite à  ce  triangle  et  telle,  que  les  normales  à  cette 
conique  en  A,  B,  C  concourent  en  un  même  point  P. 

Nous  prenons  pour  axes  de  coordonnées  le  côté  AC 
du  triangle  et  la  perpeiîdiculaire  BO  abaissée  sur  ce  côté 
du  sommet  B  qui  lui  est  opposé. 

Le  pied  M  de  la  quatrième  normale  menée  du 
point  P  à  la  courbe  2  se  trouve,  comme  on  sait,  sur  une 
hyperbole  équilatère  H  circonscrite  au  triangle  ABC,  et 
dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  de  symétrie 
de  la  conique  2. 

Soient  D,  E  les  seconds  points  d'intersection  de  l'axe 

des  y^  OB,  et  des  courbes  H,  2:  et ;  les  ab- 

P  P 

scisses  OA,  OC   des  points  A,  C: 1  —  -•> -■>  les 

«767 


(*)  Les  deux  premières  parties  de  la  question  752  ont  déjà  été  résolues 
(t.  IV,  p.  420);  quant  au  moyen  de  trouver  le  lieu  du  pied  de  la  qua- 
trième normale,  il  a  seulement  été  indiqué,  et  le  degré  de  l'équation  de 
ce  lieu  n''a  pas  été  déterminé  d'une  manière  précise;  c'est  à  cette  der- 
nière partie  de  la  question  que  se  rapporte  le  calcul  de  RliNL  Lefobvrc  et 
Miniscioux. 


(  5.1   ) 
ordoniic'os  des  points  13,  I),  E5  (.'t  15  cl  À  des  paramèliL'ô 
variables;  les  équations  des  courbes  S  ci  II  seronl 

(1)  pp'.v-  +  B.ry-h(/qy-\-(p-\-p')x-h{q-hc/')j-hl  =  o,  (ii), 

(2)  pp'  X^  -T-l  -rj  -^  f/^  y  ^  (p  +  p')u;  -h  (f/  -{-  Z)  y  -+-  1=0,  (H), 

OU 

^3)  Bxy-hq'Y  -hX  =  o, 

(4)  )>.rj  +  €  Y-4-X  =  o, 
en  posa  ni 

(5)  pp' x'  +  (;;  -h  ^')  .r  +  9j  -f-  I  =  X, 

16)  jr{r/y  -hij  =Y. 

L'équation  cjul   détermine  les  coefficients  angulaires 
des  axes  de  la  conique  2  est 

(7)  Bn^ -h2.{pp' —  qf/')n  —  B  =  o, 

et  les  directions  des  asymptotes  de  l'hyperbole  H  sont 
données  par  l'équation 

8)  q^  n- -hln -\-pp' =  o. 

Ces  deux  équations  doivent  avoir  les  mêmes  racines;  donc 


PP  _    , 

ou 

qP.+pp'^ 

0 

et 

2  {pp'  - 

-'77 

)        -B 
pp'  ' 

d'où  l'on  tire 

g=-^,      et 

/  : 

_  '^PP'{(ll'  - 

~PP') 

q  B 

En  remplaçant  o  cl  À  par  ces  valeurs,  l'équation   (4) 
devient 

B(7X — pp'Y.)  4-  {o.q'^pp'.vy)  q'  —  -y.qp"-  p"^  .Ty=z  o; 
d'ailleurs  la  relation  (3)  peut  s'écrire 
Bo  +  Y7'-fX  =  o. 


(    5l2     ) 

Ces  tlewx  équalions  du  premier  degré  eu  B  et ry' donnent 
B  n' 


,  %pi>'  q[q^  +pp'  Y  )  xy        X{pp'  Y—gX)  —  iqp^p'^x'r 

(9)  < 

'  "^  Y(7X  — /^  Y)  —  -xq-^pp'x-'y-^ 

Exprimons  maintenant  que  les  trois  normales  à  la 
conique  2,  aux  sommets  A,  B,  C  du  triangle,  se  coupent 
au  même  point. 

L'équation  de  la  normale  en  un  point  quelconque 
(.r,  y)  de  2  est,  en  nommant  X',  \'  les  coordonnées 
courantes, 

Y'  — y   Bx  -f-  iqq' y  -{-  q  -h  q' 

X'  —  x~  ipp'  .T.  -\-  B  r  +  /^  H-  /w'  ' 
Aux  sommets  A,  B,  C,  on  a 

r  =  o,    x=i ,]•, 

PI 

et  les  équations  des  normales  en  ces  points  sont 

(/>X'  +  i)[-B-f-;.(7-f-7')]+pY'(/-;>)=:o, 
q-X![q  -  q')  +  (ryY'  +  i)  [B  -  ^  (p  -f-/.')]  ^  O, 

^yX'-f-I)l-B-^-/>'(7-^<7')]  +  //^Y'(/.-//)  =  o. 

Pour  que  ces  trois  normales  concourent  au  même 
point,  il  faut  que  les  deux  paramètres  variables  B  et  ^' 
satisfassent  à  la  coiidition 

I   p[^-p{q^q')l  jr[p'^p),  B-^p(q-^q')   | 

(.0)  j  //[B-//(7  +  7')],  p"-{p-p'),  B-/.'(7  +  7')     =0. 

1  7'-'(7'-  7  ) .      7  [  B  -  7    (/'  -^  P%     -  B  H-  7  (/^  +  P'^  1 


(  5i3  ) 

Ce  déterminant  est  du  troisième  degré  en  lî  et  (j' . 
Si  l'on  remplace  B  et  ^'  par  leurs  valeurs  tirées  des  éga- 
lités (9),  il  en  résultera  une  é({ualion  entre  x  et  y^  <|ui 
devra  être  vérifiée  par  les  coordonnées  du  pied  de  la  qua- 
trième normale  menée  du  point  P  à  la  conique  2. 

Les  numérateurs  et  les  dénominateurs  de  B  et  q'  étant 
du  quatrième  degré  en  x  et  j) ,,  celle  équation  sera  du 
douzième  degré,  à  moins,  toutefois,  que  les  termes  de  ce 
degré  ne  soient  identiquement  nuls;  or,  il  n'en  est  pas 
ainsi  {*),  et  l'équation  dont  il  s'agit  est  réellement  du 
douzième  degré. 

Mais  le  lieu  qu'elle  représente  se  décompose  en  plu- 
sieurs lignes  de  degré  moindre. 

Il  est  d'abord  évident  que  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  ABC  doit  faire  partie  du  lieu  cherché.  Car  les 
normales  aux  points  A,  B,  C  de  celte  circonférence  con- 
courent à  son  centre,  et  tout  point  qui  lui  appartient  peut 
être  considéré  comme  le  pied  d'une  quatrième  normale 
menée  de  l'interseclion  des  trois  premières. 

Cela  résulte  aussi  du  calcul.  En  effet,  l'équation 
de  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABC  étant 
pp'Y  -f-  <7X  =  o,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  celte  courbe  annulent  les  valeurs  de  B  et  de  qq'  —  pp\ 
données  par  les  équations  (9).  El,  lorsque  B  =  (),  le 
déterminant  (10)  devient 

/^  (7 +  '?')'         P{p'  —  P)>  7  +  7' 

qpp'   p'[h  +  7').       p\p  —p')^        7  +  7' 

7(7-7')>     -  7  (iP  -<-/'')'     -iP^P'} 

(*)  C'est  ce  que  MM.  Lefebvre  et  Miiiiscloiix  démontrent  en  remplaçant 
dans  le  déterminant  (10)  les  valeurs  de  li  et  9'  réduites  aux.  termes  du 
quatrième  degré.  Il  en  résulte  un  nouveau  déterminant  contenant  les 
termes  du  douzième  de^ré  de  réqualion  (lo),  et  qui  effectivement  ne  peut 
être  identiquement  nul  que  dans  des  hypothèses  incompatibles  avec  les 
données  de  la  question.  Nous  laissons  ce  calcnl  à  faire  au  lecteur.  G. 
Ann.  de  Malhém.,  j* série,  t.  VI.  (Novembre  1867).  3o 


(  5i4  ) 
ou,  en  développant, 

2  qiJp'  (/^  4-  //)(/;—//)(  V  -4-  <7'  )(  77'  —  pp'  ) . 

Or,  qq'  —  pp' z=  o\  donc  le  déterminant  est  réduit  à 
zéro,  par  les  valeurs  des  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  circonférence  pp'Y  -\-  qlL  =^  o.  Ainsi, 
pp'Y  -hq^  entre  comme  facteur  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (10).  Mais  pp'Y  -+-  qX  ne  s'j^  trouve  qu'à 
la  première  puissance  :  c'est  ce  qu'on  reconnaît  en  or- 
donnant suivant  les  puissances  de  B  le  déterminant  qui 
forme  le  premier  membre  de  l'équation  (10). 

On  voit  aussi  que  si  la  conique  circonscrite  au  triangle 
se  réduit  au  système  de  deux  droites,  dont  l'une  soit  un 
coté  quelconque  AB  du  triangle,  et  l'autre  une  parallèle 
à  ce  côté  menée  par  le  sommet  C  qui  lui  est  opposé,  un 
point  quelconque  du  côté  AB  peut  être  considéré  comme 
le  pied  d'une  normale  qui  concourt  à  1  infini  avec  les  trois 
normales  en  A,  B,  C.  On  est  conduit  à  dierclier  si  les  pre- 
miers membres  des  équations  des  trois  côtés  du  triangle 
sont  des  facteurs  du  déterminant  (10), 

L'équation  du  côté  AB  étant  px  -\~  qy  -t-  i  =  o,  les 
cooi'données  d'un  point  quelconque  de  ce  côté  réduisent 
les  fonctions  X,  1  à 

X  =  —p'qxj, 
-Y^—pxy, 

et.  par  suite,  les  égalités  {9)  deviennent 

P 

En  remplaçant  B  et  </'  par  ces  valeurs  dans  le  déter- 
minant (10),  les  éléments  de  la  première  colonne  prennent 
les  valeurs  des  éléments  de  la  seconde,  à  un  facteur  près 


(  5i5  ) 
(lui  est  -;  dont',  ce  détcrrainaut  est  annulé  par  les  valeurs 

des  coordonnées  d'un  point  cpielconque  de  la  droite  AB; 
on  en  peut  conclure  que  le  premier  membre  px-\-qy  -^i 
de  l'équation  de  cette  droite,  entre  comme  facteur  dans 
le  déterminant. 

Il  en  est  évidemment  de  même  des  deux  autres  côtés 
du  triangle,  et,  par  conséquent,  les  trois  côtés  appar- 
tiennent au  lieu  géométrique  cherché. 

En  résumé,  l'équation  (lo)  est  réellement  du  douzième 
degré,  et  le  lieu  du  pied  de  la  quatrième  normale  se  com- 
pose : 

1°  Du  cercle  circonscrit  au  triangle  donné  5 

2**  Des  trois  côtés  de  ce  triangle  ; 

3'^  D  un  lieu  du  septième  degré. 


Questio/i  721  ; 
Par  m.  KAHER  BEY  (au  Caire). 

On  donne  sur  un  plan  deux  circonférences  O  et  O'. 
D'un  point  fixe  A  de  la  première  on  mène  U77e  droite  ABC 
qui  coupe  cette  circonférence^  de  nouveau,  au  point  B,  et 
la  circonférence  O'  au  point  Q..  On  poite  le  segment  BC 
de  A  en  M  sur  la  droite  AB  5  o?i  demande  le  lieu  décrit 
par  le  point  .M,  lorsque  la  droite  AB  tourne  autour  du 
point  A  (*). 

Soient  R  et  R'  les  rayons  des  cercles  O  et  O';  AO'  =  /, 
et  Tangle  CVAO  =^  a.  Prenons  le  point  A  pour  pôle  et 
le  diamètre  du  premier  cercle  O  passant  par  le  point  A 
comme  axe  polaire; 

(*)  Le  lecteur  est  prie  de  faire  la  figure.  Les  deux  cercles  O  et  O'  sont 
supposés  extérieurs  l'un  h  l'autre. 

33. 


(  5i6  ) 
On  a 

AC  =  AB  4-  BC  =  AB  4-  AM  =  2R  cosw  -t-  p  ; 
et 

œ'  =  Aie  -+  AO'  —  2  AC .  AO'  cosO'AC, 
ou 

R''=  (2R  cosw  +  p)-  +  P  —  2/(2R  COSO)  -+■  p)  cos(w  —  a). 

Telle  est  Téquation  du  lieu  géométrique  clierclié. 

On  peut  écrire  cette  équation  comme  il  suit,  en  ordon- 
nant les  termes 

p^  +  2  [2R  COS&)  —  Icos  (w  —  a)]p 

-+-  4R'cos^w  —  4l^^*^oswcos(oj  —  a)  H-  p  —  R'2  =  o, 
ou 

[p  +  2 R  cosw  —  /cos(w  —  a)]'  +  /'sin=(w  —  a)  — R'-=  O. 

La  courbe  est  limitée;  il  faut  évidemment  que  la 
quantité  /^  sin  '  (w  — a)  —  R'^  soit  négative.  On  en  con- 
clut la  condition 

'R'\' 


sinM  w 


-)<(t7 


Dans  chaque  cas  particulier  il  sera  facile  de  calculer  la 
valeur  numérique  des  angles  limites,  d'après  la  formule 

R' 

sin  [fl  —  a]  =  ±  — ■  • 

Les  deux  branches  de  la  courbe  se  raccordent  tangen- 
liellement  aux  rayons  vecteurs  qui  correspondent  à  ces 
limites.  {Nous  supposons  R'-<^  /j  si  Ton  avait  R'];>/,  il 
n'y  aurait  plus  d'angles  limites.) 

La  construction  de  la  courbe  n'offre  aucune  difficulté, 
car  son  équation  peut  s'écrire 


p  =  /cos(w  —  «)  —  2R  coswit  y/R"  —  Psin^  (w  —  aj. 


(  5x7  ) 
L' équation  en  coordonnées  reclilignes  serait  évidemment 
du  quatrième  degré. 


Question  808; 

Pab    m.    E.    PELLEï, 

Élève  du  lycée  de  Nîmes. 

U=o  étant  une  équation  algébrique ;\}i^\}i^..  ,,U„,..., 
les  dénuées  successives  du  premier  membre  : 

1°  L'équation  U  =  o  aura  des  racines  imaginaires  si 
on  na  pas,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  et  de  x^ 


u„_.  u„^. 

I  .2.  . 

.[n  —  I  ) .  1 .2.  . 

.(«  +  !) 

Un— 2  Llfl+î 

I  .2.  . 

.(«  —  2j  .  I  .2. 

..(«  +  2) 

o 

'-'h— 3   'J«4-3 

1.2. ..(«  —  3). 1.2. ,.(«  +  3)    '    •••>^' 

V existence  d'un  couple  de  racines  imaginaires  étant 
accusée  chaque  fois  que  Véquation  obtenue  en  égalant 
à  o  le  premier  membre  de  V  inégalité  précédente  na  pas 
toutes  ses  racines  imaginaires. 

2°  Le  même  théorème  subsistera  si  Von  remplace  les 
dérivées  Ui,  Ua,  -  .  •  par  les  dérivées  delà  fonction  sui- 
vante 

V  =  U  4- A,U,-+-A,U, +  .  ..-^  A„„ 

formée  au  moyen  des  coefficients  d\ine  équation  à 
racines  toutes  réelles^ 

X"'  —  A.x'"-'  -4-  k.,xr'-^  — . . .  ±  A„  =  o, 

d\Ln  degré  égal  ou  inférieur  au  degré  de  U  =  o. 

(J.-J.-A.  Mathieu.) 

Dans  Téquation  U  =  o  mettons  a -|-/i  à  la  place  de  x^ 


(  5i8  ) 
et  développons  5  il  vient 

I  1.2  l .2. . .H 

Cette  équation,  où  h  est  l'inconnue,  a  le  même  nombre 
de  racines  réelles  et  imaginaires,  quelle  que  soit  la  valeur 
réelle  substituée  à  x,  que  l'équation  U  =  o.  La  somme 
des  carrés  des  produits;?  à  «des  racines  de  l'équation  (i) 
est 


\l  .■2.  .  .n / 


u„_,  u„ 


i.2...(«  —  i).i.2..    {n-\-i) 

I.2...(«  —  2).  I  .2...(«  -t-  2) 

(Serret,  Algèbre  supérieure,  n°  176,  p.  Sgi.) 

Si  le  polynôme  {a)  est  négatif  ou  nul,  l'équation  (i)  a 
évidemment  des  racines  imaginaires,  et  par  suite,  l'é- 
quation U  =^  o  a  aussi  des  racines  imaginaires. 

Si  l'équation  U  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en 
est  de  même  de  l'équation  \'  =  o',  donc,  si  l'équation  \=o 
a  des  racines  imaginaires,  U  =  o  n'a  pas  toutes  ses  racines 
réelles.  (Cela  a  été  prouvé  dans  les  Annales,  numéro  de 
février,  p.  76,  année  courante).  Par  conséquent,  le 
théorème  subsiste  lorsqu'on  substitue  aux  dérivées  de  U 
celles  de  V. 


QUESTIONS  PROPOSÉES  Al  CONCOIRS 
POIR  LES  REIX  ACADÉMIES  DE  MONTPELLIER  ET  D'AIX 

(ANNÉE    1867). 


1°  Étant  donné  un  ellipsoïde,  on  détermine  les  points 
de  contact  des  quatre  plans  tangents  parallèles  aux  plans 


(  :">'9  ) 
tles  sci'iions  circulaires;  on  mène  deux  sphères  tang<'nlos 
chaturie  en  deux  de  ces  points  syniélriqucs  par  lapporl 
au  grand  axe.  Trouver  l'équatiou  des  surfaces  de  révolu- 
lion  du  second  degré  circonscriles  à  ces  deux  sphères. 

Classification  et  discussion  de  ces  surfaces. 

2"  Lignes  d'intersection  de  ces  surfaces  et  de  Tellip- 
soïde.  Leurs  propriétés  géométri({ues  par  rap]:>ort  aux 
deux  sphères.  Construction  de  la  tangente. 

3"  Ces  lignes  forment,  sur  la  surface  de  rellipsoïde,  un 
réseau  complet  de  courbes  se  coupant  orthogonalenient. 


COI^COIRS  E\TRE  LES  lllIT  LYCÉES 
ET  LES  QIATRE  COLLÈGES  DE  L'ACADÉMIE  DE  POliiEKS. 

Mathématiques  élémentaires . 

QUESTIONS   PROPOSÉES. 

i"  Construire  un  triangle,  connaissant  un  côté,  la  dif- 
férence des  deux  autres  côtés  cl  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit. 

Nota.  La  construction  sera  effectuée  exactement  à 
l'aide  de  la  règle  et  du  compas,  en  prenant  o",025  pour 
layon  du  cercle;  o"',o4  pour  le  côté  donné  et  o"',oi5  pour 
la  différence  des  deux  autres  côtés. 

2"  Dans  une  sphèie  de  rayon  connu,  insciiie  un  cy- 
lindre tel,  que  le  volume  de  ce  cylindre  soit  équivalent 
à  la  somme  des  volumes  des  deux  segments  sphéri(|ues 
([ui  ont  pour  bases  les  bases  du  cylindre.  On  disculeia 
ré(juation  oblenuc. 


(  520  ) 

CORRESPONDANCE. 


1 .  Extrait  cViine  lettre  de  M .  Faiire ,  adressée  le 
20  juin  dernier  à  M.  Prouhet.  —  «  Dans  la  lettre  que 
j'ai  eu  riioiineur  de  vous  écrire,  au  mois  de  juin  de 
l'année  dernière,  au  sujet  de  la  question  760,  je  vous  ai 
communiqué  cet  énoncé  :  IJîie  surface  S  du  second  ordre 
étant  conjuguée  à  un  tétraèdre,  si  du  centre  on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  les  quatre  faces  du  tétraèdre,  et  que 
Von  fasse  passer  une  sphère  par  leurs  pieds,  la  soniine 
des  carrés  des  inverses  des  demi-axes  de  la  surface  sera 
égale  à  Pinuerse  de  la  puissance  de  son  centre  par 
rapport  à  la  sphère.  Vous  voyez,  monsieur,  que  ce 
théorème  donne  celui  du  n"  814.  Car,  si  l'on  imagine  une 
surface  T  de  révolution  du  second  ordre  ayant  l'un  de  ses 
foyers  au  centre  de  S  et  touchant  les  quatre  faces  du 
tétraèdre,  la  puissance  du  ceutre  de  S  par  rapport  à  la 
sphère  est  égale  au  carié  du  demi-axe  équalorial  de  T. 

»  De  plus,  la  ])roposition  du  n°  814  se  trouve  énoncée 
à  la  (in  de  la  jjage  25  de  mon  Recueil  de  Théorèmes;  il 
s'agit  ici  d'une  conique,  mais  tous  les  théorèmes  qui  font 
partie  du  §  III  de  ce  recueil  s'appliquent  d'eux-mêmes 
aux  surfaces. 

M  Je  vous  demande  pardon  d'insister  sur  ce  point, 
mais  devant  publier  relativement  aux  surfaces  un  recueil 
analogue  à  celui  qui  vient  de  paraître,  je  désire  ne  pas 
perdre  un  droit  de  priorité  qui  me  paraît  incontestable, 
surtout,  monsieur,  si  vous  avez  conservé  ma  lettre.  » 

2.  Extrait  d^une  lettre  de  M.  Catalan.  —  «  Le 
numéro  de  s.'jiic^nbre  des  Nouvelles  Annales  contient 
une  Note  de  M.  Oigon,  relative  à  l'intégration  des  éijua- 
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lions 

di  dy  dz 


y  -{-  z       z  -\-  X       X  -hjr 

et  à  rinlégration  d'autres  équations  plus  générales.  La 
méthode  dont  M.  Gigon  fait  usage  me  paraît  être  celle 
([ue  j'ai  publiée,  il  y  a  deux  ans,  dans  les  ^nnalidi  Ma- 
teniatica  (t.  VII,  p.  66)1  et  dans  les  Bulletins  de  V Aca- 
démie de  Belgique  (1866,  p.  25). 

»  Je  pense  que  mon  jeune  camarade,  qui  a  certaine- 
ment trouvé  de  son  côté  ce  que  j'avais  trouvé  du  mien, 
reconnaîtra  mon  droit  de  priorité.  Je  note,  en  passant, 
c[ue  la  question  proposée  pour  la  licence  se  trouve  tout  au 
long  dans  ma  première  Note  [Annali^  p.  69).  » 

3.  M.  Soudât,  professeur  au  Collège  d'Annecy,  nous  a 
adressé  des  démonstrations,  géométrique  et  analytique, 
des  formules  de  Trigonométrie  énoncées  Q«e5//o«  813; 
c'est  par  oubli  que  les  solutions  de  M.  Soudât  n'ont  pas 
été  mentionnées. 

•4.  Les  solutions  des  questions  77o,  776,  777,  que 
M.  Lucien  Bignon  nous  a  envoyées  de  Lima,  nous  sont 
parvenues  trop  tard  pour  qu'il  ait  été  possible  d'en  faire 
mention  lorsque  d'autres  solutions  des  mêmes  problèmes 
ont  été  insérées  dans  le  journal  [voir\e  numéro  de  no- 
vembre 1866). 

5.  Réponse  à  une  lettre  relative  à  la  question  suivante: 
Si  a,  b,  c,  d,...  sont  les  termes  positifs  d\ine  série  con- 
vergente, le  produit  (i -f- «)  (i  4- ^)  (i  +  c")  .  .  .  a  une 
■valeur finie. 

Soient  /  la  limite  de  a  -{-h  -\-  c  4-..., et  .^„  la  somme  des 
produits  n  à  u  des  termes  rt,  A,  c, .  .  .  •,  on  aura 

/-  ^      l^  /" 

"f.  <  5         v,  < T.  •>•-•■>        -S,  <  -:; ; 

1.2  1.2.3  1  .  2     J  .  .  .  /i 
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el,  par  siiilc, 

(i  +rt)(i  4-  l>)  (r  +  <■).  .  .<i  +  -  +  — h... 

I  1.2 


\.i.6...n 


e    représentant    la    base    du    système    des    logarilhines 
népériens.  G. 
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Découverte  d\in  résumé  des  Porismes  d' Euciide. 

réclamation  de  priorité 

Par  m.   breton   (de  Champ), 
Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Cliaussées. 

11  a  été  publié,  dans  le  tome  XX  (i"-'  série)  des  ISou- 
velles  Annales  ,  deux  articles  (*)  sur  rouvrage  de 
M.  Chasles  :  Les  trois  ii\^res  de  Porismes  d^Euclide, 
rétablis  pour  la  première  fois,  d'après  la  Notice  et  les 
Lemmes  de  Pappus,  et  cotiformémetit  nu  sentiment  de 
R.  Simson  sur  la  forme  des  énojicés  de  ces  propositions 
(Paris,  in-8",  i8do).  Les  auteurs  de  ces  deux  articles 
parlent  d'un  certain  résumé  des  171  propositions  qui 
formaient  les  trois  livres  perdus  ;  et  ils  en  parlent  comme 
s  il  s'agissait  d'une  de  ces  choses  anciennement  et  uni- 
versellement connues,  dont  personne  ne  peut  se  dire  ni 
même  nommer  l'inventeur.  Oi ,  rexislencede  ce  résumé 
n'est  connue  que  depuis  peu  d'années  5  je  revendique 
l'honneur  de  l'avoir  signalée  le  premier. 

Le  résumé  en  question  se  trouve  dans  le  grand  le- 
cueil  de  Pappus,  à  la  fin  de  la  Notice  sur  les  Porismes 

C)   Uullelin  initlhcinaiitiuc,  l.  \!l,  |>     r  et 
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d  Euclide,  qui  fait  partie  de  la  préface  du  \  II'  livre.  Il  se 
compose  pres(|ue  uniquement  de  29  énoncés  (M.  Chasies 
en  avait  d'abord  compté  3o),  dont  le  texte  était,  depuis  la 
Renaissance,  une  énigme  pour  les  géomètres.  On  suppo- 
sait que  ces  énoncés  ne  pouvaient  être  autre  diose  que 
29  des  171  propositions  d'Euclide.  Je  ne  saurais  mieux 
faire  que  de  citer  ce  qu'on  lit  à  ce  sujet  dans  V^pcrcu 
historique  de  M.  Chasies  (Bruxelles,  in-4°,  1837,  p.  12)  : 
Pappus ,  il  est  vrai,  nous  a  transmis  les  énoncés  de 
trente  propositions  appartenant  à  ces  porismes,  mais  ces 
énoncés  sont  si  succincts,  et  sont  devenus  si  défectueux 
par  des  lacunes  et  l'absefice  des  figures  qui  s'y  rappor- 
taient, que  le  célèbre  Halley^  si  projondément  versé 
dans  la  Géométrie  ancienne^  a  confessé  nj  rien  com- 
prendre, etc. 

Plus  loin  ,  dans  une  note  au  bas  de  la  page  36  , 
M.  Chasies  rappelle  que  R.  Simson  a  présenté,  le  pre- 
mier, un  certain  théorème  (la  proposition  xxxiv  de  son 
Traité  des  Porismes)  comme  étant  l'un  des  porismes 
d^ Euclide ,  celui  auquel  se  rapportent  ces  mots  de 
Pappns  :  Qtion  h^c  au  datum  plkctum  vEr>GiT,  c'est-à- 
dire  le  6'^  des  29  énoncés.  En  disant  celui  auquel^  il  sup- 
pose nécessairement  que  chacun  de  ces  énoncés  n'est 
qu'une  des  171  propositions  d'Euclide. 

Ces  idées  sur  les  29  énoncés,  (jue  M.  Chasies  attribue, 
comme  on  le  voit,  à  ses  devanciers,  et  nommément  à 
Halley  et  à  R.  Simson,  en  les  adoptant  lui-même,  se  re- 
trouvent dans  d'autres  endroits  de  V Aperçu  historique,  et 
en  particulier  dans  la  Note  III,  où  l'auteur  expose  ses 
vues  personnelles  d'alors  sur  la  question  des  Porismes. 
Au  surplus  il  a  reproduit  les  mêmes  idées,  plusieurs 
années  après,  dans  son  discours  d'inauguration  du  Cours 
de  Géométrie  supé/ieurc,  prononcé  le  22  décembre  184C 
{Traité  de  Géométrie  supérieure,  p.  xliv). 
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Ces  détails  historiques  étaient  nécessaires,  première- 
ment pour  déterminer  ce  que  l'on  croyait  que  devaient 
être  les  29  énoncés  avant  la  publication  des  résultats  de 
mes  propres  recherches,  et  secondement  pour  faire  com- 
prendre la  nouveauté  et  l'intérêt  de  ces  résultats. 

Dans  les  divers  articles  que  j'ai  donnés  sur  les  Porismes 
(le  premier  porte  la  date  du  29  octobre  1B49),  ^^s  29 
énoncés  sont  présentés,  pour  la  première  fois,  comme 
nous  étant  parvenus  tels  ou  à  peu  près  tels  que  Pappus 
les  a  écrits;  de  sorte  que  les  lacunes  si  nombreuses  qu'on 
supposait  dans  ces  énoncés,  et  que  R.  Simson  a  figurées 
par  des  points  dans  sa  traduction,  sont  imaiiinaires.  La 
forme  inusitée  de  ces  énoncés,  qui  les  faisait  paraître 
si  succincts,  se  trouve  être  une  conséquence  de  la  nature 
même  des  Porismes  5  on  voit  qu'ils  ne  comportent  pas  de 
figures,  et  eu  même  temps  qu'ils  résument  les  iji  propo- 
sitions d'Euclide,  au  lieu  de  n'être  que  29  d'entre  elles, 
comme  on  l'avait  cru  jusqu'alors.  Cette  découverte  ines- 
pérée m'a  permis  de  donner  enfin  le  sens  des  définitions 
du  terme  Porisme  que  Pappus  et  Proclus  nous  ont  con- 
servées. On  sait  que  R.  Simson,  n'ayant  pu  parvenir  à  les 
comprendre,  les  avait  remplacées  par  une  définition  de 
sa  façon,  qui  a  été  adoptée  par  un  grand  nombre  de  géo- 
mètres. Il  se  trouve  aujourd'hui  que  tous,  en  suivant 
celte  hypothèse,  ont  fait  comme  lui  fausse  route. 

Depuis  que  celle  découverte  d'un  résumé  des  trois  livres 
perdus  a  été  publiée,  elle  a  donné  lieu  à  des  discussions 
de  priorité  qu'il  ne  m'est  pas  permis  de  passer  sous  si- 
lence. M.  Chasles,  dans  son  livre  sur  les  Porismes,  dont 
le  titre  est  rappelé  au  commencement  de  cet  article, 
affirme,  p.  8  dans  le  texte,  et  p.  9  eu  note,  avoir  consi- 
déré, dès  l'année  i835,  les  29  énoncés  de  Pappus  comme 
résumant  les  iji  propositions  d'Euclide.  Dans  le  cours 
du    débat   qui   s  est    élevé   au    sujet  de    celle  assertion, 
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M.  Chasles  a  essayé  d'expliquer  (e  qu'il  pouvait  sem- 
bler avoir  dit  dans  un  sens  diamétralement  opposé,  en 
affirmant  qu'il  avait  attribué  à  R.  Simson,  dès  le  prin- 
cipe, dans  \  Aperçu  historique,  les  idées  que  je  réclame 
{Comptes  rendus,  t.  LI,  p.  io56).  Mais  cette  nouvelle 
assertion,  de  même  que  la  première,  est  contredite  pé- 
remptoirement par  les  citations  qui  précèdent. 

En  outre,  INl.  Chasles  a  entrepris  de  prouver  que  divers 
passages  du  Traité  des  Porismes  de  R.  Simson  renfer- 
ment en  eflet  l'expression  de  ces  idées.  L'Académie  des 
Sciences,  il  faut  bien  le  dire,  lui  a  donné  raison  sur  ce 
point  [Comptes  rendus,  t.  LUI,  p.  jiS).  Mais  les  condi- 
tions dans  lesquelles  cette  décision  a  été  obtenue  sont 
d'une  nature  telle,  que  j'ai  considéré  comme  un  devoir 
d'en  appeler  au  public  géomètre.  C'est  l'objet  d'un  opus- 
cule dont  je  termine  en  ce  moment  la  publication,  et  qui 
a  pour  titre  :  Notice  sur  les  débats  de  priorité  auxquels 
a  donné  lieu  V ouvrage  de  M.  Chasles  sur  les  Porismes 
d^Euclide.  Il  est  permis  de  douter  que  l'illustre  compa- 
gnie ait  lieu  d'être  satisfaite  du  rôle  qu'on  lui  a  fait  jouer 
dans  cette  circonstance.  On  peut  s'en  faire  une  idée  par 
Lexeraple  que  voici  : 

Dès  que  M.  Chasles  eut  mis  eu  avant  cette  prétendue 
priorité  de  R.  Simson,  je  fis  remarquer  que  parmi  les 
propositions,  peu  nombreuses  d'ailleurs,  qui  sont  présen- 
tées par  ce  géomètre  comme  ayant  dû  appartenir  aux  trois 
livres  perdus,  il  s'en  trouve  plusieurs  qui  ne  figurent 
point  parmi  les  29  énoncés  de  Pappus  ;  et  j'indiquai  sur- 
le-champ  [Comptes  rendus,  t.  L,  p.  996,  en  noie)  celles 
qui  portent  les  n"'  47i  48,  GQ  et  67.  On  avait  ainsi,  par 
une  preuve  matérielle,  la  certitude  que  R.  Simson  n'a 
pas  considéré  les  29  énoncés  de  Pappus  comme  résumant 
les  171  propositions  d'Euclide.  Mes  adversaires  n'ont  pas 
voulu  s'expliquer  sur  ce  fait  ! 
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Je  puis  donc ,  anjourd'liui ,  revendiquer  hautement 
rUonnenr  davoir,  le  premier,  fait  connaitre  Fexistencc 
d'un  résumé  des  trois  livres  perdus,  alors  que  Ton  croyait 
ne  posséder  que  l'indication  mutilée  de  quelques-unes 
des  171  propositions  qu'ils  renfermaient. 


PUBLICATIONS  RECENTES. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  se  trouvent  à  la  librairie  de  Gauthier-Villars, 
quai  des  Augustins,  55.) 


Éléments  de  Géométrie^  par  Eugène  Catalan,  ancien 
élève  de  l'École  Polytechnique,  docteur  es  sciences,  pro- 
fesseur d'analyse  à  l'Université  de  Liège.   2^  édition, 
revue  et  augmentée.  —  Prix  :  6  fr.  5o  c. 
Il  sera  rendu  compte  de  cet  ouvrage. 

Recueil  de  théorèmes  relatifs  aux  sections  coniques; 
par  M.  H.  Faure,  capitaine  d'artillerie,  professeur  de 
sciences  appliquées  à  l'École  de  Grenoble.  —  Prix  : 
2  fr.  5o  c. 

Traité  d'Algèbre  à  l'usage  des  candidats  aux  Ecoles  du 
Gouvernement  ;  par  II.  Laurent,  répétiteur  d'ana- 
lyse à  1  École  Polytechnique  et  ancien  élève  de  cette 
École.  —  Prix  :  7  fr.  5o  c. 

Les  Cristalloïdes  a  directrice  circulaire  5  Études  géo- 
métriques par  le  C'"^  Léopold  Hugo. —  Prix  :  t  fr.  5o  c. 


QUESTIONS. 

836.  Soient  deux  surfaces  du  second  ordre  S  et  T; 
ABCD  le  tétraèdre  conjugué  par  rapport  à  ces  deux  sur- 
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faces,  el  F  la  courbe  gauclie  d'intersection  de  S  et  T.  Les 
plans  polaires  d'un  point  P,  par  rapport  aux  diverses 
surfaces  du  second  ordre  passant  par  la  courbe  F,  tour- 
nent autour  d'une  droite  A;  les  plans  menés  par  la 
droite  A  et  les  sommets  du  tétraèdre  ABCD  forment  un 
faisceau  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant,  quel 
que  soit  le  point  considéré  P. 

Plus  particulièrement,  les  plans  menés  par  une  tan- 
gente quelconque  à  la  courbe  gauche  F  par  les  sommets 
du  tétraèdre  ABCD  forment  un  faisceau  dont  le  rapport 
anharmonique  est  constant.  (L.  Painvijv.) 

837.  Etant  donnée  une  surface  du  second  ordre  dont  O 
est  le  centre,  soit  M  un  point  quelconque  de  l'espace  : 
i"  si  le  point  M  est  extérieur  à  la  smface,  on  mène  une 
tangente  MT,  le  diamètre  conjugué  OT  de  cette  tan- 
gente, et  le  demi-diamètre  OA  conjugué  du  plan  de  ces 
deux  droites  j  les  points  M,  T,  O,  A  sont  les  sommets 
d'un  tétraèdre,  soit  V  le  volume  du  parallélipipède  con- 
struit sur  ce  tétraèdre 5  2°  si  le  point  M  est  intérieur  à 
la  surface,  on  mène  une  demi-corde  MT,  le  demi-dia- 
mètre OB  conjugué  de  cette  demi-corde,  et  le  demi- 
diamètre  OA  conjugué  du  plan  de  ces  deux  droites  : 
les  points  B,  T,  O,  A  sont  les  sommets  d'un  tétraèdre, 
soit  \  le  volume  du  parallélipipède  construu  sur  ce  té- 
traèdre. 

Le  volume  V  est  ce  que  M.  Aoust  nomme  la  puissance 
du  point  M  par  rapport  à  la  surface  considérée  [Comptes 
rendus^  i^"^  semestre  1867,  p.  Spo).  A  cette  occasion,  je 
signalerai  la  relation  suivante. 

Soit  l'équation  de  la  surface  du  second  ordre 

/{x,j,z)—Ax^-{-  A'j=  +  A" 2^  -4-  2  Bjz  -)-  2B'.rs 

-f-  iWxy  -t-  2C:c  -i-  2C'.>'  +  aC'z  -I-  D  =  o; 
si  r,  y,  z  sont  les  coordonnées  du  point  M,  V  le  volume 
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tlu  paralléiipipède  défini  ci-dessus,  ou  a 


(I) 


/•(x,  j,  z)  =  ±-V-', 


A- 


^  et  A  représentant  les  déterminants 
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On  doit  prendre  le  signe  +  ou  —  suivant  que  le  point  M 
est  extérieur  ou  intérieur  à  la  surface. 

On  sait  d'ailleurs  que  si  a,b,  c  sont  les  axes  delà  sur- 
face, on  a 

(II)  a^b^c^  =  -^. 

Les  relations  (I)  et  (II)  rendent,  pour  ainsi  dire,  in- 
tuitives toutes  les  propriétés  énoncées  par  M.  Aoust  [loco 
citato).  (L.  Pain  VIN.) 

838.  Soit  <7o  le  quotient  par  i.2.3.../>  du  produit 
de  p  nombres  consécutifs,  le  premier  étant  [a  —  i)/'i 
soit  q^  le  quotient  analogue,  le  premier  nombre  étant 
[a  — i)  p  —  a-^  ^2  le  quotient  analogue,  le  premier  nom- 
bre étant  (rt  — i)  p  —  a  a,  et  ainsi  de  suite,  en  s'arrêtant 
lorsqu'on  trouve  un  premier  nombre  nul  ou  négatif;  on 
aura  la  relation 


al'  —  i  =  c 


<Io 


1^ 


p{p  —  ï)  p[p  —l){p—  l) 


'h 
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(J.-J.-A.  Mathieu.) 


RECTIFICATION. 

Page  480,  ligne  16,  au  lieu  de  «   équations  cubiques  »  lisez 
«  équations  cubiques  homogènes  »  . 
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SIU  INE  PUOPHIETÉ 

Des  sorfaces  iiomofocales  du  second  ordre  et  sur  quelques  conséquenres 
qni  eu  découlent; 

Par  m.   Ph.   GILBERT, 

Professeur  à  riJniversité  de  Louvain, 
Correspondant  de  la  Société  Philomathique. 


On  a  besoin,  dans  la  théorie  des  lignes  géodésiques  de 
Tellipsoïde,  d'une  certaine  équation  en  coordonnées  el- 
liptiques du  cône  circonscrit  à  une  surface  du  second 
ordre.  En  cherchant  à  déduire  cette  équation  des  pre- 
miers principes  de  la  théorie  des  surfaces  homofocales. 
j'ai  obtenu  une  formule  qui  y  conduit  dune  manière 
très-simple,  et  d'où  l'on  tire,  en  outie,  diverses  consé- 
quences, qui  m'ont  paru  devoir  offrir  quelque  intérêt 
aux  lecteurs  de  ce  journal. 

1.  L'équation  d'une  surface  du  second  ordre  apparte- 
nant à  un  système  de  surfaces  homofocales  étant  mise 
sous  la  forme 

(0 

j'appelle  ?  le  paramètre  de  cette  surface.  D'un  point 
M  (x,y,  z),  appartenant  à  la  surface  X,  je  mène  une  tan- 
gente quelconque  à  une  surface  homofocale  ,  à  para- 
mètre 0  :  M'(x',  r',  z')  sera  le  point  de  contact.  Je  désigne 
par  c^  la  longueur  MM' 5  par  ^7^,  p^  les  distances  du  centre 
coHunun  aux  plans  tangents  en  M  et  M'  aux  surfaces  ^ 
et  0  respectivement-,  par  (c^,  /)  l'angle  que  fait  la  direc- 
tion   MM'  avec   la  normale   extérieure   à   la    surface  /, 

Ànn.  de  Maihéniai.,  i^  série,  t.  VI.  (Décembre  18G7.)         04 
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en  M 5  par   [0,  A)   l'angle  des  normales  extéiieures  au\ 
deux  surfaces  en  M  et  M'.  D'après  l'équation  (i),  les  co- 
sinus des  angles  que  la  première  de  ces  deux  normales 
lait  avec  les  axes  sont 

d'où 

, .    ,  ,  /x'  —  a:  .r       y'  —  Y         r 

ces  [à,  A  j  r=:  p^ 


3  \  V     '   V—  h-   '   ).=  — c- 
d'où  l'on  tire 

.T.r'  ry'  zz'  ScosiS,!] 


A-  >.^  —  b'         X^  —  c-  fj  y 

La  droite  MM'  étant  tangente  à  la  surface  0,  on  a  aussi 

.T.r  y  Y  ZZ 


—  i  =  o. 


et,  en  soustrayant  cette  équation  de  la  précédente, 

xx'  y  y'  zz'  3co'?,{3,\) 

Mais,  d'autre  part,  on  a  visiblement 

V  xx'  yy'  zz'  ~\ 

donc 

p fjS  cos  (o,  >.) 

(2)  COS(0,  >,)=: 


0'— >' 


Telle  est  la  formule  que  je  voulais  établir  :  elle  donne 
l'expression  du  cosinus  de  Tanglc  des  normales  aux  deux 
surfaces  À  et  0. 
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i"  jNous  fil  lirons  cette  prernièiv  coiiséqucncc,  que  si 
la  droite  ;M.M'  touche  en  même  temps  la  surface  /., 
cos(0;,X)  étant  nul,  on  a  aussi  cos(6,  /.)  3=0,  donc:  si  deux 
homofocales  touchent  une  marne  droite^  et  que  par  les 
points  de  contact  on  leur  mène  respectivement  des  plans 
tangents,  ceux-ci  se  coupent  à  angle  droit. 

2**  Soient  fi,  V,  les  paramètres  de  deux  autres  surfaces 
homofocales  qui  se  coupent  au  point  M.  La  formule  (9.) 
donne  de  même 

/.i^  0  COs(rî,  jx)  /J/)  0  COS(  0,  V^ 

(?.)    cos(e,  ^)=^  ^,_  ,      cos(0,v)= ^^-— ^ 

Mais  la  droite  MM'  étant  perpendiculaire  à  la  normale 
en  M',  on  a 

cnsf-î,  0)  =  o, 
ou 

cos(^,  \)  cos(6,  V)  ->r-  cos(^,  fi)  cos (G,  u.)  -f-  cos(^,  v)  ces (6,  -j)  r=  o, 

d'où 

1 '■ 1 =:  o, 

ce  qui  est  l'équation  commune  à  toutes  les  tangentes  me- 
nées du  point  M  à  la  surface  0,  que  nous  voulions  trouver 
(Chasles,  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des 
Sciences,  t.  XXII,  p.  5 17. —  Salmon,  Anal)  tic  Geome- 
try  ofthree  dimensions,  p.  laj).  La  démonstration  pié- 
cédente  est  beaucoup  plus  simple  que  celle  que  donno 
M.  Salmon  (p.  i23).  Cette  équation,  lorsqu'on  y  consi- 
dère le  point  IM  et  la  droite  seuls  comme  donnés,  fournit 
une  é(juaiion  du  second  degré  en  6',  dont  les  racines, 
toujours  léelles  et  positives,  sont  les  <'arrés  des  paramè- 
tres de  deux  surfaces  homofocales  qui  touchoni  la  droite 

34. 
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flonuée ,   et   qui  jouissent   de  Ja    propriété    énoncée   au 
n"  i"  (*). 

On  sait  aussi  que  cette  équation  conduit  à  une  pro- 
priété remarquable,  due  à  M.  Chasies,  des  lignes  géodé- 
siqucs  des  surfaces  du  second  ordre  (Salmon,  Anal. 
Geoni.  of  three  diin.^  p.  3i5)-,  c'est-à-dire  que  si  Ton  y 
considère  X  comme  le  paramètre  d'une  surface  tangente 
à  la  droite  donnée,  le  paramètre  Q  de  la  seconde  surface 
tangente  à  la  même  droite  est  déterminé  par  l'équation 

i  étant  l'angle  que  fait  la  tangente  avec  la  ligne  fx  :=  const., 
sur  la  surface  ?.  -,  et  comme  le  premier  membre  est  constant 
pour  tous  les  points  d'une  même  ligne  géodésique,  tan- 
gente à  la  ligne  de  courbure  de  la  surface  X  qui  a  pour 
paramètre  0,  on  en  conclut  que  : 

Les  tangentes  à  une  même  ligne  géodésique  d^une 
surface  du  second  ordre  7.  touclietit  toutes  une  même 
surface  Iiomo focale  9,  dont  r intersection  avec  la  sur- 
face "k  donne  la  ligne  de  courbure  à  laquelle  cette  géo- 
désique est  tangente.  En  d'autres  termes,  le  lieu  de  ces 
tangentes  est  une  déueloppable  circonscrite  à  la  surface 
homofocale  9  (Chasies,  Comptes  rendus,  etc.,  t.  XXII, 
p.  69). 

Tout  cela  est  bien  connu-,  mais  voici  ce  qui  n'a  pas 
été  peut-être  remarqué  :  si  l'on  trace  sur  la  surface  / 
toutes  les  lignes  géodésiques  tangentes  à  une  même  ligne 
de  courbure  C,  intersection  de  celte  surface  et  d'une  ho- 
mofocale 0,  les  tangentes  à  ces  diveises  lignes  géodési- 
ques seront  toutes  normales  à  une  même  surface  2,  d'a- 
près une  proposition  de  JM.  Bertrand.  Or,  les  centres  de 
courbure  principaux  de  cette  surface  2  seront  tous  sur 


(")  Briot,  Complément  de.  Géométrie  analytique,  \\.  o8>. 
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les  deux  honiofocales  À  cl  6,  en  sorte  (jiic  les  tangentes 
aux  lignes  géodésiques  de  la  première  À  tracent  sur  la  sur- 
laee  2  un  premier  système  de  lignes  de  couibure,  et  les 
tangentes  aux  lignes  géodésiques  de  la  seconde  0,  (|ui  lou- 
chent la  même  ligne  de  courbure  C,  viennent  tracer  sur 
la  Tnème  surface  2  le  deuxième  système  de  lignes  de 
courbure. 

3"   Revenons  h  nos  équations  (u),  d'où  nous  liions 

(6-—  "/.-)  cos^(0,  a)  4-  (Ô-—  y.-)cos-(0,  p)  -+-  (Ô-—  v^)cos-(0,  v; 
i=:/>^^[cos(Ô,  a)cos(<î,  X;  -f-.  ,  .]. 

I.e  second  nierabre  étant  nul,  comme  on  Ta  dé|;i  obsei\é, 
ré(|uation  se  réduit,  à  cause  de 

cos=(^0,  W  -h  cos'(9,  u)  -^-  c()s'(0,  v)  =  I, 

à  celle-ci  : 

a'  COS=(0,  ).)  H-  (X-  COS-  [f\,  l).)  -\-  '^^  CCS-' (S,  v     =  0% 

qui  renferme  un  curieux  théorème  de  M.  Chasies  [Coniji- 
tes  renflas,  t.  XXII,  p.  6~)  que  l  on  peut  énoncer  ainsi  : 
Si  par  un  point  quelconque  M  o/i  mène  un  plan  fixe  P, 
et  si  l'on  porte  sur  les  nurniales  aux  trois  surfaces  ho- 
niofocales qui  se  coupent  en  M  ries  lo/ii^ueurs  éi^ales  à 
leurs  paramètres  respectifs,  la  somme  des  carrés  des 
projections  de  ces  longueurs  sur  la  normale  au  plan  P 
est  constante  pour  tous  les  points  M  du  plan  .-  elle  vaut 
le  carre  du  paramètre  de  Ihomofocale  tangente  à  ce 
plan. 

4**  Dans  ré(jualion  du  cône  circonsciit  à  une  sui  taie  0. 
que  nous  avons  donnée  plus  haut,  lorsipioii  siippoM' 
Il  z=:  V  =  b,  cette  équation  se  réduisant  à  celle-ci, 

cos-(o,  >.)        sin-(o.  À) 
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fait  voir  que  l'angle  (J,  /)  est  eonstant  et  donne  cette 
proposition  connue,  que  le  cône  circonscrit  à  un  ellip- 
soïde Q,  et  qui  a  son  sommet  sur  rhypcrhole  focale  de 
celui-ci j  est  de  l'évolution  autour  de  la  tangente  à  cette 
hyperbole.  L  équation  donne 


cos((î.  À)  =  4/  __-,      sin(d\  l)  =  y  r— - 


Mais,  d'autre  part,  si  l'on  ajoute  les  équations  (a),  après 
les  avoir  élevées  au  carré,  on  obtient 

r  ros=(^,  >.)         cos-'{(î,  p.)        ros'(ô,  v) 

p-^  0-  ^  (/-  —  Ô^V-  (a-  —  6^/  ['j-  —  6-J-' 

formule  assez  curieuse  par  elle-même,  et  qui  devient, 
dans  l'hypothèse  fi  =  v  =  /?, 

I     _  ros-(^,  A)    ^    siu^(^,  a) 
/;-  o^~  (a^—  ey     '     [h-—  (J'y' 

d'où  1  on  tire,  en  remplaçant  le  sinus  et  le  cosinus  par 
leurs  valeurs, 

PqS=z  v(a--  ô^)  [b'~  ù'}, 

ce  qui  est  une  quantité  constante  pour  toutes  les  généra- 
trices du  cône.  Donc,  si  le  sommet  dhin.  cône  circonscrit 
à  r  ellipsoïde  est  sur  l  hyperbole  focale,  la  distance  du 
centre  cru  plan  tangent  en  un  poi/it  de  la  courbe  de 
contact,  multipliée  par  la  distance  de  ce  point  au  sommet 
du  cône,  donne  un  produit  constant  pour  tous  les  points 
de  la  courbe  de  contact.  On  peut  même  remarquer  que 

ce  produit,  divisé  par  y/.^ — b",  est  indépendant  de  /  et 

égal  au  demi-axe  moyen  de  l'ellipsoïde. 

5"  On  tire  encoie  des  formules  (s>,),  en  observant  (pie 

ion  a 

cos-  (^«-j,  a)  -f-  cos-((5',  u.)  -f-  (.•os-(o,  v)  — .  I  , 
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régalité 


((P—  "a')  ros(0,  ),)  c«)s((î,  X)  -I-  (0'—  p')  cos(0,  p)  vos  {3,  ix) 

-t-  (Ô' —  -j^)  cos(G,  v)  eos  t'î,  v)  -    Pfj  0, 

qui  sf  réduit,  le  coeflicieiit  de  6'^  élaiil  nu!,  à 
"/.-  cos(  ô,  A  )  cos  (^,  )i)  -f-  p'  cos  (G,  y.  j  cos  (o,  y.) 

-+-  v^  COS  (  G,  V  )  0OS(  (î,  v)  =  —  /-«^  0. 

Ainsi,  lorsque  (ruu  point  M  /^e  l' espace  on  mène  une 
tangente  à  une  surjace  du  second  ordre  6,  si  à  partir  du 
point  M  on  porte  sur  les  normales  aux  trois  surjaccs 
homofocales  qui  passent  par  ce  point  des  longueurs 
égales  aux  paramètres  respectijs  de  ces  surfaces,  la 
somme  des  projections  de  ces  longueurs  sur  la  tangente 
proposée,  multipliées  respectivement  par  leurs  projec- 
tions sur  la  normale  à  la  surface  9,  est  égale  au  produit 
de  la  distance  du  point  M  au  point  de  contact,  par  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent 
à  la  surface  Q. 

Remarquons,  pour  finir,  que  si  d'un  point  de  l'espace 
(X,  u,  y),  on  mène  une  nornjale  à  une  surface  ?/,  et  si  ron 
désigne  par  f;.',  v'  les  paramètres  des  deux  autres  surfaces 
homofocales  qui   passent  par  le  point  d'incidence,  on  a 

ces-  (V,  \)  eus-  ex',  p)  cos-(X',  v) 

y'ZT2)(v"— >=)  '^  [u.'-—  a')  (■/■-—  f/.-')  ^  (p'-— v-j(V-— v'I  ~  ^* 

2.  L'équation  (a),  ([ui  nous  a  servi  de  point  de  départ, 
n'est  elle-même  ([u'un  cas  pai  ticuiiei-  d  une  expression 
j)lus  générale,  (jui  se  rap])orte  à  1  angle  «ouipris  entre  les 
normales  à  deux  surfaces  homofocales  en  deux  points 
donnes  quelconques. 

Soient  donc  M,  M',  i]eA\\  points  qnelcotHjues  ;  /,  6,  les 
paramètres  de  deux  sui  laces  homofoiales  passant  respec- 
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livenieni  par  ces  points  ;  conservons  d'ailleurs  les  mêmes 
notations  que  dans  le  premier  cas.  Nous  aurons  d'abord, 
comme  on  l'a  vu, 

xx'  y  y  '  zz'  S  cos  {S,x) 


A-  A" — b-        A- — f'  p^ 

et,  par  la  même  raison, 

xx'  yy'  zz'  3cos(§,  B) 

h  -^^ 1 I  =  ■ ^—^-4: 

ô-         G- —  l>'        ô- —  c^  Pq 

soustrayant  membre  à  membre  et  substituant  encore  dans 
l'expression  de  cos(6.  X),  nous  avons  l'égalité  remar- 
quable 

(3)      cos(9,>)=^-^[/.^cos(^,X)-/;,cos(^,9)]. 

Cette  formule  peut  conduire  à  de  nombreuses  consé- 
quences, dont  voici  quelques-unes  :  on  voit  tout  d'abord 
que  si  o  est  nul,  cos  (6,  ).)  s'évanouit:  donc  deux  surfaces 
homofocales  se  coupent  toujours  à  angle  droit. 

i*^  On  peut  supposer  que  les  points  M  et  M'  soient  sur 
une  même  surface  du  second  ordre,  ce  qui  revient  à  faire 
6  égal  à  \  dans  léqualion  ;  on  a  alors 

Pq  cos  (  ^,  >  )  —  py  cos  (  ^,  9  )  =  o, 
ou 

p.     _     Pb 

cos  'xp,  k)        l:os(o,  h) 

et  comme  le  premier  nombre  représente  la  distance  du 
point  M  au  point  où  la  sécante  MM'  rencontre  un  plan 
perpendiculaire  à  la  normale  en  M  mené  par  le  centre, 
on  a  ce  théorème  : 

Si  l'on  niètie  à  une  surface  du  second  ordre  une  sé- 
cante quelconque  MM',  et  par  le  centre  de  la  surface 
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(les  plans  parallèles  aux  plans  tangents  en  M  ef  en  M'. 
ces  plans  coupent,  la  sécante  à  des  dislances  égales  ei 
de  sens  contraire  des  points   de  contact    respectifs   M 
et  M. 

Et,  comme  cas  particulier  :  Si  ion  mène  à  une  conique 
une  sécante  quelconque  MM',  et  par  le  centre  de  la 
courbe  des  parallèles  aux  tangentes  en  M  et  en  M',  ces 
parallèles  coupent  la  sécante  à  des  distances  égales  et 
de  sens  contraire  des  points  de  contact  respectifs  M 
et  M'. 

2*^  L'équation  précédente  entre  p^  et  p^  subsiste,  si 
l'on  suppose,  non  plus  6  =  ?.,  mais  cos(0,  X)  =  o.  On  a 
donc  ce  théorème  : 

Etant  pris  respectivement  sur  deux  surfaces  honiofo- 
cales  deux  points  M  et  M',  tels  que  les  normales  cor- 
respondantes se  coupent  à  angle  droit,  les  deux  plans 
menés  par  le  centre  commun  des  deux  su/faces  paral- 
lèlement aux  plans  tangents  en  M  et  en  M',  déterminent 
sur  la  sécante  MM',  à  partir  des  points  de  contact 
respectifs  M  et  M',  des  segments  égaux  et  de  sens  con- 
traire. 

On  a  pour  les  coniques  homofocales  un  théoiènie  abso- 
lument analogue,  qu'il  est  inutile  d'énoncer. 

3"  L'équation  (3)  peut  aussi  s'écrire  sous  la  lornie 

ScosiS,  a)  0  cos(^.  G) 


cos^  0,  a)  ''•  cos^ô,  a) 

qui  renferme  un  théorème  très-général.  On  voit  en  effet 
avec  un  peu  d'attention  que 

fîcos((î,  ô) 


cosi^&,  a) 


représente  la  portion  de  la  normale  en  M  à  la  suiface  À 
comprise  entjc  ce  point  et  le  [)oinl  où  elle  perce  le  plan 


(  538  ) 
tangent  en  M'  à  la  surface  (3,  celte  longueur  étant  affectée 
du  signe  H-  ou  du  signe  — ,  suivant  qu'elle  tombe  sur  la 
normale  intérieure  ou  extérieure  :  désignons-la  par  ny<, 
et  soit  de  même  rj^  la  distance  du  point  M'  au  point  où  la 
normale  en  M'  perce  le  plan  tangent  à  la  surface  À  en  M, 
la  convention  de  signe  étant  la  même.  L'équation  de- 
vient 

'4)  ^'~^^'  =  P6^(,~  l^A^-^' 

d  où  ce  théorème  :  Etant  données  deux  surfaces  homo- 
focales  du  second  ordre,  sien  deux  points  quelconques  M 
et  M',  pris  respectivement  sur  ces  surfaces,  on  leur  mène 
des  normales,  les  produits  des  segments  compris  sur  ces 
noïTnales  entre  les  deux  plans  tangents  en  iM  et  en  M', 
par  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  respective- 
ment sur  ces  plans  tangents,  diffèrent  d'une  quantité 
constante,  égale  à  la  différence  des  carrés  des  para- 
mètres des  deux  surfaces  homofocales .  Il  faut,  bien  en- 
tendu, tenir  compte,  dans  cet  énoncé,  des  signes  dont  les 
segments  sont  affectés. 

On  a  évidemment  un  théorème  parfaitement  analogue 
pour  deux  coniques  homofocales. 

Si  les  plans  tangents  en  M  et  en  M'  sont  parallèles,  les 
segments  c>.  et  07  sont  évidemment  égaux  et  de  signes 
contraires,  et  Ton  a 

CT;  =  —  T3Q=^Py  —  Pq, 

d  on 

c'est  le  théorème  de  M.  Chasles  :  La  différence  des  car- 
rés des  distances  du  centre  à  deux  plans  parallèles , 
respectivement  tangents  ii  deux  su/ faces  homofocales , 
est   co/islante  et  égale  à  la   différence  des  carres   des 
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futrarnètres (le  ces  surfaces  [aperçu  liisloi iquc,  iiole  x\xi, 
p.  393). 

Si  y.  =  6,  c  cst-à-dire  si  les  points  M  et  M'  sont  pris 
sur  une  même  surface,  le  second  membre  de  l'équation  (4) 
s'évanouit;  donc  :  Si  Von  mène  des  tiormalcs  en  deux 
points  M  et  M'  d'une  surface  du  second  ordre,  [es  pro- 
duits des  segments  compris  sur  ces  normales  entre  les 
deux  plans  tangents  en  M  et  en  M',  par  les  dislances 
respectives  du  centre  à  ces  deux  plans  tangents ,  sont 
égaux  entre  eux.  Propriété  analogue  pour  les  coniques. 

Enfin,  si  la  droite  qui  joint  ks  points  M  et  M'  est,  par 
exemple,  tangente  à  la  surface  0,  on  a  visiblement 

vs-^z^o,     d'où     G-  —  .>-' ^^  P fj  ^ (^  ■, 

d'où  cette  propriété  di's  surfaces  homofocales  :  h  tant 
données  deux  surjaces  homofocales ,  si  d  un  point  quel- 
conque M  de  r une  d'elles  on  mèrie  une  tangente  ii 
V autre  en  un  point  quelconque  M',  la  distance  du  centre 
au  plan  tangent  en  M',  multipliée  par  la  portion  de  la 
normale  en  ce  point  comprise  entre  les  deux  plans  tan- 
gents en  M  et  en  M',  donne  un  produit  constant,  égal 
à  la  différence  des  carrés  des  paramètres  des  deux 
surfaces. 

On  a  encore  un  ihéorème  correspondant  pour  deux 
coniques  homofocales. 

4*^  La  formule  (4)  conduit  encore  d'une  manière  si 
simple  à  diverses  relations  entre  les  rayons  de  courbure 
principaux  des  surfaces  homofocales  ,  que  je  ne  puis 
m'empêcher  d'en  indiquer  quelques-unes.  Considérons 
trois  homofocales  /,  y.,  v,  qui  se  coupent  en  un  point  JNJ, 
suivant  des  lignes  de  courbure,  comme  on  sait.  Soit,  sur 
l'intersection  des  surfaces  À  et  v,  un  point  INI'  inlinimenl 
voisin  du  point  M,  et  appliquons  l'équation  (4)  aux 
deux    surfaces    u.    et    /    passant    rcspeciivement    par    Ict^ 
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points  M  et  M'.  Nous  aurons 

Mais,  à  la  limite,  xs  se  réduit  à  zéio;  cT;,  comme  on  le 
voit  facilement,  devient  le  rayon  de  courbure  de  la  sur- 
face X  suivant  la  direction  MM'  qui  est  normale  à  la  sui- 
face /iz  :  nous  désignerons  ce  rayon  par  L  ,  en  lui  attri- 
buant le  signe  H-  ou  le  signe  — ,  suivant  qu'il  est  dirigé 
suivant  la  normale  intérieure  ou  extérieure  à  la  surface  X, 
et  nous  aurons 

d'où  l'on  voit  que  le  produit  py  L^  est  constant  le  long  de 
la  ligne  de  courbure  qui  résulte  de  l'intersection  des  sur- 
faces "kel  II. 

Si  l'on  prenait  le  point  M'  sur  l'intersection  des  sur- 
faces a  et  V,  on  trouverait  de  même 

M;  étant  le  rayon  de  la  surface  p.  en  M,  suivant  la  direc- 
tion normale  à  la  surface  X. 

Enfin,  on  trouve  de  même,  en  prenant  le  point  M'  sur 
lintersection  des  surfaces  X  et  u, 

^'—i''=P-^^j  —  Pij.  M,. 
Si  Ton  combine  les  deux  premières  égalités,  on  obtient 

ce  qui  peut  se  traduire  ainsi  :  Les  cow bures  i>rinctj>aies 
de  deux  su/faces  hoiuojocales  en  un  point  de  leur  in- 
tersection^ suivant  les  directions  (pu  leur  sont  récipro- 
quement nornudes,  sont  entre  elles  conmic  les  distances 
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<hi  centra  aux  plans  I  animent  s   respectifs  de  ces  deux 
surfaces. 

En  combinant  la  première  et  la  troisième,  il  vient 


à\ 


d'où  enfin 


/';,(L.-^.)=/'/..M.,, 


M,  "    />;      m; 


c'est-à-dire  que,  en  un  point  commun  à  deux  surfaces 
homojhcales,  les  ray ons  de  courbure  de  ces  surfaces  sui- 
vant  la  direction  de  leur  intersection,  divisés  respecli- 
uement  p9t'  les  rayons  de  courbure  de  ces  mêmes  sur- 
faces suivant  les  directions  (pd  leur  sont  réciproquement 
normales ,  donnent  une  somme  constante  et  égale  ci 
Vunité. 


NOTE  SUR  LE  NOMBRE  c, 

Par  m.   s.  REALTS. 

§   I- 


1 .   Posons 


cp  ( x)  =  I  -f-  -  -h  ~ \ '■ — ~  -f-  .  .  .  H h 

I  I.-î  1.2.3  I.2.i...« 

Puisque  la  série  qu  on  vient  d'écrire  est  convergente 
quel  que  soit  .r,  on  aura  évidemment  pour  toutes  les 
valeurs   positives  de  cette  variable  («t   l'on   prouverait 
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qu'il  en  est  de  même  à  l'égard  des  valeurs  négatives)  : 

(l)  I -f- .r  <^  G)  (jr)  <^  I  -f- ^a>  (^). 

C  est  en  nous  basant  sur  ces  relations  d'inégalité  que 
nous  allons  parvenir  à  sommer  la  série  co  [x). 

JNous  avirons,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 

o  et  I, 

I  -h  .r  <^  o  (x)  <^  (l  —  .-r)"'. 

Mettons  ce  résultat  sous  la  forme 


I  +  -  <  ?  (  -  X  (  ' 

d  où,  puisque  m  est  positif, 

('^'■^)"<['(i)r<('^'"^)'i 

et  faisons  croître  ni  indéfiniment.  Les  deux  expressions 

entre  lesquelles  est  comprise     '^  (  —  )       se  rapprocheront 

indéfiniment  lune  de  1  autre,  et,  à  la  limite,  les  trois 
expressions  coïncideront  ensemble.  Nous  pourrons  donc 
écrire 


5      poiu'      w  =  x;  , 

en  désignant  par  e  la  valeur  numérique  finie  de    cp  1  —  |      i 

lîour  m  =  oo  ,  laquelle  se  trouve  parfaitement  déter- 
minée d'après  cette  formule  et  se  développe  dans  la  série 
converffente 


I  ^- 


I 

I  .  2 


I .  •> .  3 .  .  .  rt 


Je  crois  pouvoir  omettre  à  ce  sujet  des  explications  qui 
rentrent  dans  les  procédés  usuels  de  renseignement. 
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Faisant  cnsuilc,  dans  les  inégalilés  ci-dessus,  ni  r=  -, 
<^/7,  nous  obtiendrons 


z\i' 
P, 


< 


11  suit  de  là  que  si  p  augmente  indéfiniment,   z  restant 
iixe,  on  aura  à  la  limite 


I 5      pour     w  =  3D  ; 

PI 


ou,  puisque  alors  [?  (^^)]' -  {  [?(^,)]'"} 


e  : 


z\i> 
I  -f  -       —  e' 

p) 


P 


pour     />>  =  co 


On  constaterail  maintenant,  d'après  un  procédé  coiniu, 

que 

z  S-'  z" 

e'=\  -] 1 i =  -L- .  .  .  . 

I  1.2  I .2.0 

La  série  du  second  membre  n'est  autre  que  celle  d'oii 
l'on  est  parti,  dans  laquelle  on  a  remplacé  x  par  z  ;  nous 
conclurons  donc  de  là 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

is  [x)  :=  e^, 
et  nous  aurons 

(  ?.  )  i-\-x<Ze^<^i-i-  .r(f. 

C'est  le  résultat  que  nous  voulions  obtenir. 
Si  Von  fût  parti  de  la  formule 

i-x<[ï(^-;]-'<{t  +  .r)-', 
qui  se  déduit  également  de  (i)  pour  les  valeurs  de  r  po- 
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sitives,  on  eût  obtenu  de  la  même  manière 

[(p(.r)]-'=:e-^  =  cp(— X), 

et.  par  suite, 

I  —  -^  <Z  ^~'  <C  1  —  J:e~'', 

ce  qui  généralise  le  résultat  ci- dessus.  Cette  dernière 
formule,  du  reste,  se  conclut  directement  de  la  for- 
mule (2),  en  multipliant  celle-ci  par  la  quantité  posi- 
tive e~^,  et  transposant. 

Parmi  les  diflerentes  manières  de  remonter  de  la  série 
(^  [x)  à  l'équation 

t(^)=[?(0?, 

la  marche  que  nous  avons  suivie  a  cela  de  particulier 
qu'elle  nous  fait  retrouver  en  même  temps  l'origine  de 
la  série,  c'est-à-dire  les  expressions 

dont  (^  [x)  est  la  limite  commune  lorsque  p  devient 
injQni. 

2.  En  résumé,  e  désignant  la  somme  de  la  série  numé- 
rique , 

1  I  X 

i-\ \ h 


I  1.2  I .2.3 

on  a  les  formules  suivantes  : 

(2)  1  4-x<<f^  <  I  -t-.rc', 

(3)  i  +  ^<e-<(i-.r}-', 

(4)         (,-.^^y<.«<(,-?p 

(5  e*  =  H ! 1 r4-. 

^    '  1         1.2         1.2.3 
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iloiil  la  première  n'avait  peut-être  pas  encore  été  i-eniar- 
quée. 

Les  inégalités  (2)  s'étendent  à  toutes  les  valeurs  réelles 
de  X  qui  ne  sont  pas  nulles.  Plus  cette  variable  converge 
vers  zéro  à  partir  d'une  valeur  donnée  quelconque,  plus 
les  quantités  séparées  par  les  signes  d'inégalité  se  rap- 
prochent l'une  de  l'autre.  A  la  limite,  on  a  des  relations 
d'égalité. 

Les  inégalités  (3)  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
négatives  de  x.  et  pour  les  valeurs  positives  qui  ne  dé- 
passent pas  l'unité. 

Enfin,  les  inégalités  (4)  ont  lieu  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X  réelles  et  difFérentes  de  zéro,  sous  les  condi- 
tions de  j)  positif  et  de  x^  <^p^' . 

Quant  à  l'équation  (5),  qui  détermine  le  nombre  e,  et 
constitue  un  théorème  fondamental  en  analyse,  on  doit 
la  considérer  comme  tout  à  fait  générale,  puisque  la 
série  du  second  membre  reste  convergente  pour  toute 
valeur  réelle,  ou  imaginaire,  de  x. 

Il  e&t  facile  de  voir  que  le  nombre  e,  ainsi  déterminé, 
est  le  seul  qui  satisfait  constamment  à  l'une  quelconque 
des  formules  (2),  (3),  (4))  où  l'on  fait  varier  x  d'une 
manière  continue  à  partir  de  zéro.  Cela  résulte  de  ce 
que,  pour  tout  nombre  h  différent  de  e,  on  peut  déter- 
miner p  de  manière  que  ia  quantité  //-^  se  trouve  en 
dehors  des  limites  entre  lesquelles  est  renfermé  e^ , 
d'après  la  formule  (4). 

Mais  on  aura,  en  posant 

t^  =  h', 

et  prenant  les  logarithmes  dans  le  système  dont  la  base 
est  e, 

X  =^  z  log//, 

Ann.  de  Mathemat.,  1^  sorifi,  t.  VI.  (Di-cfinliro  1867.")         35 
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et,  par  suite, 

pour  tout  nombre  positif/?. 

Cette  formule,  où  z  peut  varier  d'une  manière  quel- 
conque sans  passer  par  zéro,  convient  au  nombre  h  à 
l'exclusion  de  tout  autre  nombre,  comme  la  formule  (2) 
à  l'égard  du  nombre  e. 

3.   Nous  avons  supposé  d'avance 

X  .r- 

y(,r    =H \ h.  .  .  , 

I  1.2 

ce  qui  établit  qu'il  existe  effectivement  une  fonction  qui 
vérifie  la  double  inégalité  (i)  dans  toute  l'étendue  des  va- 
leurs positives  de  x,  et  qui  finit  par  fournir  des  relations 
d'égalité  lorsque  x,  en  décroissant,  finit  par  devenir  nul. 
Mais,  ou  a  pu  voir  que  la  considération  de  ce  développe- 
ment n'était  pas  nécessaire  pour  la  détermination  de  f. 
La  formule  (i),  posée  comme  une  condition  à  laquelle 
doit  satisfaire  la  fonction  inconnue  (J3  lorsqu'on  y  fait 
croître  la  variable  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini,  suffit 
en  effet,  à  elle  seule,  pour  reproduire  le  développement 
et  amener  (indirectement,  si  l'on  veut)  la  solution 

e'-  =  cp(,r) 

qui  s'étend  à  toutes  les  valeurs  réelles  de  x. 

On  peut  ajouter,  à  ce  sujet,  que  si  l'on  se  propose  de 
satisfaire  aux  inégalités  (i)  en  ne  faisant  varier  x  que  de 
zéro  à  une  limite  donnée,  il  peut  y  avoir  des  solutions 
autres  que  celle  considérée  qui  conviennent  à  la  ques- 
tion. 

Que  l'on  prenne,  par  exemple, 
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rt  \\n\  aura  <'i;al<'ni('iit 

■H  "  )    - 1  » 

pour  loutes  les  valeurs  négatives  de  x,  et  pour  les  valeurs 
positives  moindres  que  a.  On  prouverait  sans  peine  que 
•|  [x)  est  une  ([uantité  plus  grande  ou  plus  petite  que  e', 
selon  que  x  est  ou  n'est  pas  compris  entre  o  et  2. 

Il  resterait  à  examiner  si  la  fonction  çp  (x)  =  e""  est  la 
seule  qui  vérifie  la  formule  (1)  pour  toute  valeur  réelle 
de  X,  en  donnant  o  (o)  =  1.  C'est  sur  quoi  je  reviendrai 
ailleurs,  pour  ne  pas  m'écarter  en  ce  moment  de  l'objet 
principal  du  présent  article. 

4.  Il  importe  d'observer  que  la  double  inégalité  (5) 
peut  s'énoncer  au  moyen  de  la  seule  inégalité 

considérée  par  rapport  aux  valeurs  positives  et  aux  va- 
leurs négatives  de  X]  considérée,  dis-je,  par  rapport  aux 
deux  étendues  distinctes  séparées  par  la  valeur  x  =  o. 

Pour  s'en  convaincre,  il  n'y  a  qu'à  multiplier  l'inéga- 
lité 

I  —  .r  <;^  e~  ^ 

par  e^,  ce  qui  donne,  en  traiisposanl, 

Ainsi,  la  double  inégalité  (2),  où  il  suffit  déconsidérer 
les  valeurs  de  x  de  même  signe,  représente  les  deux  rela- 
tions distinctes  qu'exprime  la  formule  (6)  selon  qu  on  v 
fait  varier  x  de  o  ;"i  -}-  co  ,  ou  de  o  à  —  oc  .  On  ne  saurait 
effectivement  considérer  ces  relations  comme  n  en  lor- 
mant  qu'une,  dès  qu'il   y    a   une   solution  de  continuité 

35. 
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dans  les  valeurs  de  la  variable  (jui  vérifient  la  formule  (6). 
C'est  ce  qui  se  voit  mieux  sur  la  formule  (4)  déjà  consi- 
dérée, et  qui  est  une  conséquence  de  (6).  Cette  formule 
exprime  bien  manifestement  deux  relations  distinctes, 
puisqu'elle  fournit  deux  limites  entre  lesquelles  est  com- 
prise la  valeur  de  e^.  Mais,  et  c'est  là  le  fait  capital, 
il  suffit  de  l'une  quelconque  de  ces  deux  relations,  posée 
à  priori  comme  une  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  le 
nombre  inconnu  e.  pour  en  déduire  aussitôt  la  série 
exponentielle  et  la  détermination  de  e. 

Ajoutons  ici  que  la  relation  (6)  avait  été  remarquée 
par  Cauchv,  c[ui  la  démontre  à  l'aide  de  la  série  expo- 
nentielle et  la  désigne  comme  un  théorème  duquel  on 
peut  déduire  des  conséquences  importantes. 

Mais,  ce  qui  résulte  en  particulier  des  considérations 
qui  précèdent,  c'est  :  i'^  que  la  formule  (6)  équivaut  à 
deux  relations  essentiellement  distinctes,  selon  le  sens 
dans  lequel  on  y  fait  varier  :r,  relations  qui  sont  représen- 
tées d'une  manière  générale  par  la  formule  (2)5  2°  que, 
dans  quelque  sens  qu'on  y  fasse  variera,  la  foimule  (6) 
exprime  une  propriété  caractéristique  n'appartenant 
qu'au  nombre  e,  et  servant  par  conséquent  à  le  définir. 

La  double  inégalité  (2)  expiime  donc  un  théorème  qui 
a  lieu  à  l'égard  du  nombre  e  défini  par  l'une  quelconque 
des  deux  inégalités  successives  qu'elle  renferme.  On  en 
dira  autant  de  chacune  des  doubles  inégalités  (3)  et  (4) 
du  n"  2. 

L'équatioji  (5)  a  de  même  une  double  portée,  en  ce 
qu'elle  renferme  à  la  fois  la  définition 

^  =  «p(i), 
et  le  théorème 

o  (x)  représentant  toujours  la  série  qui  nous  a  servi  plus 
haut  de  point  de  départ. 
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Les  ihéoiènics  éiioiués  par  les  loiinulcs  ('2),  (,i),  (4), 
(:'))  sont  éfjuivalents,  car  ces  formules,  cojisidérées  en 
ellcs-incnies,  sont  des  conséquences  de  Tune  ([uelconque 
d'entre  elles,  ou,  en  d'autres  termes,  elles  se  déduisent 
circulaircment  l'une  de  l'autre. 

5.  On  est  encore  amené  à  la  considération  du  nombre  e 
de  la  manière  suivante,  ([ui  peut  être  regardée  comme 
une  simplification  du  procédé  dév(;loppé  [)ar  Caucliy  dans 
srs  IiéM(i/nc.\  uiialy tiques  (Turin,  i8i^3.^  p.  Sa)  : 

Posons  l'iiiéiifajilé 

r 

I ;<!. 

/«- 

Nous  en  déduirons  successivement,  pour  les  valeuis  de  m 
[dus  grandes  c[ue  l'unité. 


n--<  , 


.  +  -"■<'      ' 


et  enGn 

/  I 


1  -H 


en  nommant  c  la  limite  commune  vers  lacjuclle  tendent 
les  deux  membres  île  la  dernière  inégalité  loisque  ///  tend 
vers  l'infini. 

Cette  marche,  plus  simple  et  plus  naturelle  que  la  pn- 
(édenle,  est  aussi  plus  conforme  à  celle  qui  est  adoptée 
dans  l'enseignement.  On  passerait  ensuite,  comme  dans 
\^  n"  1,  à  la  limite  commune  des  expressions 


Pi         \        l> . 


et  de  la  à   la   sr)mmation   de   la   séiie  cxponenlielle. 
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Tout  cela  peui  se  baser,  couiine  on  sait,  sur  la  for- 
mule du  binôme  démontrée  pour  un  exposant  entier  et 
positif.  Je  me  dispense,  je  le  répète,  d'entrer  à  ce  sujet 
dans  des  détails  et  des  développements  très-essentiels, 
sans  doute,  mais  qui  sont  du  domaine  de  l'enseignement 
courant  et  peuvent  être  suppléés  par  le  lecteur.  Je  ferai 
observer  cependant  que  la  marche  indiquée  devient  bien 
plus  rapide  et  plus  régulière  si  les  expressions  dont  on 
cherche  la  limite  sont  développées  directement  au  moyeu 
de  la  formule  du  binôme  étendue  à  un  exposant  quel- 
conque, ou  même  seulement  à  un  exposant  négatif  et 
entier.  Les  séries  qu'on  obtient  ainsi  étant  toutes  con- 
vergentes, leur  emploi  ne  saurait  donner  lieu  à  objec- 
tions. On  sait  d'ailleurs  que  la  formule  en  question  s'éta- 
blit par  des  moyens  parfaitement  admissibles  dans  les 
éléments  de  l'analyse  algébrique. 

6.  Je  remarquerai  encore,  en  terminant  ce  paragraphe, 
que  la  double  inégalité  (2)  peut  être  présentée  sous  la 
forme  plus  symétrique 

(7)  [h  —  a)  e"  <:it'' —  (f  <:^[b  ~  a)c^, 

où  a  et  h  désignent  deux  nombres  réels  quelconques. 

Faisant,  dans  cette  dernière  formule,  b  —  a  =  x,  et 
divisant  tous  les  termes  par  e",  on  en  tire  effectivement 
la  formule  (2).  Et,  en  divisant  tous  les  termes  de  (7) 
par  e*,  on  en  tire  encore  la  formule  (2),  avec  changement 
de  X  en  — x.  Ainsi,  la  formule  (7)  considérée  i^elative- 
ment  à  toutes  les  valeurs  inégales  de  a  ei  b  revient  pré- 
cisément à  la  formule  (2)  considérée  relativement  à  toutes 
les  valeurs  de  x  difîéientes  de  zéro.  Dans  le  cas  spécial 
de  a  =  b^  ou  x  =  o,  ces  formules  se  réduisent  à  des 
égalités.  Elles  sont  donc  équivalentes  daiis  louie  leiu 
étendue. 
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On  a  dv.  même,   pour  tout  nombre  positif  //. 

[h  — a)  h"  log  /i  <  //*  —  A"  <  ( 6  -  rt )  A*  log//, 

les  logarillimes  étant  pris  dans  le  système  dont  la  base 
est  e;  ee  qui  revient  à  une  formule  démon irée  précédem- 
ment. 


SOLUTIONS  DE  QlESTIO\'S 
rUOPOSEES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  de  Licence 

(voir  2'  série,  t.  IV,  p.  424); 

Par   m.    GIGON, 

Ancien  elèv('  de  l'iicole  Polytechnique. 

On  propose  d'intégrer  les  cqualions  sinudlanécs 

dz  ,  , 

_|_  ,,' j    -^    HZ  —O', 

dx 

u'  et  ^'  désignant  les  dérivées  de  deux  Jonctions  don- 
nées u  et  V  de  la  iiarùihle  x.  (Faculté  des  Sciences  de 
Paris,  juillet  i865.) 

Solution.  —  Ajoutons  ensemble  les  deux  équations  (i) 
après  avoir  multiplié  la  seconde  par  y —  i,  il  vient 

(2)  - — -jj 1-//  (j-f-zV—  0^-"  V  — Uj"-<-  =  v'— >j  =  "- 

Cette  équation  renfermant  une  partie  réelle  et  une 
partie  imaginaire  est  équivalente,  à  elle  seule^  au  système 
des  deux  équations  (i). 
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En  posant 

(3)  s=j-^zs/^~i. 

l'équation  (2)  se  transforme  en  la  suivante 

^g  , 

{ibis)  — '^  \u' -\~  v' sj — i)*  =  o, 

CIX 

qu'on  met  sous  la  forme 

(2  ter)  h  (m'  h-  u'  y/—  I  )  f/x  =  o. 

Dans  cette  dernière  équation,  les  variables  sont  sé- 
parées ;  on  intègre,  et  l'on  trouve,  en  désignant  par 
A  4-  B  \j —  I  une  constante  arbitraire  imaginaire, 

(4)  log^H-  (m  -i-  c>  V— 1  )  =  A  -f-B  y/— (. 

En  séparant  dans  (4)  les  parties  réelles  et  les  parties 
imaginaires,  on  obtiendra  les  deux  intégrales  du  sys- 
tème (i). 

On  pose 

5  =  w  (  cos  a  -4-  y/  —  i  sin  a  )  =  me^^  ^  ' , 
et,  vu  (3),  il  s'ensuit 

/«  z=  (  j^  +  z-)--,      a  =  arc  tang  -  ^      log *  =  log /»  H- a  y/ — 1. 

Observons  que  dans  ce  calcul  tous  les  logarithmes  indi- 
qués sont  népériens. 

L'équation  (4)  s'écrit  donc 

ilocf  r--f-  z-y  -h  i/ —  1  are  tans  — (-  «  +  f  si  —  » 
=  A  -^  B  \/^; 
el  par  suite,  les  deux  intégrales  réelles  du  système  pro- 


(  553  ) 
posé  (i),  résolues  par  rapport  aux  deux  constantes  arbi- 
traires réelles  A  et  B,  sont  les  suivantes  : 

\  log(7-'+2')'  +  «=^A, 

(5)  3 

I  arc  lang  — i-  •'  =  B. 

\  7 

Ce  résultat  se  vérifie  sans  difficulté. 


Même  question  ,• 
Par  lk  P.    PÉPIN,  S.   .1. 
Intégration  des  équations  simultanées 

(i)  - — i-«r— t'z  =  o, 

rt.r 

clx 

u\    v'  désignant  les  dérivées  de  deux  jonctions   don- 
nées II,  V  de  la  variable  x. 

Première  solution.  —  Multipliant  la  première  équa- 
tion par  y,  la  seconde  par  z,  et  ajoutant  les  produits,  on 
obtient 


dy  dz 

r  —  -^^  — =  -  «'(7'-f-s=  . 
(t.r  (i.r 


Posons 


,,    ,  d)  dz  1   dt 

j-+z-  —  t;      don     j  -y-  -hz--  =  -—, 
dx  d.r         1  dx 

1  équation  précédente  pourra  s  écrire 


dt 

dt 

— 

-  —  -xii  t. 

ou 

—    :;:^  - 

—  1  du  ; 

dx 

t 
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d'où 

L / 1=  —  lu  -^  const ; 

(3)  r=  Ae--«=j'  +  z% 

A  désignant  une  constante  arbitraire. 

Multiplions  l'équation   (i)    par   z,    et  l'équation    (2) 
par  j^  puis  retranchons,  nous  obtiendrons  l'équation 

(ly  dz  ,  ,  . 


(t.r  ax 


OU 


A^- 


^ 


d(>. 


dont  l'intégrale  est 

V 

arc  tang  -  =  c  -f-  c, 
z 

d'où 

(4)  •^=tang(rH-c),  - 

c  étant  une  constante  arbitiaire. 

En  résolvant  les  équations  (3)  et  (4)  pai'  rapport  à 
j,  z,  et  posant  y  A  =  c' ,  on  obtient  pour  intégrales  géné- 
rales des  équations  proposées 

y  =  c' e-"  sin  [v  -\-  c).      z^=  c' e-"  cos ( •'  +  c)  (*) . 


(")  Les  équations  (3)  et  (4)  sont  les  intégrales  gciicrales  (5)  trouvées 
par  M.  Gifjon  (p.  5j3).  Car  l'équation  (3) 

r'  H-  s-  =^  At'--" 

floniic  inimeilialcniL'iil 

L  C;'  H- s')'  +-  "  —  const.  ^-  A; 
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Seconda  soIuLion.  —  On  peut  anivci-  au  tiM'Muc  rcsullal 
|>ar  remploi  d'un  facteui'  conslanl. 

Ajoutant  les  équations  pioposées,  après  avoir  niulliplié 
la  seconde  par  —  t,  et  remarquant  qu'on  a 

v'  -{-  iu'  I 

~ .  ,  =  +  ',      i=  S  —  U 

a  —  /(' 

on  obtient 

d[jr  ~  iz)  -f-  !  a'  _  //)     j  _  '  -1      d.c  -  o  ; 

L        «  —  /f  J 

dix  —  iz)  ,,  .  . 

y  —  '^ 
d'où 

L  [y  —  iz)  =  —  {u-\-  a)  -\-  i  [v  -h  b); 

y  —  iz  =  e-"  e-"  e'(''+*'  nr  e""  e""  [cos(«^  +  h]  -\-  i  sin  (c  -t-  b)\. 

Enfin,  en  égalant  séparément  les  parties  réelles  et  les 
parties  imaginaires,  nous  aurons  pour  intégrales  géné- 
rales 

J  =  <?""  e~"  CCS  (('  -t-  /-»  ), 

—  s  =  6"-"  tf-"  sin  (f  -I-  ô  ). 
On  fera  coïncider  ces  formules  avec  les  précédentes  en 
remplaçant  e~"  par  c',  et  h  par  c 

Note.  —  M.  Giaindorge  a  résolu  la  question  d'une  manière  à  peu  prés 
semblable. 


et  de  l'équation  (4;, 

-  =  lang  (i'  -t-  c  ), 
on  déduit  l'acilcnient 


arc  lanrr — h  »' =  consl  =;  K.  ^ 
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Qnestio/i  825 

(  voir  2°  série,  t.  VI,  p.  478  ). 

Par  m.  WILLIÈRE  DE  THUIN. 

Dans  un  triangle  inscrit:  à  une  cotiique,  le  pôle  d\in 
côté  et  les  seconds  points  d'intersection  de  la  courbe 
et  des  bissectrices  des  angles  formés  au  sommet  sont 
en  ligne  droite.  (J.-J.-A.  Mathieu.) 

Soit  la  conique 

circonscriie  au  triangle  dont  les  côtés  sont 

(AB),  7  =  0;     (BC),   a  =  o;      (CA),   p  =  o. 

Le  pôle  du  côté  BC  est  déterminé  par  rintersection 
des  deux  tangentes 

(l)  /p  +  /««=:o,      ly  -h  non  z=o. 

Les  bissectrices  des  angles  en  A  ont  pour  équations 

P  -    7   =  G,         p-i-y~o. 

En  cherchant  les  points  d'intersection  de  ces  deux 
droites  avec  la  courbe,  on  trouve  qu'ils  sont  déterminés 
par  les  deux  systèmes 

{2)  P  —  7 --  o,      ly  ^  {m  -\-  n)a.  =  Q, 

(3)  p -f- 7  =  o,      et.  [m  —  n)  —  ly=o. 

La  droite  qui  passe  par  ces  deux  points  aura  donc  poiu" 
équation 

nilp  —  r/ly  -t-  {m-  —  «■')  a  =  o; 
cl  Ion  voit  que  celle  droite  passe  aussi  pai'  le  pôle  (i). 
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?fole.  —  La  mùnio  qufslioii  a  l'ti;  resoliic  |>ai-  MM.  Aii{;u.sl«!  Macé  et  Na- 
poléon Porte,  (■lèves  du  lycée  de  Grenoble;  Ali'riHl  (liai-d,  élève  du  lycée 
lie  Douai;  Aiidrc;  el  Jardé,  élèves  du  lycée  Louis-le-Orand  ;  Kdouard  Ou- 
vivier,  du  lycée  de  Bordeaux;  Louis  Plivard,  Julien  Welsch,  L.  Leclerc  el 
Herment,  élèves  du  lycée  de  Metz  (classe  de  M.  liibout);  Léon  Barbier, 
du  lycée  de  Strasbourg;  Edouard  Hesson,  du  lycée  de  Besançon;  Ch.  Les- 
quier,  du  lycée  deCaen;  Henri  Ledoux  et  Paul  Endrès,  du  lycée  de  Douai  ; 
Alphonse  Ellie,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Bordeaux;  E.  Jasserou, 
élève  du  lycée  de  Besancon  , classe  de  M.  Clievilliel)  ;  A.  l/cmaître,  niaitre 
répétiteur  au  lycée  de  Besancon. 

M.  Porte  a  donné  une  solution  géométrique 


Note  sur  la   question   82o  5 

Par  m.   KOEHLER, 

Ca[>itaine  du  Génie. 

Ekoncé.  —  Dans  un  triangle  inscrit  à  une  conique, 
le  pôle  d^un  côté  et  les  seconds  points  d  intersection  de 
la  courbe  avec  les  bissectrices  des  angles  formés  au  som- 
met opposé  sont  en  ligne  droite. 

(J.-J.-A.  Mathieu.) 

L.c  théorème  dont  il  s'agit  est  un  cas  particulier  d'une 
propriété  plus  générale  des  coniques,  dont  1  énoncé  peut 
être  présenté  sous  la  forme  suivante  : 

Lorsqu'un  faisceau  harmonique  a  son  sommet  en  un 
point  d'une  conique,  les  droites  qui  joignent  deux  à 
deux  les  seconds  points  d'intersection  des  rayons  con- 
jugués et  de  la  courbe,  forment  un  couple  de  droites 
conjuguées  par  rapport  à  la  conique. 

Soit  O  (rt,  a',  ^,  b')  le  faisceau  harmonique;  il  faut 
prouver  que  chacune  des  dioiles  aa\  bb'  passe  par  le 
pôle  de  l'autre.  En  vertu  d'une  propriété  fondamentale 
des  coniques,  le  faisceau  O  («,  a',  ^,  b')  et  le  faisceau 
formé  autour  du  point  b'  par  les  droites  b' a,  b' a\  b'b  et 
par  la   tangente  b'V  ont  hnirs   rapports  anharmoniques 
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égaux  ;  on  peut  tloiic  éciirc 

0(rt,  a',  b,   //)  =  b'  [a,  a',  b,  P). 

Comme  on  a 

sinf a,  b)       s\n(a\  b) 


sin(«,  b')  '  sin  (a',  b' ) 


I, 


ou  peut   établir  la   correspondance  de  la  manière  sui- 
vante : 

0{a,  a',  b,  b')  =  h'  [a,  b,  a',  P), 

ce  qui  ne  serait  pas  permis,  si  le  rapport  anharinonique 
avait  une  valeur  cjuelconque.  On  voit  de  même  que 

0{a,  a',  b,  b')  —  b{a,  b' ,  a' ,  P}. 

Les  deux  faisceaux  formés  en  b  et  en  b'  sont  donc  tous 
deux  harmoniques,  et  de  plus  deux  rayons  correspon- 
dants coïncident  suivant  bb'  -^  donc,  les  points  d'intersec- 
tion a.  a',  P  des  trois  autres  couples  de  rayons  sont  en 
ligne  droite;  en  d'autres  termes,  la  droite  aa'  passe  par 
le  pôle  Pde  bb\  ce  qu'il  fallait  prouver. 

On  peut  arriver  encore  très-facilement  au  même  théo- 
rème en  suivant  une  marche  employée  souvent  par 
M.  Poncelet,  dans  le  Traité  des  Propiiétés  projectives  des 
figures. 

Soient  aOn'  un  angle  inscrit  dans  un  cercle;  Oè,  O^' 
les  bissectrices  de  cet  angle  et  de  son  supplément.  La 
droite  bb'  est  un  diantèlre,  la  droite  aa'  lui  est  perpendi- 
culaire, puisque  les  arcs  «/?,  ba'  sont  égaux.  Donc,  le 
pôle  P  de  aa'  est  sur  bb' .^  et  le  pôle  de  bb'  est  à  l'infini 
sur  aa' .  Transformons  la  figure  par  homographie,  ou  par 
simple  perspective-,  le  cercle  devient  une  conique  quel- 
conque, le  faisceau  0(r/,  a',/?,  b')  devient  un  faisceau 
harmonique  quelconque,  et  les  droites  aa' ^  bb'  restent 
conjuguées. 
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On  peut  énoncer  imniédiatemenl  le  ihéorème  corrélalit 
suivant,  dont  la  démonstration  directe  serait  d'ailleurs 
aussi  simple. 

Si,  sur  une  langciil.t^  à  une  cniiiqtK^,  on  prend  quatre 
points  en  rapport  harmonique,  les  points  d' intersection 
des  secondes  tangentes  menées  à  la  courbe  par  les 
points  conjugués  formeront  un  couple  de  points  conju- 
gués par  rapport  à  la  conique. 

Et  comme  cas  particulier  : 

Dans  tout  triangle  circonscrit  à  une  conique,  la  po- 
laire d'un  sommet,  la  tangente  parallèle  au  côté  op- 
posé et  la  seconde  tangente  menée  à  la  courbe  par  le 
milieu  de  ce  côté  se  coupent  au  même  point. 


Solution  géométrique  de  la  question  830; 

Par  m.  Léon  GEOFFROY, 

Élève  de  l'Ecole  Centrale. 

Enokcé.  —  On  donne  dans  un  plan  deux  circonfé- 
rences O  et  O';  U7i  point  P  se  meut  su/-  la  première  O  :, 
r enveloppe  des  polaires  de  ce  point.,  par  rapport  à  la 
circonférence  O',  est  une  conique  j  lorsque  l".  centre  de 
In  circonférence  O'  se  meut  sur  une  circonférence  O", 
concentrique  à  la  première  O,  quel  lieu  décrit  le  centre 
de  cette  conique? 

i*^'"  Cas.  —  Supposons  d  abord  que  le  centre  O'  soit  en 
dehors  de  la  circonférence  O5  dans  ce  cas,  l'enveloppe 
des  polaires  du  point  P,  c'est-à-dire  la  polaire  récipro- 
qtie  w  de  la  circonférence  O,  est  une  hyperbole. 

En  effet,  il  y  a  toujours  deux  tangentes  O'A,  O'Iî  à  la 
circonférence  O,  se  coupant  en  O'.  Les  pôles  de  cc^^  droites 
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O'A,  O'B  appai  tiennent  à  la  polaire  réciproque  005  mais 
ces  deux  pèles  sont  à  l'infini  ;  la  polaire  réciproque  w  est 
donc  une  conique  ayant  deux  branches  infinies  dans  des 
sens  différents-,  c'est  donc  une  hyperbole. 

Je  dis  maintenant  que  le  centre  a  de  cette  conique  se 
trouve  sur  la  droite  des  centres  00'.  En  effet,  les  tan- 
gentes à  la  conique  w  aux  points  situés  à  l'infini  sont  les 
polaires  des  points  A  et  B  du  cercle  O,  c'est-à-dire  des 
droites  CD,  CD',  qui  peuvent  facilement  se  construire, 
puisque  ce  sont  les  cordes  de  contact  des  couples  de  tan- 
gentes issues  de  A  et  de  B;  ces  droites  CD,  CD'  sont  les 
asymptotes  de  Ihyperbole  w,  et  leur  intersection  a  donne 
le  centre  de  la  conique  &o.  Or,  il  résulte  des  constructions 
indiquées,  qui  sont  symétriques  de  part  et  d'autre  de  OO', 
que  le  point  a  est  sur  00'. 

Quand  le  centre  O'  décrira  une  circonférence  O"  con- 
centrique à  O,  la  figure  dont  nous  avons  indiqué  la  con- 
struction ne  fera  que  tourner,  sans  déformation,  autour 
du  point  O.  Le  lieu  du  centre  a  est  donc  une  circonfé- 
rence concentrique  à  O,  et  qu'il  est  facile  de  tracer,  en 
effectuant  les  constructions  indiquées  pour  la  détermina- 
tion du  point  a. 

2^  Cas.  —  Supposons  maintenant  que  le  centre  O'  soit 
en  dedans  du  cercle  O;  la  polaire  réciproque  w  est  alors 
une  conique  sans  branche  infinie,  c'est-à-dire  une  ellipse. 
La  droite  00'  est  un  axe  de  cette  ellipse.  En  effet,  con- 
sidérons deux  points  quelconques  A,  A'  du  cercle  O,  symé- 
triquement placés  par  rapport  à  00',  les  cordes  de  con- 
tact correspondantes  du  cercle  O'  se  coupent  sur  OO',  et 
sont  également  inclinées  sur  cette  droite;  les  points  A 
et  A'  étant  quelconques,  nous  voyons  que  toutes  les  tan- 
gentes à  l'ellipse  00  se  coupent  deux  à  deux  sur  00'  et 
qu'elles  sont  alors  également  inclinées  sur  cette  droite, 
ce  (|ui  prouve  que  00'  est  un  axe  de  l'ellipse. 
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Il  nous  est  également  farile,  dans  ce  ras,  de  déicr  miner 
la  position  du  centre  de  l'ellipse  oj-,  prenons  les  polaires 
des  points  L  et  L',  où  00'  coupe  la  circonférence  O  :  ces 
polaires  sont  perpendiculaires  à  00';  donc  ce  sont  les 
tangentes  aux  extrémités  d'un  axe  de  l'ellipse  o);  on  con- 
struit donc  ainsi  l'un  des  axes  de  l'ellipse,  en  position  et 
en  grandeur,  et,  par  suite,  le  centre  «  se  trouve  déterminé 
de  position. 

Quand  O'  décrit  le  cerele  O",  on  voit,  comme  précé- 
demment, que  le  centre  a  de  l'ellipse  décrit  une  circon- 
férence dont  le  centre  est  en  O. 

3^  Cas.  —  Le  centre  O'  peut  enfin  se  trouver  sur  le 
cercle  O,  la  polaire  réciproque  w  serait  alors  une  para- 
bole; ce  qu'on  verrait  en  remarquant  rpi'il  n'y  a  alors 
qu'une  seule  tangente  possible  par  O'  au  cercle  O,  c'est-à- 
dire  que  la  conique  o)  n'a  qu  une  branche  infinie.  La  re- 
cherche du  centre  a  devient  illusoire;  ce  centre  passe  à 
l'infini. 


Solution  analytique  de  la  même  question  ; 

Par  m.   Auguste  MACÉ, 
Élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Grenoble. 

Je  prends  pour  origine  le  centre  O,  et  pour  axes  deux 
droites  rectangulaires. 

La  circonférence  O  aura  pour  équation 

et  la  circonférence  O' 

(.r  —  «)=  -I-  (  j  —  ^  )2  =  r'  ; 

<7,  h  étant  les  coordonnées  du  centre  O'. 

Si  x\j'  représentent  les  coordonnées  du  point  P,  on 

Aiin.  de  Mnihémat.,  •)''  série,  t.  VI.  (Décembre  iSfi-j.)        3o 
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aura 

(i)  x"-hy"  =  R'; 

et  l'équation  de  la  polaire  de  ce  point,  par  rapport  à  la 
circouférence  O',  sera 

(  2)   (x  —  a)  .r'  +  (  j  —  b)  y'  —  ax  —  by  =^  r''  —  n-  —  b\ 

En  égalant  les  rapports  des  dérivées  des  équations  (i) 
et  (2),  prises  par  rapport  à  x'  et  à  )  ',  on  a,  de  plus, 


X  —  a       y  —  b 

L'élimination  de  x',  j'  entre  les  équations  (1),  (2) 
et  (3),  donnera  l'équation  de  l'enveloppe  des  polaires. 
Or,  de  l'équation  (3)  on  déduit 


X 


sjx'^+y'^  ±R 


X  —  a 


\,l[a:  —  aY  +  {y—bY        yj[x  —  af -^  {y  —  bf 
et 


y'  sjx'--^y''  _  ztR 


J—i'        ^l[x—af^{y—bY        ^'[x  ~  af  ^  [y  —  bY 

En  remplaçant  x'  et  r'  par  leurs  valeurs,  dans  l'équa- 
tion (2),  il  vient 

(4)   (r/,r  +  by  -^r^—  a'—  /v')^  =  R=  [  (x  —  «)' +  [y  —  bY], 

ce  qui  est  l'équation  de  l'enveloppe  des  polaires. 

Le  centre  de  cette  conique  sera  donné  par  les  deux 
dérivées 

(  5 )  a  {ax-h  by  4-  r'  —  «'  —  b'')  —  R^  (.r  —  «), 

(6)  b{ax  -r  by  ^r'  —  a-—b-')  =R2(.r  —  b). 

El,  comme  le  point  O'  se  meut  sur  une  circonférence  O" 
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concentrique  à  la  circonférence  O,  on  doil  avoir 

Sî,  maintenant,  nous  éliminons  rt,  b,  entre  les  équa- 
tions (5),  (6)  et  (7),  nous  aurons  le  lieu  du  centre  de  la 
conique. 

Or,  de  (4)  et  de  (5)  on  tire 

a        .r  —  a        x  a  h  zhK 

~b~y—b~~y''  T.        y         y/j-^+j"^ 

Substituant  les  valeurs  de  a  et  de  h  dans  l'équation 
rt  (  «X  H-  hy  -H  r^  —  K^  )  :r-  R=  (  X  —  ^/) , 
nous  aurons  pour  l'équalion  du  lieu 

Donc,  le  lieu  du  centre  de  la  conique  est  une  circonfé- 
rence concentrique  à  la  circonférence  donnée  O. 

fiole.  —  Solutions  analogues  de  MM.  Willière;  Graindorge;  J.  Welscli, 
Hernient,  L.  Henning,  élèves  du  lycée  de  Metz;  Niébylowski,  élève  de 
l'École  Normale. 


Lun  des  Professeurs  les  plus  distingués  des  Facultés 
des  Sciences,  M.  Bourget,  ayant  bien  voulu  participer 
à  la  rédaction  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques , 
nous  prévenons  qu'à  partir  de  1868  les  articles  destinés 
au  Journal  peuvent  être  adressés  à  M.  Bourget,  rue  de 
Reims,  6,  Paris.  Gero^o. 
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